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Geschichte. 


Gericke, Helmuth: Zur Geschichte des mathematischen Denkens. Math.- 
)hys. Semesterber. 2, 71—97 (1951). 

In der vorliegenden Wiedergabe von Vorlesungen an der Universität Freiburg 
ibt Verf. bedeutsame Ausschnitte aus der Geschichte des mathematischen Denkens: 
. Bemerkungen zur ägyptischen und babylonischen Mathematik (71—73), II. Über 
riechische Mathematik (73—84), III. Das mathematische Denken der Neuzeit 
84—97). Dabei stellt Verf., ausgehend von der These, daß jede Zeit, jede Kultur- 
epoche ihre eigene Art zu denken hat, die mathematischen Entwicklungen in das 
ebendige Zeitgeschehen hinein und setzt sie in Beziehung zu den anderen Auße- 
rungen menschlichen Geistes wie Kunst, Religion, Politik. Die geistvollen Aus- 
führungen werden Zustimmung finden (wie z. B. die Darlegungen über die ver- 
änderte Einstellung zum Unendlichen, über die Einschätzung der Perspektive, über 
die Beziehungen zur barocken Kunst), und sie werden auch jeden zum Nachdenken 
veranlassen, der nicht mit allen Einzelpunkten einig geht, wie bei der Frage der 
ägyptischen Strenge und Methodenreinheit (die Bruchtabellen erforderten eine 
lange Entwicklungszeit, im übrigen beruhen unsere Kenntnisse hier auf nur zwei 
nicht zu weit auseinanderliegenden Quellen) oder bei der Frage der Einstellung 
von Archimedes, der doch auch der klassischen griechischen Zeit angehört, zum 
Zahlbegriff und zu Approximationen, oder wenn die Entstehung der ersten mathe- 
matischen Sätze in Solonischer Zeit mit der Ablösung der bisherigen Staatsform 
durch die Demokratie in Verbindung gebracht wird. Der angekündigten ausführ- 
licheren Darstellung wird man mit Spannung entgegensehen. Kurt Vogel. 


Frajese, Attilio: Sur la signification des postulats euelidiens. Arch. internat. 
Hist. Sci. 30, 383—392 (1951). 

Der auf dem 6. internationalen Kongreß für Geschichte der Wissenschaften 
(Amsterdam, August 1950) gehaltene Vortrag bildet einen wertvollen Beitrag zur 
Untersuchung der Bedeutung der fünf Postulate Euklids. Sie sind — mit Ausnahme 
des vierten — in erster Linie Konstruktionspostulate, in denen folgendes gefordert 
wird: 1. Zwei Punkte können durch eine Gerade verbunden werden. 2. Eine 
Strecke kann zusammenhängend gerade verlängert werden. 3. Man kann mit 
jedem Mittelpunkt und Abstand den Kreis zeichnen. 5. Man kann zwei Gerade zum 
Schnitt bringen, wenn sie durch eine dritte derart geschnitten werden, daß die 
inneren Winkel kleiner als zwei Rechte sind (Parallelenpostulat).. — Im 4. Postulat 
(‚Alle rechten Winkel sind einander gleich“), das für das Parallelenpostulat not- 
' wendig ist, sieht Verf. einen Anfang zum Studium der Gleichheit geometrischer 
Gebilde. Gegen die Ansicht, daß mit den Konstruktionspostulaten gleichzeitig 
die Existenz von Punkt, Gerade und Kreis gesichert werden soll, hat Verf. Bedenken: 
Wenn nämlich die Elemente Platonische Gedankengänge wiedergeben, in denen doch 
die wahren mathematischen Dinge dem Reich der Ideen angehören, wie konnte dann 
Euklid daran denken, daß eine Konstruktion notwendig ist, um die Existenz eines 
geometrischen Gebildes zu beweisen ? Verf. sieht hier einen Unterschied zwischen 
Platon und Euklid. Während jener die geometrischen Gebilde nur betrachtet, 
will dieser sie studieren, weshalb er die sie verbindenden Gesetze aufstellen muß. 
"Es sei dazu bemerkt, daß die Forderung von Existenzbeweisen wohl erst auf Ari- 
stoteles zurückgeht und daß Euklid, da ein Existenzbeweis für die wahren mathe- 
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"matischen Gebilde im Reich der Ideen nicht möglich ist, sich damit begnügen muß, 
‘den Existenzbeweis im Bereich der „durch die körperlichen Sinne wahrnehmbaren 
Bilder‘“ (Platons 7. Brief. 342) zu führen. Kurt Vogel. 

Frajese, Attilio: Osservazioni sulla teoria delle parallele in Euclide. Boll. | 
Un. mat. Ital., III. Ser. 6, 50—54 (1951). | 

Der Aufbau der Parallelenlehre bei Euklid beruht neben der Parallelendefinition | 
(L/Def. 23) und dem Parallelenaxiom (I, Postulat 5) auf folgenden Sätzen: 1,16 Ein | 
Außenwinkel des Dreiecks ist größer als jeder der beiden gegenüberliegenden Innen- | 
winkel; 1/17 Zwei Dreieckswinkel sind kleiner als 2 Rechte; 1/27 Wenn beim 
Schnitt zweier Geraden durch eine dritte gleiche Wechselwinkel entstehen, dann 
sind die zwei Geraden parallel; (der apagogische Beweis wird mit 1/16 geführt). 
1/28 spricht daselbe aus, nur wird nicht von Wechselwinkeln, sondern von gleichen 
korrespondierenden bzw. supplementären Innenwinkeln ausgegangen, wobei der 
Beweis unter Anwendung des Scheitelwinkelsatzes auf 1/27 zurückgeführt wird. — | 
Bis hierher wurde das Parällelenaxiom nicht benötigt, anders aber bei Satz 1/29, 
der die Umkehrung zu 1/27 und 28 darstellt. Die nächsten Sätze behandeln die 
Transitivität (1/30 zwei einer dritten parallele Gerade sind auch einander parallel), 
die Konstruktion einer Parallelen (1,31) und zuletzt Außenwinkel und Winkel- 
summe im Dreieck (1/32). — Verf. hebt hervor, daß 1/17 — der Satz ergibt sich 
übrigens als Spezialfall aus dem Außenwinkelsatz 1/32 — beim Aufbau der Paral- 
lelenlehre von Euklid nicht weiter verwendet wurde, also überflüssig ist, und sucht 
nach Gründen, die diesen veranlaßt haben mochten, ihn doch aufzunehmen. Es wird 
vermutet, daß 1/17 zusammen mit Postulat 5, 1/29 und 1/28 ein Quadrupel zusammen- 
gehörender Sätze bilden soll, nämlich: direkter Satz, Umkehrung, Gegenteil und 
Umkehrung des Gegenteils. Dies ist richtig; denn beim Dreieck handelt es sich . 
auch um zwei (diesmal sich schneidende) Gerade, die von einer dritten geschnitten 
werden. Verf. gibt mehrere Beispiele an, die Euklids Vorliebe für solche Satz- 
quadrupel zeigen, wie die Sätze X,5—8 und V/7—10. Sieht man davon ab, daß 
einige dieser Sätze wohl spätere Einschiebungen sind, so erscheinen die Quadrupel 
hier geordnet, was aber bei den in Frage stehenden nicht der Fall ist; eher wäre 
an die Reihenfolge: Postulat 5 (Axiom), 1/17, 1/28, 1/29 (alle beweisbar und be- 
wiesen) zu denken. Einleuchtender erscheint eine zweite Vermutung des Verf., daß 
Euklid zuerst alle Sätze bringen wollte, die ohne Heranziehung des Parallelen- 
axioms beweisbar waren. — Übrigens hätte Euklid (wie 1/16 zum Beweis von 1/27) 
den Satz 1/17 sofort zum Beweis von 1/28 verwenden können. Vielleicht hat er 
daran gedacht, als er den sonst überflüssigen Satz in seine „Elemente“ aufnahm. 

Kurt Vogel. 

Rosenthal, Arthur: The history of caleulus. Amer. math. Monthly 58, 75—86 
(1951). 

Verf. geht in dieser geschickt zusammengefaßten Überschau über den wohl- 
bekannten Gegenstand genauer ein auf die mechanische Parabelquadratur des 
Archimedes (Methodenlehre), auf die Fermatsche Quadratur der Parabeln und 
Hyperbeln und auf Torricellis und Gregorys Beiträge zur Infinitesimalmathematik. 

Joseph Ehrenfried Hofmann. 

Zinner, E.: Magister Alard von Dienst und die Pariser Beobachtungen von 
1312—15. Isis 42, 3840 (1951). 

eo Baumgardt, Carola: Johannes Kepler. Life and letters. With an introduction 

by A. Einstein. New York: Philosophical Library 1951. 209 p. $ 3,75. 
Verf. stützt ihre als Einführung gut verwendbare Darstellung auf die ältere 
Literatur über Kepler (anscheinend bis 1941), kennt jedoch weder die neue Bio- 
gsraphie von M. Caspar (1948; dies. Zbl. 32, 2) noch die erweiterte Briefausgabe - 
(1950). Daher ist ihre Zusammenfassung an manchen entscheidenden Stellen zu 
kurz und durch das neue Material überholt. Joseph Ehrenfried Hofmann. 
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je e® Scholz, Heinrich, A. Kratzer und J. E. Hofmann: Descartes. Drei Vorträge. 
1 (an der Gesellsch. zur Förderung der Westfälischen Landes-Univeısität, Heft 2.) 
Münster: Aschendorffsche Verlagsbuchhandlung 1951. 80 S. DM 2,80 kart. 


Die 3 Vorträge sind am 29. 11.1950 bei der Descartes-Feier der Medizinisch- 
‚Naturwissenschaftlichen Gesellschaft in Münster (Westfalen) gehalten worden. Sie 
geben in ihrer Gesamtheit ein eindrucksvolles Bild von Descartes’ Bedeutung als 
| Philosoph, als Repräsentant der Hegemonie der Naturwissenschaften und als Mathe- 
" matiker. Gelegentliche Überschneidungen im Inhalt erhöhen den Reiz der 3 Vor- 
ı träge, die durch Eigenart, Stil und Forschungsrichtung der 3 Redner geprägt sind. 
" H.Scholz schildert in der ihm eigenen aphoristisch-exakten Form ‚‚Descartes’ 
Bedeutung für die Umgestaltung des abendländischen Geistes“ (8.3 _37). Diese 
| Umgestaltung scheint ihm bestimmt durch vier notwendige und hinreichende 
) Axiome, nämlich das Axiom von der Unübertrefflichkeit eines wohlerworbenen 
Wissens mit der Spitzenstellung der Mathematik, das Axiom vom weltlichen Charak- 
ter der Wissenschaft, in der Glauben und Wissen getrennt sind, das Axiom vom 
| dynamischen Charakter der Wissenschaft mit seinen Folgen für die Methoden der 
Forschung und das Axiom von der Aufteilbarkeit der Welt in ein Subjekt der Er- 
kenntnis und eine als Objekt gegenüberstehende Natur. Aus der Entwicklung dieser 
Axiome und ihrer Folgen entsteht eine deutliche Vorstellung der Grundgedanken 
Descartesscher Philosophie und ihrer Wirkung bis auf unsere Tage. — A. Kratzer 
, schildert ‚‚Descartes als Physiker“ (S. 38 —47). Obwohl in dem Bestande der heutigen 

Physik nur wenig auf Descartes zurückgeht, hat er doch auf die Physik seiner 
Zeit und auf die Methode der Naturwissenschaft großen Einfluß ausgeübt. Die- 
jenigen Grundsätze seines Denkens, die ihm weiterführende Wege zur modernen 
Physik versperrten, werden klar aufgezeigt. — ‚Descartes und die Mathematik“ 
ist der Titel des dritten Vortrags, in dem Jos. E. Hofmann neben biographischen 
Mitteilungen einen Überblick über das Wesen der Cartesischen Mathematik gibt 
(S. 48—80). Er hebt ihre Leitgedanken hervor, macht Angaben über ihre Vorge- 
schichte, schildert die entscheidenden Fachleistungen und die allgemeine Tendenz 
der Cartesischen Betrachtungsweise und hebt den Einfluß Descartes’ auf die Zeit- 
genossen hervor. In einem Anhang (S. 75—80) gibt Verf. kurze bibliographische Hin- 
weise für diejenigen, die sich über das Descartes-Problem näher unterrichten wollen. 
- — In ihrer Gesamtheit geben die 3 Vorträge eine wertvolle, in manchen Einzel- 
zügen neue Beleuchtung des Mannes, der an einem Wendepunkt des abendländischen 
Geistes steht. Eugen Löffler. 


Boyer, €. B.: The foremost textbook of modern times. Amer. math. Monthly 
58, 223—226 (1951). 
Hinweis auf Eulers Introductio in analysin infinitorum, Lausanne 1748, mit 


_ bibliographischen Angaben und kurzer Inhaltsübersicht. 
Joseph Ehrenfried Hofmann. 


Julia, Gaston: La vie et Voeuvre de J.-L. Lagrange. Enseignement math. 
39, 9—21 (1951). 

Taton, Rene: Deux eontributions de Monge & la ereation de la g6ometrie mo- 
derne. C.r. Acad. Seci., Paris 232, 198&—200 (1951). 

Verf. verweist zunächst auf die bisher unbekannt gebliebene Tatsache, daß 
Monge bereits 1771 (Druck 1785) die metrischen Koordinaten einer Geraden im 
Raum einführt und in der Application de l’Analyse & la Geometrie (1795, 21801) 
sinnvoll verwendet, jedoch in den späteren Auflagen (seit 1807) wieder auf sie ver- 
zichtet. Das Wiederauftauchen dieser Koordinaten bei J. Plücker (1846, 1865) 
und A. Cayley (1860) ist vermutlich eigenständig. Außerdem benutzt Monge 

1809 (also vor Moebius, 1827) den Begriff der orientierten Fläche und des orien- 
1%: 
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tierten Rauminhaltes. Nähere Einzelheiten sind von der im Erscheinen begriffenen 
Arbeit des Verf. zu erwarten: L’oeuvre scientifique de Monge, Paris 1951. 
Joseph Ehrenfried Hofmann. 

e Dävid, L.v.: Die beiden Bolyai. (Beihefte zu Elemente der Mathem. Nr. 11.) 
Basel: Verlag Birkhäuser 1951. 24 S. 3,50 sfr. 

Verf., dem wir eine umfangreichere Schrift über die Bolyais (Budapest 1923, 
3, vermehrte Auflage in Vorbereitung) und eine genauere Untersuchung des von 
Johann B. stammenden Appendix (Klausenburg 1944) verdanken, entwirft hier 
ein mit liebevoller Hand gezeichnetes Bild der beiden ungarischen Mathematiker. | 
Dem Zweck der Sammlung entsprechend, steht das Biographische im Vordergrund; 
auf die wissenschaftlichen Grundgedanken des einen Schöpfers der Nichteuklidi- 
schen Geometrie wird in kurzer, recht ansprechender Form eingegangen. 

Joseph Ehrenfried Hofmann. 

e Galois, Evariste: CEuvres math6ematiques, publi6es en 1897, suivies d’une 
notice sur Evariste Galois et la theorie des &quations algebriques, par G. Verriest. 
2° edition revue et corrigee. Paris: Gauthier-Villars 1951. 

Verbesserte zweite Auflage der 1897 herausgegebenen mathematischen Werke 
von Galois mit einer Einleitung von E. Pieard und der 1934 erschienenen Mono- 
graphie von Verriest (dies. Zbl. 11, 5). 

Lune, 6. L.: Über N. I. Lobatevskijs Arbeiten zur Analysis. Uspechi mat. 
Nauk 6, Nr. 1 (41), 163—164 (1951) [Russisch]. 

Severi, Franceseo: Divagazioni anche didattiche sulla matematica del nove- 
eento. Archimede 3, 45—55 (1951). 

Noi, Salvatore di: Suecessivi parziali riconosceimenti della eontinuitä della retta. 
Archimede 3, 56—61 (1951). 

Baltaga, V., &. Drinfel’d und B. Levin: Naum Wi Achiezer. (Zum fünfzigsten 
Geburtstag.) Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 2 (42), 191—194 (1951) [Russisch ]. 

Tambs-Lyche, R.: Über Harald Bohrs mathematische Arbeiten. Norsk mat. 
Tidsskr. 33, 2—16 (1951) [Norwegisch]. 

Javillier, Maurice: Notice ne6erologique sur Elie Cartan. ©. r. Acad. Sei., 
Paris 232, 1785—1791 (1951). 

Aleksander Nikolaevi@ Dinnik. Priklad. Mat. Mech. 15, 124—136 (1951) [Rus- 
sisch ]. 

Nachruf mit Schriftenverzeichnis. 

Knopp, Konrad: Edmund Landau. J.-Ber. Deutsch. Math.-Verein. 1. Abt. 
54, 55—62 (1951). 

Keldys, M. V.: Zum 50. Geburtstag Michael Alekseevit Lavrent’evs. Izvestija 
Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 15, 3—8 (1951) [Russisch]. | 

Mit Schriftenverzeichnis. 

Ljusternik (Lusternik), L. A. und M. R. Sura-Bura: Michail Alekseevit Lav- 
rent'ev. (Zum 50. Geburtstage.) Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 1 (41), 190—192 (1951) 
[Russisch ]. 

Morris, Rosa M.: George Henry Livens. J. London math. Soc. 26, 156—160 
(1951): 

Mit Schriftenverzeichnis. 

Keldys, M. V. und 8. L. Sobolev: Nikolaj Ivanovi& Muschelisvili. (Zum sechzig- 
sten Geburtstag.) Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 2 (42), 185—190 (1951) [Russisch]. 

Nikolaj Ivanovi& Musehelisvili. (Zum sechzigsten Geburtstag.) Priklad. Mat. 
Mech. 15, 265—278 (1951) [Russisch]. 

Wissenschaftliche Würdigung mit Schriftenverzeichnis. 

Nobolev, 8. L.: Zum fünfzigsten Geburtstag Ivan Georgievit Petrovskijs. Iz- 
vestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 15, 201—204 (1951) [Russisch]. 


Mit Schriftenverzeichnis. 


Lorey, Wilhelm: Paul Riebesell (9. 6. 1883—16. 3. 1950). Bl. Deutsch. Ges. 


| Vers. Math 1, Heft 2, 43—50 (1951). 


Varopoulos, Theod.: Kyparissos Stephanos. 1857—1917. Bull. Soc. math. 


| Gröce 25, 7—22 (1951) [Griechisch]. 


Wissenschaftliche Würdigung. 


Grundlagenfragen. Philosophie. Logik. 


Piccoli, Giuseppe: La logiea matematiea come progresso strumentale di analisi 
del pensiero. Archimede 3, 13—17 (1951). 
Vassiliou, Ph.: Die Grundlegung der Mathematik und die axiomatische Methode. 


| Bull. Soc. math. Grece 25, 23—39 (1951) [Griechisch]. 


Kreisel, @.: Some remarks on the foundations of mathematies. — An ex- 


_ pository artiele. Math. Gaz. 35, 23—28 (1951). 


Hamel, Georg: Was ist Geometrie? Geometrie und Anschauung. Math. Nachr. 
4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 502—511 (1951). 

Verf. grenzt zunächst die physikalische Geometrie, die euklidische Geometrie 
(im Sinne der „Elemente‘), die mathematische (arithmetisierte) Geometrie und die 
axiömatische Geometrie ab und sagt dann, daß außer diesen unbestritten existie- 
renden eine weitere, die anschauliche, ‚‚wahre‘‘ Geometrie postuliert werden müsse. 
Anschauung wird hierbei als reine Anschauung verstanden und von sinnlicher und 


empirischer Anschauung und von Vorstellbarkeit geschieden. Es heißt dann: 


„Reine Anschauung ist mit der euklidischen Geometrie verbunden. Beide zusammen 
bilden eine Einheit. Beide sind eine ausgezeichnete Einmaligkeit und erheben An- 
spruch auf apodiktische Gewissheit‘, Geometrie ist Verbindung von Anschauen 
und Denken: ‚Man kann vielleicht Geometrie direkt als die verstandsmäßige Durch- 
arbeitung der Raumanschauung bezeichnen.“ Der Konventionalismus und der 
empirisch-positivistische Standpunkt werden abgelehnt, die Idealität der Geometrie 
wird betont und hierbei auf den Dinglerschen Begriff der Idealwissenschaft hinge- 
wiesen. Zu einer Analyse der Anschauung, wie sie auch zur Präzisierung der Kan- 
tischen Thesen gefordert wird, werden einige Hinweise gegeben; der Punkt sei als 
das klarste Grundelement der reinen Anschauung anzusehen, Stetigkeit und eukli- 
discher Charakter anschaulich gegeben. Friedrich Bachmann. 

Waerden, B. L. van der: Über den Raum. Euclides, Groningen 26, 207—218 
(1951) [Holländisch ]. 3 

Der Aufsatz enthält die Antrittsvorlesung, die Verf. am 4.12.1950 bei der Übernahme 


eines Lehrstuhls der Mathematik an der Universität Amsterdam gehalten hat. Von einigen 


kritischen Einwänden abgesehen, vertritt er darin die in Kants transzendentaler Ästhetik ent- 
wickelte Lehre vom Raum. In der ersten Hälfte der Arbeit erläutert er diese Lehre an zahlreichen 
Beispielen. In der zweiten Hälfte setzt er sich mit den Einwänden derjenigen auseinander, die 
Kants Lehre durch die Konstruktion nicht-euklidischer Geometrien für widerlegt halten. Seine 
Ergebnisse faßt er wie folgt zusammen: Von der Natur haben wir ein Vermögen mitbekommen, 
um aus Empfindungen räumliche Vorstellungen zu bilden. Dasselbe Vermögen befähigt uns, 
in unserem Vorstellungsraum Linien zu ziehen, Längen zu vergleichen usw. Dieses Vermögen 
stammt nicht aus der Erfahrung; vielmehr macht es die Erfahrung räumlicher Dinge erst möglich. 


In diesem Anschauungsvermögen ist die ganze Euklidische Geometrie potentiell enthalten. 


Wir können diese Geometrie realisieren, indem wir in Gedanken Linien ziehen, Dreiecke ver- 
schieben und von den auf diese Weise anschaulich gewonnenen Grundsätzen aus logisch weiter- 
schließen. Der Euklidische Raum ist ein idealisierter Anschauungsraum. Die Idealisierung 
besteht in der Annahme, daß die Axiome, die im Anschauungsraum annähernd erfüllt sind, 
genau gelten. Die moderne Grundlagenforschung hat nachgewiesen, daß man dies tun kann, 
ohne jemals auf einen Widerspruch zu stoßen. In diesem idealisierten Raum und in einer eben- 
falls idealisierten Zeit, die bis ins Unendliche gleichmäßig dauert, spielt sich die klassische 
Physik ab. Daneben hat man noch andere, höhere Räume erdacht, als rein mathematische 


Konstruktionen, die nicht aus der Anschauung entnommen sind. Diese höheren Räume haben 


sich für die Beschreibung der Naturerscheinungen in der modernen Physik als äußerst nützlich 
erwiesen, aber sie treten nicht an die Stelle des unentbehrlichen Anschauungsraumes. — Am 


\ 
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Schluß der Arbeit sind einige charakteristische Zitate aus. Kants transzendentaler Ästhetik 


und aus einem Brief von Gauß an Bolyai (in deutscher Sprache) abgedruckt. Eugen Löffler. 
Aeschlimann, Florence: Sur la persistance des structures gtomeötriques dans 


le d6veloppement des thöories physiques. C.r. Acad. Sci., Paris 232, 695 —697 (1951). I 

Etude de logique formelle concernant le remplacement d’une theorie physique 
Th, par une theorie meilleure Th. Le domaine d’adequation de T’h est plus large 
que celui de T’h,, et il subsiste dans T’h une partie de la structure formelle de Th,. 
Deux cas sont consider6s: 1° les connexions entre observateurs sont modifiees N 
(application: theorie de la Relativite). 2° ces connexions ne sont pas modifiees 


(applications: prineipe de correspondance, th6orie quantique des champs). 
Olivier Costa de Beauregard. 


Becker, Friedrich: Zeitmessung uni Zeiterleben. Math.-phys. Semesterber. 2, 


1—12 (1951). 


Meurers, Joseph: Die Expansion der Welt als naturwissenschaftliches und 
philosophisches Problem. Math.-phys. Semesterber. 2, 13—23 (1951). 


Yourgrau, Wolfgang: Collegium naturalis philosophiae. (M. Schliek’s Philo- 


sophy of Nature.) Arch. internat. Hist. Sci. 30, 374—382 (1951). 


Schmidt, Arnold: Die Zulässigkeit der Behandlung mehrsortiger Theorien 
mittels der üblichen einsortigen Prädikatenlogik. Math. Ann. 123, 187—200 (1951). 
Der Prädikatenkalkül wird gewöhnlich einsortig, d.h. mit einer Art von 


Individuen aufgebaut. Die meisten exakten Wissensgebiete haben es aber mit 
mehreren Sorten von Dingen zu tun, z. B. die Geometrie mit Punkten, Geraden 
und Ebenen. Der Prädikatenkalkül kann in diesem Falle mehrsortig aufgebaut 
werden. Will man aber an dem gewöhnlichen einsortigen Kalkül festhalten, was 
aus verschiedenen Gründen wünschenswert ist, so kann man Sortenprädikate ein- 
führen, die die Quantoren auf die entsprechenden Sorten beschränken. Z. B. würde 
man in der Geometrie drei Prädikate P(x), @(x), E(x): „x ist ein Punkt, eine Ge- 
rade, eine Ebene“ einführen. Daß alle Geraden die Eigenschaft X(x) haben, würde 
sich dann in der einsortigen Theorie durch (x) (@ (x) > (x)) wiedergeben lassen, 
ebenso daß eine Gerade der Eigenschaft A(x) existiert, durch (Ex) (G(2) & A (x)), 
usw. Es lassen sich dann leicht alle Formeln der mehrsortigen Theorie in der ein- 
sortigen entsprechend wiedergeben. Es entsteht aber das Problem, ob wirklich der 
einsortige und der mehrsortige Kalkül in dem Sinne gleichwertig sind, daß eine 
Formel des mehrsortigen Kalküls aus den dort benutzten Axiomen dann und nur 
dann beweisbar ist, wenn im einsortigen Kalkül die ihr entsprechende, mit den 
Sortenprädikaten ausgedrückte Formel aus den ebenfalls umgeschriebenen Axiomen 
ableitbar ist. Dies ist nicht ohne weiteres klar, da bei der deduktiven Ableitung 
im einsortigen Kalkül Formeln benutzt werden können, die sich im Sinne des mehr- 
sortigen Kalküls nicht interpretieren lassen, weil sie nicht sörtenbeschränkt for- 
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muliert sind. Diese Frage der Äquivalenz der beiden Kalküle in diesem Sinne wird 


hier bejahend beantwortet. Verf. beseitigt damit eine gewisse Einschränkung, der 
seine früheren Ausführungen über das gleiche Thema [Math. Ann. 115, 485506 
(1938); dies. Zbl. 18, 338] noch unterworfen waren. Wilhelm Ackermann. 

Kuroda, Sigekatu: Intuitionistische Untersuchungen der formalistischen Logik. 
Nagoya math. J. 2%, 35—47 (1951). 

Verf. beschäftigt sich mit metamathematischen Betrachtungen der intuitioni- 
stischen Logik (einschl. Prädikatenkalkül 1. Stufe) und gelangt im wesentlichen zu 
den bekannten Sätzen von Glivenko [Acad.roy. Belgique, Bull. Cl. Sei., V. Ser. 
15, 183—188 (1929)] und Gödel (dies. Zbl. 7, 193). Dazu unterscheidet er einen 
intuitiven Modus (i. M.) und einen formalen Modus (f. M.) der Verknüpfungen 
(N, V,, 9, V,#’ im intuitionistischen Sinn verstanden), wobei die doppelte 
Negation (die vom Verf. mit der Widerspruchsfreiheit der entsprechenden Aussage 


identifiziert wird) z.B. auf folgende Weise hineinkommt: a A-b<>p77(a\ b) 


worin also A- den f. M. von \ darstellt. Danach werden die Gentzenschen 


Schlußweisen (dies. Zbl. 10, 145) in beiden Modi eingeführt; mit Hilfe eines 


i. M.IM.£. 


3 Zusatzschemas Far [zu lesen: wenn a (<> p: ” ” a), dann @ widerspruchsfrei, 
1 | 


wenn a widerspruchsfrei, dann gilt ” = a] werden dann intuitionistische und 


klassische Herleitungen (die baumförmig nach unten wachsen) horizontal verknüpft. 
Dadurch gelingt es Verf. klass. richtige Herleitungen unter gewissen Bedingungen 
in intuitionistisch richtige zu überführen. (Ref. konnte wegen erheblicher Aus- 
drucksmängel und Sprachschwierigkeiten den Gedankengängen’und Beweisschritten 
des Verf. leider nicht immer folgen.) Gert H. Müller. 

-  Moch, Frangois: Ensembles, especes et logique. ©. r. Acad. Sei., Paris 232, 
201—202 (1951). / 

Verf. schlägt eine dreiwertige Aussagenlogik mit den Werten wahr, falsch, 
fraglich (acceptee, rejetee, en attente) vor. Die Aussagenwerte sollen eine Funktion 
der Zeit sein, so daß die Werte wahr und falsch für eine Aussage auch später bei- 
‚behalten werden, während der dritte Wert sich ändern kann. P impliziert P’ be- 


‚deutet, daß P’ nie falsch ist, wenn P wahr ist, und daß es für einen Augenblick, für 


den+P wahr ist, einen späteren gibt, für den beide wahr sind. Jede Aussage A(x) 
definiert eine Spezies S der Dinge, so daß x€ S und W(x) sich gegenseitig impli- 


zieren. Ob ein Ding zu einer Spezies gehört, kann fraglich sein ; ist dieses für einen 


Zeitpunkt ausgeschlossen, so heißt die Spezies eine Menge. — Mehr wie derartige 
"Andeutungen sind nicht in der Arbeit enthalten, so daß abzuwarten bleibt, ob es 


_ dem Verf. möglich ist, auf der skizzierten Basis einen Logikkalkül, der erst die Ideen 


präzisieren würde, aufzubauen. Wilhelm Ackermann. 
Rose, Alan: Conditioned disjunetion as a primitive eonneective for the m-valued 


' propositional ealeulus. Math. Ann. 123, 76—78 (1951). 


Ein Theorem von A. Church (dies. Zbl. 34, 291) wird auf die m-wertigen Aus- 
sagenkalküle übertragen. [Y, X, X, -..X,, Y] sei diejenige logische Funktion, 
die denselben Wert hat wie X,, wenn Y den Wert n (n=1,2,...,m) hat (die 
doppelte Schreibung von Y soll auch für ungerade m eine symmetrische Schreibung 
ermöglichen). Verf. zeigt: Das System, bestehend aus den Konstanten 1,2,...,m 


_ und der Funktion [.. ..] ist funktional (ausdrucksmäßig) vollständig und unabhängig. 


Den zu einem Ausdruck dualen erhält man, indem man ihn rückwärts aufschreibt 


und dabei die Konstanten © und m—i +1 (i=1,...,m) austauscht. Da die 
Lukasiewiez-Tarskische Negation AU — pı [U, m, m—1,...,2,1,%] selbstdual ist, 
_ darf sie dabei als Abkürzung zugelassen werden. Gisbert Hasenjaeger. 


Hermes, Hans: Zur Theorie der aussagenlogischen Matrizen. Math. Z. 53, 
414—418 (1951). 
Es wird eine einfache Herleitung für den Satz von Lindenbaum gegeben, 


daß zu jedem aussagenlogischen System von Ausdrücken, das abgeschlossen ist be- 


züglich Einsetzung und Abtrennung, eine adäquate Matrix existiert. Die Herleitung 


läßt sich auf den Fall ausdehnen, daß an die Stelle der Abtrennungsrelation eine 
beliebige (endliche oder abzählbare) Menge anderer Relationen tritt. 


Wilhelm Ackermann. 

Hermes, Hans: Zum Begriff der Axiomatisierbarkeit. Math. Nachr. 4, Erhard 
Schmidt z. 75. Geburtstag, 343—347 (1951). 

Die „syntaktische Axiomatisierbarkeit‘ einer Menge M von Zeichen (o. B. d. A. 
natürlicher Zahlen) wird definiert durch die Existenz einer endlichen Menge M, 
und endlich vieler entscheidbarer Relationen R,,..., R,, so daß M die mini- 
male Obermenge von M, ist, die mit = x,,...,x, auch x enthält, falls R,(t, x) 


für einu=1,...m. Eine Funktion f heißt berechenbar, wenn die Relation R 
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- Jation, daß auch jede aufzählbare Menge syntaktisch axiomatisierbar ist. 


e | 


mit R(1,2)<> f(x) = x entscheidbar ist. Die Wertmenge einer berechenbaren 
Funktion heißt aufzählbar. Daher ist jede syntaktisch axiomatisierbare Menge 
aufzählbar. Verf. beweist durch eine einfache Konstruktion einer zweistelligen Re- 


Paul Lorenzen. 


Rohrbach, Hans: Das Axiomensystem von Erhard Sehmidt für die Menge der 
natürlichen Zahlen. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 315—321 
1951). ; 
nn von Erhard Schmidt in seinen Vorlesungen entwickelte Axiomensystem 
für die natürlichen Zahlen faßt die natürlichen Zahlen auf als eine nicht leere ge- 
ordnete Menge N mit folgenden Eigenschaften: 1. Jede nicht leere Teilmenge von 
N hat ein erstes Element. 2. Jedes Element von N außer dem ersten hat einen 
Vorgänger, der wieder zu N gehört. 3. W hat kein letztes Element. Es wird die 
Aquivalenz dieser Axiome mit den 5 Dedekind-Peanoschen Axiomen gezeigt und 
auf die Wirkungsweise der Axiome 1. und 2. besonders hingewiesen. Auf das 
Axiomensystem von Kaczmarz [J. London math. Soc. 7, 179—182 (1932); dies. | 
Zbl. 5, 146] wird man im wesentlichen geführt, wenn man die Schmidtschen 
Axiome mittels der Grundbegriffe „natürliche Zahl“ (= Element von W) und 
„kleiner als“ formuliert. Georg Aumann. 


Myhill, John: Report on some investigations concerning the eonsisteney of 
the redueibility. J. symbolice Logie 16, 35—42 (1951). 


Das Ziel der Arbeit ist, ein mathematisch-logisches System zu konstruieren, daß sich auf 
die verzweigte Typentheorie gründet, widerspruchsfrei ist und in dem das Axiom der Reduzibilität 
wenigstens in eingeschränkter Form beweisbar ist. Es handelt sich um ein System mit starker 
semantischer Ausdrucksfähigkeit, dessen Grundideen von L. Chwistek und W. Hetper 
stammen. Die konstanten Individuen des Systems werden aus dem Term O0 durch wiederholte 
Anwendung von *x y erzeugt. Die Terme 0, *00, **00*00, usw. werden als die Repräsentanten 
der natürlichen Zahlen angesehen. An logischen Verknüpfungen sind Konjunktion und Negation 
und die Quantifikation im Sinne der verzweigten Typentheorie vorhanden. Eine wichtige Rolle 
spielt das individuelle Prädikat Sabcd, d.h. a ist das Ergebnis der Substitution von b für c 
ind. Die Einführung der Typen ist anders als gewöhnlich, indem durch Quantifikation der Typ 
einer Formel nicht vergrößert, sondern verkleinert wird. Uber den 0. Typ ist keine Quanti- 
fikation möglich. Ein Abstraktionszeichen }, das Klassen andeutet, wird ebenfalls eingeführt, 
aber ohne besondere Axiome. Die einzigen Axiome sind solche für S, die dessen Bedeutung 
entsprechen. Ableitungsregeln führen die Quantoren usw. ein. Der Satz vom ausgeschlossenen 
Dritten wird nicht vorausgesetzt. Verf. entwickelt zunächst Systeme Q(k), bei denen die Typen 
auf einen Wert <k beschränkt weiden, und kann für diese zeigen, daß jede Formel oder ihr 
Gegenteil beweisbar ist. Die Beziehung ® & Y, d.h. „® ist ein Element der Klasse Y“ Jäßt sich 
innerhalb des Systems definieren. Durch Vereinigung der Systeme Q(k) entsteht ein System 
Q(), das widerspruchsfrei ist, wenn das für alle Systeme Q(k) gilt. Der Widerspruchsfreiheits- 
beweis für @(k) wird nicht ausgeführt, sondern es wird auf eine Arbeit von Fitch (dies. Zbl. 20, 
193) verwiesen. Eine Klasse ® heißt Q-definit, wenn für jeden Term Y von geeignetem 
Typ X © oder das Gegenteil in Q(o0) beweisbar ist; sie heißt reduzibel, wenn sie einer 
Klasse äquivalent ist, deren Typ um eins geringer ist als der ihrer Elemente. Es wird dann gezeigt, 
und das ist die erwähnte Form des Reduzibilitätsaxioms, daß jede Q-definite Klasse reduzibel . 
ist. — Die Entwicklung einer Theorie der natürlichen und der reellen Zahlen wird nur kurz an- 
gedeutet und darauf hingewiesen, daß der Satz von der Existenz der oberen Grenze einer nach 
oben beschränkten Klasse von reellen Zahlen bisher nicht bewiesen werden konnte, falls er so 
aufgefaßt wird, daß die die obere Grenze definierende reelle Zahl den gleichen Typ hat wie die 
Elemente der Klasse. Dagegen gilt er für Q-definite Klassen (Reduzibilitätsaxiom!). Eine 
gewisse Form des Auswahlaxioms kann bewiesen werden. — Auf Seite 36, 14. Zeile von oben 
findet sich ein Versehen. In dem Satz: „If DO hastypemand m<n<k, then ® has type n““ 
muß „m <n<k“ durch „n<m< k‘ ersetzt werden. Wilhelm Ackermann. 


Schütte, Kurt: Beweistheoretische Erfassung der unendlichen Induktion in 
der Zahlentheorie. Math. Ann. 122, 369—389 (1951). 

Verf. legt seiner an Gentzen (dies. Zbl. 10, 145—146 u. 14, 388) anknüpfenden Unter- 
suchung ein Kodifikat zugrunde (vgl. Verf., dies. Zbl. 36, 148), in dem (neben andern) der 
„Schnitt“ (wenn W V S und & Y N, dann M V N) und insbesondere die „unendliche Induk- 
tion“ [wenn für jede Ziffer 3 Az) V N, dann (x) A(x) V N] als Schlußweisen aufgenommen 


werden. Spezielle Terme sind die Ziffern 0,0',0”,...; freie Zahlenvariablen kommen nicht 
$ vor; Axiome sind „richtige“ bzw. Negationen „falscher“ Primformeln (d. h. Prädikate mit. 
' Termen als Argumenten). Für die zugelassenen Funktionen bzw. Prädikate soll ein allgemeines 

' Berechnungs- bzw. Entscheidungsverfahren vorliegen. — Der Grad eines Schnittes ist die An- 


‚ zahl der logischen Zeichen (> 1) im Schnittglied ©. Ein endlicher Maximalgrad aller Schnitte 
jeder Herleitung (Herl.) soll feststellbar sein; dieser heißt „Herl.-Grad“. Den Herl.-Formeln 
werden Ordnungszahlen (OZ) der I. und II. Zahlenklasse zugeordnet; die Ordnungsbedingungen 
legen nur untere Grenzen fest; Ordnung einer Herl. ist die Ordnung ihrer Endformel. — Verf. 
beweist zuerst durch transfinite Induktion (tr. Ind.) über die Herl. Ordnung «: (A) Eine Herl. 
von einem Grad > 1 und der Ordnung « läßt sich auf eine Herl. von kleinerem Grad und der 
Ordnung 2* reduzieren. Darin ist die Widerspruchsfreiheit des Kodifikats enthalten; eine 
„Höhen“-Unterscheidung im Sinne von Gentzen (dies. Zbl. 14, 388) ist entbehrlich. Wenn 
das Schnittglied © die Form (x) A(x) hat — dies ist der wesentliche Fall—, betrachtet man 
in der (nach Ind.-Voraussetzung) reduzierten Herl. der rechten Oberformel (£) U(x) V N den 
Formelbund von (£) A(x). Abgesehen von einem unwesentlichen Fall kann (x) A(x) V N aus 
Alt) V N entstanden sein. Andererseits hat man aus (x) A(x) gemäß einer vorher bewiesenen 
gewissen Umkehrbarkeit der unendlichen Ind. auch M V A(t,) zur Verfügung für jedes in Be- 
tracht kommende t,. Durch Schnitt erhält man M V N,; durch eine leichte Ersetzung gelangt 

man zu M Y W. (Der Grad des Schnittgliedes hat dabei um das „Allzeichen“ abgenommen.) 
Die Ordnungserhöhungen, die vorkommen, zeigen, daß die festgelegte Schranke 2* voll aus- 
genützt wird. — Verf. untersucht sodann Herl. der tr. Ind. für eine Formel X(x) bis zu OZ «, 
die sich noch finit charakterisieren lassen und deren entsprechendes Anfangsstück der II. Zahlen- 
klasse sich eindeutig auf die Ziffern des Kodifikats abbilden läßt. (Derartige Abbildungen sowie 
die finite Charakterisierung eines entsprechenden Anfangsstückes werden in einer demnächst 
erscheinenden Arbeit dargelegt werden.) Der Beziehung «x <f bzw. den Funktionen & + ß, aß 
entsprechen dann ein entscheidbares Prädikat bzw. berechenbare Funktionen im Kodifikat. 
(Das betreffende Anfangsstück sei gegenüber x + ß, aß abgeschlossen.) — Verf. beweist nun: 
(B) Für die tr. Ind. bis zu einer der OZ « entsprechenden Ziffer a gibt es zu jeder Formel A 
eine schnittfreie Herl., deren Ordnung a) kleiner als die erste auf & folgende e-Zahl (= w) 
ist, b) gleich « ist, falls « eine e-Zahl ist. — Nimmt man zu dem Kodifikat noch eine Prädikaten- 
variable A mit, Grundformel A(8) V A(t) für Terme $ und t mit gleichem Ziffernwert hinzu, 
dann läßt sich die ‚allgemeine‘ tr. Ind. für eine beliebige Formel ausdrücken. Es gilt dann in 
Ergänzung zu (B), daß jede Herl. der allgemeinen tr. Ind. bis a als Ordnung mindestens hat 
a) die letzte e-Zahl kleiner als & (falls es eine solche gibt), b) die Zahl «, falls & eine e-Zahl ist. 
— Insbesondere ist die vollständige Ind. (deduktionsgleich mit der tr. Ind. bis ®) im Kodifikat 
mit der Ordnung & herleitbar. [Diese Sätze stellen eine Verschärfung und Erweiterung der 
Ergebnisse von Gentzen (dies. Zbl. 28, 102) dar.] Verf. betrachtet abschließend „endliche‘“ 
Kodifikate (mit freien Zahlvariablen, zugehörigem Allschlußschema statt der unendlichen In- 
duktion und sinngemäßer Abänderung des Begriffs der Grundformel). Nimmt man zu diesem 
endlichen Kodifikat die tr. Ind. bis zu einer e-Zahl & (z. B. bis &, = ®) hinzu, dann gibt es für 
eine im endlichen Kodifikat mit tr. Ind. bis « herleitbaren Formel X (a,, @s, . . .,@,) (die «, seien 
die einzigen freien Zahlvariablen in X) im unendlichen Kodifikat eine Herl. der Ordnung<x + ® 
der Formel (x,) (%,) *  * (2,) A(x, 22, - - -, ©,). Ist x = w, dann ersieht man, daß die „reine Zahlen- 
theorie‘ im unendlichen Kodifikat mit Herl.-Ordnungen < x + m enthalten ist. 

Gert H. Müller. 


Sehütte, Kurt: Die Eliminierbarkeit des bestimmten Artikels in Kodifikaten 
der Analysis. Math. Ann. 123, 166—186 (1951). 


Die vorliegende Arbeit zeigt die Eliminierbarkeit des ı-Symbols, d.h. des 
„derjenige, welcher“ für einen Formalismus der Analysis, der die im Hilbert-Bernays 
(II, S. 480-494) angegebenen Systeme K und Z, umfaßt, nachdem diese Eliminier- 
barkeit für den zahlentheoretischen Formalismus schon im Hilbert-Bernays 
(I, S. 422—-457) gezeigt wurde. Und zwar tritt das ı, das in der üblichen Weise 
durch Unitätsformeln eingeführt wird, in dreierlei Gestalt auf: für Zahlen, für 
zahlentheoretische Funktionen und für Prädikate. Für die Elimination ist wesent- 
lich, daß der Formalismus eine gewisse Form des Auswahlaxioms enthält. Die 
Eliminierbarkeit wird in Form eines allgemeineren Satzes bewiesen, indem gezeigt 
wird, daß eine Formel, die evtl. --Symbole enthält, stets so abgeleitet werden kann, 
daß auch in der Herleitung keine stärkere Schachtelung von ı-Symbolen auftritt 
als in der Endformel. Als Eliminationsgrundgedanke wird auch hier benutzt, daß 
z.B. B(,Ax) und (Ex)(Ax&B x) bei Geltung der Unitätsformeln für A in- 
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einander überführbar sind, so daß die erete Formel durch die zweite ersetzt werden 
kann. Die Komplikation, die durch die Ineinanderschachtelung der ı-Symbole 


entsteht, macht aber, wie im einzelnen dargelegt wird, eine bestimmte Reihenfolge 


und Art dieser Ersetzungen erforderlich, damit der durch die Ersetzungen verloren- 
gegangene Beweiszusammenhang wieder hergestellt werden kann und sich dabei 


der ı-Schachtelungsgrad der Formeln vermindert. — Das im Hilbert-Bernays 
(IL, 8.481) für den Formalismus K eingeführte Symbol A (Abstraktionszeichen) 
ist übrigens beim Vorhandensein des speziellen Auswahlprinzips entbehrlich, da 
es durch das ı für Funktionen ersetzt werden kann. — Verf. bemerkt noch, daß sich 
der Beweis für den Eliminationssatz sinngemäß auf einen Formalismus der ver- 
zweigten Analysis übertragen ließe. Wilhelm Ackermann. 


Lorenzen, Paul: Die Widerspruchsfreiheit der klassischen Analysis. Math. 
, 2. 54, 1—24 (1951). 


Unter der „klassischen Analysis“ wird hier nicht die axiomatisch begründete Disziplin 
verstanden, an die man gewöhnlich bei diesem Worte denkt, sondern die hier entwickelte Ana- 
lysis deckt sich am ehesten mit derjenigen, die vonH. Weylin seinem Buche „Das Kontinuum‘“ 
(Leipzig 1918) beschrieben wurde oder mit dem, was man gewöhnlich als „‚verzweigte Analysis‘ 
bezeichnet. Das Besondere an dem vorliegenden Aufbau ist, daß eine konstruktive Begründung 
nach den gleichen Prinzipien gegeben wird, die vom Verf. in seiner „Konstruktiven Begründung 
der Mathematik“ [Math. Z. 53, 162—201 (1950)] für den Aufbau von Logik und Arithmetik be- 
nutzt wurden. Die Kenntnis der früheren Arbeit ist erforderlich, da ihre Ergebnisse verwendet 
werden und da dort die vom Verf. benutzte Methode ausführlich auseinandergesetzt wurde. 
Neben der früheren Konstruktion der Aussageverknüpfungen und der Quantoren über konstru- 
ierbare Individuenbereiche wird hier der Gebrauch der folgenden Zeichen in ähnlicher Weise 
eingeführt: a) solcher für Relationen (Prädikate), o(x), o(z, Yy),..., deren Gebrauch durch 
Regeln A, > 0o(%), . - , Ar > 0(x,) festgelegt wird (A,,..., 4, sind Aussagen, die auch o ent- 
halten können); b) eines Zeichens M,„, so daß aus A,(x)<>4A,(x) die Aussage M,„A,(z) = 
M „4A,(x) konstruiert werden kann [A, (x), A,(x) sind Aussagen, die x enthalten; M,4A,(x) be- 
zeichnet die zu A,(x) gehörige Menge]; c) eines Zeichens 7',, so daß aus A (z,) 1 A(x,) — 
x, = x, und A(%,) sich 7, A(z2) = x, konstruieren läßt (7, stellt das ‚‚derjenige, welcher“ dar); 
d) eines Zeichens D,, so daß D,y(x) die zu dem Term y(x) gehörige Funktion bezeichnet und 
aus y,(2%) = Y,(x) sich ®,y,(x) = DB, Ys(x) konstruieren läßt. — Ausgehend von den natürlichen 
Zahlen, werden die rationalen Zahlen, sowie Addition, Multiplikation und die Ordnungsbeziehung 
für diese in der üblichen Weise konstruiert. Die rationalen Zahlen und Systeme von solchen 
bilden die Individuen der O-ten Schicht; diese wieder und darüber konstruierbare Aussagen 
und Systeme von solchen bilden die Individuen der 1-ten Schicht usw. Bei dem Übergang zu 
den nächtshöheren Schichten müssen jedesmal die Quantoren auf die vorige Schicht beschränkt 
werden, da sonst die Konstruktion des Gebrauchs dieser Zeichen nicht gelingt. Die Individuen 
aller endlichen Schichten bilden die O-te Hyperschicht, worüber sich dann weitere Hyper- 
schichten aufbauen, die aber im allgemeinen nicht weiter berücksichtigt werden. Die Einteilung 
der Mengen und Funktionen ist entsprechend. Reelle Zahlen werden durch eine Gleichheitsrelation 
zwischen Mengen von rationalen Zahlen definiert. Es gibt also reelle Zahlen verschiedener (end- 
licher) Schichten und auch hyperreelle Zahlen. Was nun den Verf. veranlaßt, diesen Aufbau 
als einen solchen der klassischen Analysis zu bezeichnen, ist das folgende: Schließt man die 
Hyperschichten aus, versteht man also unter Menge, Relation, reelle Zahl usw. immer solche 
die einer endlichen Schicht angehören, so können jedenfalls die meisten Fundamentalsätze der 
Analysis in der üblichen Form ausgesprochen werden. Z. B. „Zu jeder Menge von reellen Zahlen 
gibt es eine reelle Zahl als untere Grenze“. (Die die untere Grenze darstellende reelle Zahl wird 
natürlich im allgemeinen einer höheren Schicht angehören als die Menge der reellen Zahlen.) 
Dagegen wäre jede Menge von reellen Zahlen (nicht aber die Hypermenge aller reellen Zahlen) 
abzählbar, falls unter der Abzählbarkeit eine solche durch eine eigentliche Relation (nicht Hyper- 
relation) verstanden wird. Entsprechend würde sich das Auswahlprinzip als beweisbarer Satz 
ergeben. ER Der Aufbau der Analysis nach den angegebenen Prinzipien wird ziemlich weit ent- 
wickelt (Limesbegriff, Konvergenzkriterium von Cauchy, Satz von Bolzano-Weierstraß 
Theorem von Heine-Borel, Grundlagen der Borel-Lebesgueschen Maßtheorie). Bei den letzten 
beiden Sätzen muß aber zu den Hypermengen gegriffen werden, um den Begriff des Intervalls 
zu erfassen. Bei der Theorie der reellen Funktionen beschränkt sich Verf. auf die „Quasifunk- 
tionen“, d..h. auf Hyperfunktionen, die Funktionen sind, wenn der Bereich der Argumente auf 
eine Menge beschränkt wird. Verf. ist der Ansicht, daß die Abgeschlossenheit der klassischen 
Analysis nur dadurch zustande kommt, daß die Konstruktionsmittel (im wesentlichen durch 
Ausschließung der Hyperschichten) beschränkt werden. Die übliche, axiomatisch fundierte 
Analysis hat für ihn keine Bedeutung. Wilhelm Ackermann 
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Chakrabarti, 8. C.: On Kemmer’s identity in eombinatory functions. Math. 
Student 18, 43—45 (1951). 

'Armsen, Paul: Eine Bemerkung über Inversionen in Permutationen. Norske 
i Vid. Selsk. Forhdl. 23, Nr. 21, 87—90 (1951). 


Für die Anzahl y(n, r) der Permutationen von n Elementen mit genau r In- 
“ versionen hat E. Jacobsthal (dies. Zbl. 36, 11) die Rekursionsformel 


OR +47 
Mir) R ‚(r,r—4 VErEN 
vun= >, "enr-n 0<r<n 
| angegeben, die für r <n diew(n,r) sukzessive zu berechnen gestattet. Für diese 
! Formel gibt Verf. einen direkten, rein kombinatorischen Beweis, da der von Jacobs- 
| thal analytische Hilfsmittel benutzt. Hans Rohrbach. 
Tietze, Heinrich: Über gewisse Umordnungen von Permutationen und ein 
zugehöriges Stabilitäts-Kriterium. I, H. J.-Ber. Deutsch. Math.-Verein. 53, 1. Abt., 
147—182 (1943); 54, 1. Abt., 63—96 (1951). 
i L’A. etudie & fond le probleme des permutations de N cartes pose par un jeu de patience 
{il Pappelle Dauer-Patience) qui est le suivant: Soit N cartes de f couleurs; soit rn, le nombre 
de cartes de la couleur:; n,>1, nn, +n5 +: :+n,=N. La patience se fait par les rögles 
suivantes, qui ne comportent aucune liberte dans le jeu de l’executant; la r&ussite ou la non- 
reussite de la patience depend uniquement, abstraction faite des erreurs qui peuvent provenir 
‚ des inattentions de l’executant, de la permutation des N cartes au depart. Voiei succinetement 
ces regles. L’executant dispose de f-+ 1 places pour placer ses cartes de gauche & droite 
Pi Pa -- ., Pr); & la place P,., il ne peut placer qu’une carte; aux places precedentes il ne 
peut placer que des cartes de mme couleur et se suivant sans interruption dans l’ordre descen- 
' dant: roi, dams, valet, ete. La carte prise au talon ne peut donc plus &tre mise en place dans 
2 cas: si elle ne fait pas suite immediate dans l’ordre descendant & la derniere carte dans ]’une 
des f couleurs placees aux f premieres places P,, P,,..., P,etsila place P,,, est occupee. S’il 
en est ainsi, la marche & suivre pour continuer l’operation est la suivante: on ramasse les cartes 
‚des f premiöres places dans l’ordre oü elles sont placees et de gauche & droite, la (ou les) carte(s) 
de P, sur celle(s) de P,, etc. et le paquet total est, place sous le talon qui restait. Par contre la 
- derniere carte de la place P,,, est placee sur le bloc des N cartes ainsi reconstitue et l’operation 
recommence comme preeedemment. Ainsi le procede peut se poursuivre indefiniment. La 
reussite de la patience exige, comme on le sait, que finalement les N cartes se trouvent placees 
par couleurs aux f places P, a P,, dans chaque couleur les n, cartes dans l’ordre de la plus haute 
 &la plusbasse. La question qui se pose alors est la suivante, puis qu’il n’y a aucune raison pour 
que le procede ci-dessus s’interrompe: & quoi peut-on reconnaitre que la patience avec le temps 
reussira ou ne r&ussira pas? — La longue etude de l’A., poussee a fond et conduite jusqu’au 
resultat complet, donne la reponse par une voie dont une partie essentielle est la suivante. 
Appelons (!) B= B°, B!, B?,..., B’,...la suite indefinie des blocs reconstitu6s chaque fois apres 
larr&t de la mise en place, conformement & ce qui a &te dit ci-dessus. Soit le bloc B”; soit v(BP) 
le nombre des series de cartes de la mäme couleur, dans l’ordre du bloc, dans lesquelles les 
cartes se succedent sans interruption dans l’ordre descendant (une serie peut n’avoir evidem- 
ment qu’une carte). On ale fait prineipal: (2) v(B’) 2 v(Bl) zZ v(B?) > --:. Ce nombre v(BP) 
est evidemment > f; pour le bloc final B’ dans le cas ou la patience r&ussit on a evidemment 
v(B’) = f. La suite des nombres (2), deeroissante et bornee, aunelimiteo(B)—= lim v»(B)Zf. 
v— 00 
Il est evident que la patience reussit ou ne reussit pas selon que w(B)=f ou w(B) > f.. 
D’autre part puisque le nombre des permutations des N cartes est fini, necessairement dans 
. la suite (1) il doit se produire une repetition periodique des mömes blocs. L’A. appelle stable 


un bloc B pour lequel onaäla fois B"* = B’pourv> 0 et un certain oe21etw(B) >|}. 
La patience ne r&ussit pas lorsque dans la suite (1) apparait une fois un bloc stable 5’. La 
derniere etape consiste alors & etablir un erit®re de stabilite, au moyen d’une carte directrice, 
permettant de reconnaitre la stabilite ou l'instabilit6 d’un bloce B. La donnee et les el&ments 
necessaires & la compr&hension du critere sont trop longs pour &tre contenus dans PRNTEGR 
D. DAYS. 


Lineare Algebra. Polynome. Formen. Invariantentheorie: 


e Gelfand, I. M.: Vorlesungen über lineare Algebra. 2. umgearb. u. erweit. 
Aufl. Moskau - Leningrad: Staatsverlag für techn.-theor. Lit. 1951. 252 S. 10,30. R. 
[Russisch]. 
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Das vorliegende Buch ist eine zweite, erweiterte Auflage eines im Jahre 1948 


unter demselben Titel erschienenen Werkes (dies. Zbl. 38, 156). Es-enthält jetzt 


wohl alles Wesentliche, was ein Nichtspezialist von linearer Algebra zu wissen braucht. 


Der Aufbau ist so gehalten, daß er gleichzeitig als eine Vorbereitung für das Stu- 


N 


dium der Algebra unendlicher Vektorräume dienen kann. Vom pädagogischen 
Standpunkt ist die Darstellung meisterhaft. — Gegenüber der ersten Auflage sind 
folgende Veränderungen vorgenommen worden: 1. Zu dem Kapitel über lineare 
Transformationen ist ein Paragraph hinzugekommen, in dem recht ausführlich 
Extremaleigenschaften von Eigenwerten selbstadjungierter Transformationen in 
endlichen euklidischen und unitären Räumen behandelt werden 2. Das Kapitel 


über Normalformen linearer Transformationen ist neu geschrieben. Für die Existenz 


der Jordanschen Normalform gibt Verf. einen neuen, auf I. G. Petrovski zu- 
rückgehenden Beweis. Ein Paragraph über Polynomialmatrizen ist angefügt worden. 
3. Das Kapitel über die Grundbegriffe der Tensoralgebra ist wesentlich umgearbeitet. 


4. Ein Anhang über praktische Lösungsmethoden der linearen Algebra ist hinzu- 


gekommen. Dieser umfaßt sowohl genaue als auch angenäherte Lösungsverfahren. 


Folgende Probleme werden hier behandelt: Berechnungen von Determinanten, "l 
Lösungen von linearen Gleichungssystemen (insbesondere für den Fall von Systemen 


mit symmetrischer Matrix), Berechnung der inversen Matrix, Berechnung des 
charakteristischen Polynoms (— hierfür werden zwei Methoden, die von A.N. 


Krylow und die von Danilewski, angegeben) und Berechnung von Eigenwerten ii 


und Eigenvektoren. Leo Kaloujnine. 


Motzkin, T. $.: Two eonsequences of the transposition theorem on linear 


inequalities. Ecomometrica 19, 184—185 (1951). 
Slater, Morton L.: A note on Motzkin’s transposition theorem. Econometrica 
19, 185—187 (1951). 
In diesen Artikeln handelt es sich um Äquivalenz und Verallgemeinerung ver- 
schiedener Bedingungen für Lösbarkeit und Extremalwerte von speziellen linearen 
Gleichungs- und Ungleichungssystemen. Janos Acael. 


Jacobsthal, Ernst: Über eine Determinante. Norske Vid. Selsk. Forhdl. 23, 


Nr. 31, 127—129 (1951). 
Verf. berechnet den Wert der n-reihigen Determinante, deren Elemente 


Dein N N für <k <i+1 und a,, = 0 für 


i+1<kson sind, zu "(x —1)(22—1) (83x —1):--(nx—1). Gustav Lochs. 
e Denis-Papin, M. et A. Kaufmann: Cours de caleul matrieiel applique. Pre- 
faces de F. Eselangon et 6. Lehr. (Bibliothöque de l’ingönieur &lectricien-mecani- 


cien. Cours de Mathematiques superieures appliquees.) Paris: A. Michel 1951. 
304 p. 1600 frs. 


Das Buch stellt von der Matrizenlehre das zusammen, was der Ingenieur zur Behandlung 
technischer Aufgaben gebrauchen kann, und will durch größere den Anwendungen gewidmete 
Abschnitte den Ingenieur zu stärkerer Benutzung der Matrizen anregen. Es reicht in mathe- : 
matischer Hinsicht nicht so weit, wie das in seiner Zielsetzung ähnliche Buch von R. Zurmühl 
Matrizen (1950, dies. Zbl. 36, 149), geht dafür aber ausführlicher auf die Anwendungen ein. 
Beweise werden gebracht, soweit sie auf einfache Weise gebracht werden können. Die ver- 
wendete Symbolik (z. B. für eine quadratische Matrix ein Buchstabe in einer quadratischen Um- 
randung) ist schwerfälliger (besonders bei Beweisen) als die sonst übliche. Überaus zahlreiche 
Anwendungs- und Zahlenbeispiele, Übungsaufgaben und Tabellen beleben den Text. — Kap. I 
bis III bringen die mathematische Theorie, Kap. I Matrizenalgebra, Kap. II Eigenwerttheorie 
quadratischer Matrizen, insbesondere hermitescher Matrizen, und Transformationen auf Diagonal- 
gestalt, Kap. III Matrizenfunktionen (Polynome und Potenzreihen von Matrizen), Differentia- 
tion, Integration und Laplace-Transformation von Matrizen und lineare Systeme gewöhnlicher 
Differentialgleichungen 1. Ordnung, Kap. IV Anwendungen auf Dynamik und Schwingungs- 
lehre bis zu gedämpften freien und erzwungenen Schwingungen von Systemen mit n Freiheits- 
graden, Kap. V Vierpoltheorie, Kap. VI Anwendungen auf elastische Systeme, Träger und Trag- 
werke, Kap. VII Verwendung maschineller Methoden, Kap. VIII Historisches; es folgen zwei 
Anhänge über Determinanten und Wurzeln algebraischer Gleichungen. Lothar Oollatz. 
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Drazin, M. P.: A reduetion for the matrix equatin AB = eBA. Proc. Cam- 
bridge philos. Soc. 47, 7—10 (1951). 
The author establishes a reduction theorem about the pair of matrices A, B 
satisiyng AB=e BA, where & is a scalar. He does not explane specifically the 
nature of the field, but it can be easily seen that the field is assumed to be algebrai- 
‚cally closed. Loo-Keng Hua. 
Lidskij, V. B.: Die Eigenwerte der un und des Produktes von symmetri- 
schen Matrizen. Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 1 (41), 169—170 (1951) [Russisch]. 
Collar, A. R.: On the reciprocal of a segment of a generalized Hilbert matrix. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 11—17 (1951). 
Es sei u die n-reihige quadratische Matrix mit den Elementen u, = 1/(k 4+p 4) 
P,9=]1,...,n, k eine reelle Zahl, die von den ganzenZahlen g mit — (n— 1) <g<(n—1) 
verschieden ist. Es wird die Reziproke u! = v berechnet. Ihre Elemente sind 


v,..—= (- 1jrtr-s-1 1 (k—-r+n) Me) Krise): ei 


a k—-r+s (r—1)! en en 
Eine besonders einfache Darstellung ist v=_LuL, L die Matrix 
0202 
. RS re 
L,0-.-0 
Bit 2, = (— It e Ba un en . Anwendung auf ein aerodynamisches 


‚Problem. Gottfried Köthe. 

Putnam, €. R.: On commutators of bounded matrices. Amer. J. Math. 73, 
127—131 (1951). 

Für den Kommutator © = AB— BA zweier beschränkter unendlicher 
‚Matrizen gilt bekanntlich Ü=yYyE für alle y=+0. Zwecks Verschärfung dieses 
Ergebnisses untersucht Verf. den Wertevorrat % von ('‘, d.i. die abgeschlossene 
Hülle der Menge aller «*C x (<*x = 1). Er beweist: Sicher dann ist 0E8, 
wenn A (oder B) normal ist. Es genügt auch schon, wenn A A* — A* A semidefinit 
ist. Ob auch diese Voraussetzung noch fortgelassen werden kann, wird nicht ent- 
schieden. Helmut Wielandt. 

Rutherford, D. E.: Compound matrices. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A. 
54, 16—22, Indagationes math. 13, 16—22 (1951). 

Es sei A = |la; || eine Matrix der Ordnung n x m (n Zeilen, m Spalten) und 
vom Range o. Ihre k-reihigen Minoren kann man als Elemente einer Matrix A) 
der Ordnung (7) x (%) und vom Range en nehmen ; A® wird die k-te „com- 
pound‘“-Matrix von A genannt. — Im Anschluß an einen Satz von I. Williamson 
‘ [Bull. Amer. math. Soc. 39, 108—111 (1933); dies. Zbl. 6, 245] wird die Frage be- 

antwortet, wann eine gegebene Matrix B die k-te compound-Matrix einer Matrix A 
sein kann. Ferner, wie man dann ein A bei gegebenem B ermitteln kann. Beim 
Beweise wird Gebrauch gemacht von Grassmannschen Koordinaten und den zwischen 
ihnen geltenden quadratischen p-Relationen. Roland W. Weitzenböck. 
: Parodi, Maurice: A propos d’un eritere de stabilite. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 
204—206 (1951). 
Verf. spricht aus, daß die von manchen Autoren als „empirisches Kriterium‘ 
benützten Bedingungen 
(1) min (a,,) > max |a,,|, det (a,) >0@#j;5,j;k=1,2,...,n) 
für n <3 hinreichen, um sicherzustellen, daß die allgemeine reelle quadratische 
_ Matrix (a,,) positiv definit ist, zeigt aber, daß dies für n >3 nicht mehr zu- 
trifft. Hierzu ist zu bemerken, daß (1) schon bei n = 3 nicht mehr hinreicht, wenn 
man — was dem Ref. als allein sinnvoll erscheint — eine positiv definite Matrix 
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als eine solche definiert, deren symmetrischer Teil (im üblichen Sinne) positiv || 
definit ist. Immerhin folgt bein — 3 aus (1) wenigstens noch, daß die Hauptminoren || 
der Matrix (a,,) sowie die Realteile ihrer Eigenwerte positiv sind. Verf. erwähnt | 
dann noch die positiv definiten Matrizen, welche aus einer den Bedingungen 


@) > lb > + 


genügenden Matrix (b,,) dadurch entstehen, daß alle Elemente b,, derselben um || 
ein und dieselbe positive Zahl vermindert werden, welche kleiner ist als der kleinste | |) 
Eigenwert des symmetrischen Teils von (b,,), und sieht in dem Umstand, daß zahl- 
reiche (1) genügende Matrizen diesem Typus angehören, eine Rechtfertigung jener 
empirischen Regel. Erich Schönhardt. 
Todd, J. A.: The eomplete irredueible system of four ternary quadraties. Proc. 
- London math. Soc., LI. Ser. 52, 271—294 (1951). 
Vorliegende Abhandlung beschäftigt sich mit dem vollständigen System der 
invarianten Bildungen von vier ternären quadratischen Formen; im Jahre 1910 
hat Turnbull ein System von 784 soleher Bildungen in expliziter Form angegeben. 
Hier beweist Verf. zunächst, mit üblichen Methoden und ziemlich langen Rechnungen, | 
daß 181 von den 784 Formen von Turnbull reduzibel sind. Im zweiten Teil be- | 
weist er durch die Littlewoodsche Algebra der S-Funktionen, daß die übrigen 603 
Formen ein vollständiges und irreduzibles System bilden. 
Eugenio Giuseppe Togliatti. 
Afriat, S. N.: The quadratic form positive definite on a linear manifold. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 4%, 1—6 (1951). I 
Setzt man in einer quadratischen Form in n Veränderlichen F = 2 a,, 2%, %, | 
für x die lineare Kombination = 4, %4y+A%2+:-'-+4,t:, wo die h Punkte 
Y,2,...„t ein lineares Gebiet @, bestimmen, so geht F in eine quadratische Form | 
®(}) der h Parameter A über. Verf. gibt in Matrixform die Bedingungen dafür, | 
daß D(A) positiv-definit sei, wobei von den Graßmannschen Koordinaten des G, | 
Gebrauch gemacht wird. Roland W. Weitzenböck. 
Specht, Wilhelm: Untersuchungen über die Wurzelverteilung algebraischer 
Gleichungen. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 126—149 (1951). 
Die Reihe «,=a,+ib,(k=1,2,...,n) entspricht umkehrbar eindeutig 


einem Punkt (8) = (&13 &% - - +, %,) = (Qy; dis Ag; dus - - -, Q,, d,) des 2 n-dimensionalen 
euklidischen Raumes. Ebenso kann man einem Punkt (x) dieses Raumes die alge- 
braische Gleichung (2,0) =" — a, "+8,07 —...-+(-1"a,=0 ein- 


deutig zuordnen. Eine Klasse fi} algebraischer Gleichungen n-ten Grades bedeute 
eine Menge derartiger Gleichungen, deren geometrisches Bild die Eigenschaften 
besitze: 1. Die Bildmenge $} ist abgeschlossen und beschränkt. 2. Die Bildmenge 
St besitzt einen positiven 2 n-dimensionalen Inhalt J,,(8). 3. Jeder Schnitt der 
Bildmenge $} mit einer 2 k-dimensionalen Hyperebene besitzt einen 2 k-dimensio- 
nalen Inhalt. Auch das Bild einer Klasse algebraischer Gleichungen im 2 n-dimensio- 
nalen Raume soll eine Klasse genannt werden. — Die Menge aller algebraischer 
Gleichungen mit der Ungleichung 0 < (|, + [a2]? +: + |a, 2% = Rla) <R 
bilde die Klasse Str. — Zu jeder Klasse fl algebraischer Gleichungen n-ten Grades 
gehört ein eindeutig bestimmter Gesamtwurzelbereich W* — W*($), der Bereich 
der komplexen Ebene aus den Wurzeln der zu $} gehörenden Gleichungen. Ein 
Wurzelbereich W($t) der Klasse ft sei ein beliebiger Teilbereich von W*, Dr einen 
positiven zweidimensionalen Inhalt J,(W) besitzt. $#(W) bezeichne für eine feste 
Zahl k (k = 0,1,...,n) die Teilmenge aller Gleichungen aus $, die in W genau 
k Wurzeln besitzen. Die Teilklasse i%(W) einer Klasse ® besitzt für jeden Wars 
bereich W einen 2 n-dimensionalen Inhalt J,,[R*(W)]. Der Quotient K (W) 
— J,, [KH (W)]/Ig, (KR) ist ein Maß für die Wahrscheinlichkeit, daß eine Gleichung 
der Klasse Sl in W genau k Wurzeln besitzt, oder ein Maß für den Prozentsatz der 
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Gleichungen der Klasse $}, die in W genau k Wurzeln besitzen. — In betreff der aus- 
führlichen Resultate müssen wir auf die inhaltsreiche und. originelle Arbeit hin- 
| weisen. Gyula Sz.-Nagy. 

Brauer, Alfred: On algebraie equations with all but one root in the interior 
‚of the unit eirele. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 250—257 (1951). 
L’A. donne des conditions suffisantes pour qu’un polynöme & coefficients entiers 
jet dont le coefficient du terme de plus haut degr6 est 1, ait toutes ses racines sauf 
une & l’interieur.du cerele unit& (ce qui, en vertu d’un theoreme de Perron, 
entraine que le polynome est irreductible pourvu que a, = 0). Par exemple, 
si fa) =" Heat,” 24... +Q,), ave e= +1, et les a, entiers, 
f(x) satisfait & la condition preeedente dans les deux cas suivants: a) a, >a, >-- 
=, >), sWfsif)= +12 +a,—-1;b)e=—-Let,>,>:.:.->2a,>0. 
La methode consiste & multiplier f(x) par &—r, ol r est un nombre convenable 
tel que O<r<1, et & appliquer au polynöme g(x) = (x — r) f(x) = «+ 
—+b,2"+:-:-+b,,, le theoreme de Pellet (faussement attribu& par P’A. & 
D. Mayer) d’apreslequelsi |, | >1+ 4 | + + /&4]1+ ul ++ rl 
g(x) a exactement k racines exterieures au cercle unite. Jean Dieudonne. 

Kac, A. M.: Zur Frage nach einem Kriterium der aperiodischen Stabilität. 
Priklad. Mat. Mech. 15, 120 (1951) [Russisch]. 

Verf. zeigt mittels Cauchy-Index, daß ein Polynom f(z) dann und nur dann 
lauter negativ reelle Nullstellen hat, wenn f(z2?) + zf’(2?2) ein reelles Hurwitz- 
sches Polynom ist. Herbert Bilharz. 
Fekete, Michael: On the structure of extremal polynomials. Proc. nat. Acad. 
Sci. USA 37, 95—103 (1951). 
- Auf einer beschränkten abgeschlossenen Punktmenge S der komplexen Ebene 
ist das Polynom B(z2) =" +b,2”1+...+ 5, ein Unterpolynom von A(2) = 
2 +0,2”1+---+a,, wenn in jedem Punkt 2 von 8, wo A(@)#0 ist, |B(e)| 
<|4A(z)| ausfällt. Das Polynom A(z) ist auf der Punktmenge S ein Extremal- 
; polynom, wenn es auf S kein Unterpolynom besitzt. — Sind 292%: : 2. bzw. 


Ag Ay, Punkte von S bzw. positive Konstanten mit den Bedingungen 
Mm N 

n <m<2n und N /,=1, so hat ein Extremalpolynom A(2) n-ten Grades 
k=0 : 


auf S eine Darstellung von der Form 


m 


H() 1 Er 1:98) h . 
Aa= 40. Ha-21,2®, mw = Dogs = em. 


k=0 2 2% (2x) 2 PR k=O0 

Ein Extremalpolynom n-ten Grades auf einer Punktmenge S mit mindestens 
n-+ 2 Punkten ist ein Extremalpolynom auf m +1 (n<m <2n) Punkten 
der Punktmenge S. — Ein Satz von Walsh läßt sich auf Extremalpolynome 
folgendermaßen übertragen: Liegt die in bezug auf den Nullpunkt 0 symmetrische 
Punktmenge S in den Kreisen K,: |2— s|<r und K,: |2+%|< r,so liegen die 
Nullstellen der Extremalpolynome auf S von ungeradem Grad in den Kreisen X, 
und X,. 0 ist eine einfache Nullstelle. [Die Arbeiten vom Ref. in Acta Litt. Sei. 
‚ Univ. Szeged, Seect. Sci. math. 6, 49—58 (1932); dies. Zbl. 5, 151; und dies. Zbl. 
35, 10 waren dem Verf. unbekannt.] Gyula S2.-Nagy. 


Lawden, D. F.: The function >” n"z* and associated polynomials. Proc. 
n=1 
Cambridge philos. Soc. 4%, 309—314 (1951). 
Die Funktion (1 — 2) 55 n’ 2" —= 8,(2), r > 0, ist ein Polynom des Grades r. 


n=1 
Verf. leitet einige einfache Eigenschaften dieser Polynome ab. Z. B. ist 


anIN“ Bee EEE 
ur! = z—- exp(w(2 —1))’ 
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ferner: Die S,(z) haben außer der Nullstelle 2 = 0 nur reelle negative Nullstellen. 
— Sodann berechnet Verf. einige Determinanten vom Typ |8,,,(@)|; z.B. 
IS.) ae nen Yin Bann Na 

Wolfgang Hahn. 


Dörge, Karl: Bemerkung über Elimination in beliebigen Mengen mit Operatio- 


nen. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 282—297 (1951). 
Unter einem Bereich versteht Verf. eine Menge W, auf der ein System von 
beliebig vielen Funktionen f,(x;) von beliebig vielen Argumenten x; definiert ist. 


Die fs(x;) müssen, kurz gesagt, überall auf M eindeutig sein; mehr wird nicht ge- 


fordert. Ein zulässiger (in der Ausdrucksweise des Verf. ‚‚neutraler“) Homo- 


morphismus von M ist im wesentlichen eine Zerlegung von WM in paarweise 
elementefremde Untermengen, derart, daß für jede Funktion f, stets die Funktions- 


werte m’ = f„(m!) und m’ = f,(m/‘) in dieselbe Untermenge fallen, falls für 


jedes 7 die Argumentwerte m; und m’ in der gleichen Untermenge liegen. $ 1 ent- 
wickelt die systematische Theorie der Homomorphismen eines Bereichs. Insbesondere 
wird ein wichtiger Hilfssatz abgeleitet über den (durch ‚„‚Homomorphismenüberlage- 
rung“ gewonnenen) „feinsten“ Homomorphismus, der die Eigenschaft hat, kein 
Paar m,, m, einer beliebig vorgegebenen Paarmenge aus M auseinanderzureißen. 
In $2 wird dann gezeigt, daß sich über jedem Bereich Oberbereiche, ‚Formeln‘ 


und Polynome in beliebig vielen Unbestimmten definieren lassen, und es wird der |) 
Hauptsatz bewiesen: Es werde vorausgesetzt, daß jede einzelne Bereichsfunktion | 
nur von einer endlichen (nicht notwendig beschränkten) Anzahl von Argumenten | 
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abhängt; 9, 9, seien beliebig viele Paare von Polynomen über W. Dann ist die N | 
notwendige und hinreichende Bedingung für die Lösbarkeit des vollständigen | 
Gleichungssystems 9, = @, in einem passenden Oberbereich von M die, daß jedes - 


endliche Teilsystem von 9, = 9, in einem geeigneten Oberbereich von M lösbar 
ist. Auf einen zweiten, allgemeineren Hauptsatz, der auf jede Endlichkeitsvoraus- 
setzung verzichtet, sei hier der Kürze halber nur hingewiesen. Der Beweis der 
Hauptsätze beruht auf einer Konstruktionsmethode, die als eine Verallgemeinerung 


der Konstruktion der allgemeinen Nullstelle eines Polynomideals im Sinne von 


Noether und van der Waerden angesehen werden kann. In $3 werden die ge- 
wonnenen Ergebnisse auf Systeme angewandt, d. h. auf gewisse spezielle Bereiche, 
zu denen insbesondere die Gruppen und Ringe sowie wenigstens teilweise die Ver- 


bände gehören. — Für die Darstellung ist vor allem die sorgfältige Definition aller 


auftretenden Begriffe charakteristisch. Die Ausführung der (meistens sehr ein- 
lachen) Beweise bleibt teilweise dem Leser überlassen. Es sei hervorgehoben, daß 
die im Referat der Kürze halber benützte Terminologie sich nicht ganz mit der 
der Arbeit deckt. Wolfgang Krull. 


Gruppentheorie: 


Dubreil-Jacotin, Marie-Louise: Quelques propri6t6s arithmötiques dans un 
demi-groupe demi-retieule entier T. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1174—1176 (1951). 

T designe un demi-groupe demi-retieuld entier, c’est ä& dire un ensemble A 
multipliecation associative, muni d’une operation union VO, assoclative, commu- 
tative et idempotente. 7 peut alors ötre ordonne partiellement par: a <b= 
aub=b. La multiplication est distributive par rapport & l’union, et T possede 
un element unite e pour la multiplication, el&ment qui est aussi plus grand element 
de T. L/A. appelle condition ® la propriete: a <b implique l’existencee dc >a 
tel que a = bc, et demontre le theoreme: en supposant les &löments maximaux 
de T deux a deux permutables, la condition necessaire et suffisante pour que tout 
element soit d’une maniere unique le produit d’un nombre fini d’el&ments maxi- 
maux est que T satisfasse a la condition ® et ä le condition de chaine ascendante — T 


“ 
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A est necessairement commutatif, reticule et distributif. Le th&or&me de decomposi- 
i _ tion classique des groupes retieules est un cas partieulier du theor&me precedent. 
| Un autre cas partieulier interessant est obtenu lorsque la multiplication est idem- 
| potente. Leonce Lesieur. 


Lambek, J.: The immersibility of a semigroup into a group. Canadian J. Math. 
3, 34—43 (1951). 

A.Malcev [Math. Ann. 113, 686—691 (1937); Mat. Sbornik, n. Ser. 6(48), 
331—336 (1939); 8 (50) 251—264 (1940); this Zbl. 15, 388, 22, 311, 23, 303] found 
necessary and suffiecient conditions for the immersibility of a semigroup (a set of 
elements closed under an associative operation) into a group; they assert that certain 
chains of equations imply further equations. The author gives a simplified version 
of these conditions, using polyhedra for labelling the equations. The polyhedra used 
are Eulerian (homeomorphie to a sphere); each edge is said to have two sides (one 
belonging to each of the two faces joint at this edge) and is divided into two half- 


' edges by some interior point. By assigning an element of the semigroup to each side. 


and angle of the polyhedron, the half-edges are made to represent the equations 
xa = yb, where x and y have been assigned to the sides of the half-edge, a and b 
to the corresponding angles. The semigroup is said to satisfy the polyhedral condi- 
tion if the equations represented by any such polyhedron are interdependent, i. e. 
any one of them can be derived from the totality of all others. It is proved that 
the polyhedral condition together with the cancellation law (ax = ayoor zb = yb 


' imply & = y) are necessary and sufficient for the immersibility of the semigroup 


into a group. Felix A. Behrend. 


Loonstra, F.: Diserete groups. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 54, 162— 
168; Indagationes math. 13, 162—168 (1951). 

Die Theorie der verbandgeordneten Gruppen wird auf den Fall angewandt, 
wenn die Anordnung Archimedisch ist und folgender Bedingung der Diskretheit 
genügt: „Für jedes positive c enthält die durch 0 <x <c definierte Menge {x} 
minimale Elemente‘. Solche Gruppen G sind immer kommutativ und Untergruppen 

- des „‚cardinal product“ // (x) von & einfach und Archimedisch geordneten Gruppen, 
wobei x die Mächtigkeit der Menge der maximalen positiven Elemente von @ ist. 
Für endliches « ist @ mit // (x) isomorph. Ist x abzählbar und sind in @ alle ab- 
steigenden positiven Ketten endlich, so ist @ isomorph mit der multiplikativen nach 
der Teilbarkeit geordneten Gruppe der rationalen Zahlen. 

Friedrich Wilhelm Levi. 

Kontorovi@, P. G.: Invariant überdeckbare Gruppen. II. Mat. Sbornik, n. Ser. 
28 (70), 79—88 (1951) [RussiscH ]. 

Eine Gruppe @ heißt invariant überdeckbar, wenn sie die Vereinigungs- 
menge ihrer eigentlichen Normalteiler ist. Eine Menge {F,} von eigentlichen 
Normalteilern von @ heißt dabei eine Invarianzbasis, wenn G=UF, ist. Es 


ist nun möglich und sinnvoll, Eigenschaften invariant überdeckbarer Gruppen zu 
studieren, die eine Invarianzbasis, bestehend aus Gruppen von einem schon näher 
» bekannten Typus, besitzen. So hat z. B. R. Baer invariant überdeckbare Gruppen 
mit einer Invarianzbasis aus endlichen Gruppen untersucht. [Duke math. J. 
6, 598—614 (1940); dies. Zbl. 25, 298] Verf. hat [Mat. Sbornik, n. Ser. 8(50), 423 — 
434 (1940) ; dies. Zbl. 24, 254] u. a. Gruppen mit einer Invarianzbasis aus abelschen 
Gruppen betrachtet. Die vorliegende Arbeit hat eine Verallgemeinerung dieser 
letzten Klasse von Gruppen zum Thema. — Durch transfinite Rekurenz führt Verf, 
den Begriff der Gruppen mit Kategorie ein, und zwar in folgender Weise: Die 
Klasse AU) besteht aus allen abelschen Gruppen; ist 7 eine Ordnungszahl, so soll 
eine Gruppe von der Kategorie <n sein, wenn sie eine invariant überdeckbare 
Gruppe mit einer Invarianzbasis aus Gruppen der Kategorie <n ist. Die Klasse 
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der Gruppen der Kategorie <n wird mit Am bezeichnet. Ist EAN, aber 
G44° für &<n, so heißt G von der Kategorie 7. Eine Gruppe @ heißt Gruppe 
mit Kategorie, wenn GE AM für irgendein n ist. — Untergruppen und Faktor- 
gruppen einer Gruppe mit Kategorie sind wieder Gruppen mit Kategorie. Direkte 
Produkte und Vereinigungsmengen von Gruppen mit Kategorie sind wieder Gruppen 
mit Kategorie. — Eine Gruppe mit einer aufsteigenden Zentralreihe, die endlich 
oder vom Ordnungstypus @ ist, besitzt eine Kategorie. Dagegen ist diese Aussage 
im allgemeinen nicht richtig für aufsteigende Zentralreihen vom Typus >o. 
Andererseits ist die Existenz einer aufsteigenden Zentralreihe für das Bestehen 
einer Kategorie nicht notwendig. — In einer Gruppe mit Kategorie bildet die Menge 
aller Elemente endlicher Ordnung eine Untergruppe. — Ist eine Gruppe mit Katego- 
rie periodisch (d.h. alle Elemente sind von endlicher Ordnung), so ist sie direktes 
Produkt iherer p-Sylowgruppen. — Eine endliche Gruppe besitzt dann und nur dann 
eine Kategorie, wenn sie nilpotent ist. (Dies gibt eine neue Definitionseigenschaft 
für endliche nilpotente Gruppen.) — Zum Schluß weist Verf. die Existenz von 
Gruppen mit einer beliebigen Kategorie <w nach. Leo Kaloujnine. 

MuehammedZın, Ch. €h.: Über Gruppen mit aufsteigender Zentralreihe. Mat. 
Sborrik, n. Ser. 28 (70), 185—196 (1951) [Russisch ]. 

Eine Gruppe @ heißt speziell (s. A.G. Kuros, Gruppentheorie, Moskau- 
Leningrad 1944), falls sie 1. der Minimalbedingung für Untergruppen genügt und 
2. eine aufsteigende Zentralreihe besitzt [d.h. für eine (transfinite) Ordnungszahl 
ygilt Z,=@, woZ, das y-te Zentrum von @ bedeutet]. In seinem Buche „‚Gruppen- 
theorie“ gibt A. G. Kuros vier weitere Definitionen des Begriffes „spezielle Gruppe‘‘ 
und beweist deren gegenseitige Aquivalenz. — In der vorliegenden Arbeit stellt 
Verf. eine weitere charakteristische Eigenschaft spezieller Gruppen fest: Eine 
Gruppe @ ist dann und nur dann speziell, wenn sie eine aufsteigende Zentralreihe 
besitzt, bei der alle Faktoren der Minimalbedingung für Untergruppen genügen. 


Daneben beweist Verf. die merkwürdige Tatsache, daß im vorliegenden Falle die 


Länge der aufsteigenden Zentralreihe gleich einer nicht-Limeszahl < w? ist. — 
Zum Beweise des Hauptresultates wird eine ganze Reihe von Sätzen über unend- 
liche Gruppen mit aufsteigender Zentralreihe abgeleitet. Diese verdienen auch ein 
selbständiges Interesse. So zeigt Verf. u. a., daß, wenn die Länge der aufsteigenden 


Zentralreihe einer Gruppe genau gleich der ersten Limeszahl & ist, wenigstens für 


einen Faktor dieser Reihe die Minimalbedingung für Untergruppen nicht erfüllt ist. 
— Für die Formulierung anderer Sätze über aufsteigende Zentralreihen sei auf die 
Arbeit selbst verwiesen. — Die Arbeit bildet eine Fortsetzung der Untersuchungen 
von $.N. Cernikov über unendliche spezielle Gruppen [Mat. Shbornik, n. Ser. 
1% (59), 105—130 (1945)]. Leo Kaloujnine. 
Fedorov, Ju. @.: Über unendliche Gruppen, deren sämtliche nicht-triviale 


Untergruppen endlichen Index haben. Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 1 (41), 187—189 
(1951) [Russisch]. 


Verf. beweist den Satz: Die einzige unendliche Gruppe, in der jede von der 


Einheit verschiedene Untergruppe endlichen Index hat, ist die unendliche zyklische 
Gruppe. Lro Kaloujnine. 


Golovin, 0. N.: Metabelsche Produkte von Gruppen. Mat. Sbornik, n. Ser. 
28 (70), 431—444 (1951) [Russisch ]. 
In einer vorhergehenden Arbeit (dies. Zbl. 38, 160) hat Verf. den Begriff des k-ten nil- 


potenten Produktes (k= 0,1,2,...) von Gruppen definiert und näher untersucht. (De- 


finitionen und Bezeichnungen s. im angeführten Referat.) Diese neue Begriffsbildung scheint 
recht fruchtbar zu sein. Die nilpotenten Produkte stellen sich in eine Reihe mit dem direkten 
und dem freien Produkt. Sie geben ein neues Prinzip, aus wohlbekannten Gruppentypen neue 
kompliziertere aufzubauen und zu erforschen. Es ist überhaupt zu bemerken, daß in den letzten 
Jahren neben den nilpotenten Produkten des Verf. eine ganze Reihe von Gruppenprodukten 
definiert worden sind, die alle demselben Ziel — einer „Gruppenanalyse“ und einer „Gruppen- 
synthhese‘“ — dienen [z. B. die „‚schiefen Produkte“ von L. Redei, dies. Zbl. 35, 15; das „voll- 
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ständige Gruppenprodukt“ des Ref., ss. Krasner und Ref., Acta Sei. math. 13, 208-230 
(1950); 14, 39—66 (1951) u. a.]. — In der vorliegenden Arbeit untersucht Verf. den Spezial- 


fall des nilpetenten Produktes für den Fall k = 1. Dieses Produkt wird metabelsches Pro- 
‚dukt genannt und durch /]° A, bezeichnet. Für den Fall zweier Gruppen A und B ist das 


KEM 
metabelsche Produkt A o B von F. W. Levi unter dem Namen S-Produkt [J. Indian math. 
‚Soc., n. Ser. 8, 78—91 (1944)] betrachtet worden. Die Definition des metabelschen Produktes 


vEeM  aeM 
dieses Produktes. Diese läuft im wesentlichen auf folgendes hinaus: Sei D das direkte Pro- 
dukt D= /]* A, der Gruppen A,,«xeM. Man betrachte eine Abbildung p(d,g), d,g€.D, der 


KEM 
Produktmenge D: D auf eine abelsche Gruppe W*, die folgenden Relationen genügt: (1) 
p(dd’,g) = o(d,g) p(d’, 9); (2) p(d,g) = (P'9, d)) *[(1) und (2) bedeuten, daß @ eine bilineare 
alternierende Funktion von Din W* ist, wobei selbstverständlich — da W* abelsch ist — @(d, g) 
nur von den Restklassen von d,g mod. des Kommutators D’ von D abhängt; wir werden 
durch D die Faktorkommutatorgruppe von D und durch d die Restklasse von d€E D mod D’ 
bezeichnen]; (3) @(d, g) = 1(W*), falls d und g in derselben Gruppe A, liegen. Mit Hilfe dieser 
Begriffsbildungen läßt sich nun in der Menge V der Paare |d, w*],d € D, w*€ W*, durch die 
Festsetzung [d, w*] [d’, w*] = [da’, w* w* o(d,d’)] eine Multiplikation erklären. Man prüft 
leicht nach, daß für diese Multiplikation V eine Gruppe bildet, deren Struktur selbstverständ- 
lich von W* und» abhängt. Verf. bezeichnet diese Gruppe als das W*-p-Produkt der Gruppen 
A,. Unter den W*-gp-Produkten gibt es ein „universelles‘, von dem alle anderen W*-o- 
Produkte homomorphe Bilder sind. — Es ist nicht schwer nachzuweisen, daß jede den Bedin- 
gungen (1), (2), (3) genügende Abbildung sich aufspalten läßt in eine solche kanonische Ab- 


bildung y von D-D auf eine wohlbestimmte Faktorgruppe W des äußeren Produktes DV D 


‚(siehe z.B. N. Bourbaki: ‚Algebre“, Kap. III., Actual sci. industr.,. Nr. 1044, Paris 1948; 


dies. Zbl. 39,259) [W z DV D/N wo N die durch die Elemente d V I;d,geA, (EM) er- 


zeugte Untergruppe von DvD ist] und einen Homomorphismus # von W auf W*. Das W-- 
Produkt der A, ist nun grade das metabelsche Produkt; und es ist gleichzeitig das oben erwähnte 


; „universelle“ W*-g-Produkt. — Das metabelsche Produkt beherrscht man insoweit, wie 


man die Abbildung y von D- D auf W beherrscht. (Man beherrscht es ziemlich vollständig für 
den Fall, daß die Faktorkommutatorgruppen der A, direkte Produkte von zyklischen Gruppen 
sind; also insbesondere für den Fall endlicher A,.) Dieses Prinzip gestattet es dem Verf., grund- 
legende Figenschaften des metahelschen Produktes zu formulieren und zu beweisen. U.a. zeigt 
er direkt (— dieselbe Eigenschaft ist nämlich auf einem anderen Wege allgemein für alle nil- 
potenten Produkte in der vorhergehenden Arbeit bewiesen‘ worden —),; daß die metabelsche 
Gruppenkomposition assoziativ ist, d.h. wenn W—= IM, (re T) eine Aufspaltung von M in 
elementefremde Mengen ist, so gilt /J°A,= II’ I]’ A,- Für die Formulierung anderer 
SEM ven o,ceM, 
Eigenschaften sei auf dıe Arbeit selbst verwiesen. Leo Kaloujnine. 


Golovin, 0. N.: Zur Frage der Isomorphie der nilpotenten Zerlegungen einer 


Gruppe. Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 445—452 (1951) [Russisch ]. 


Drei Probleme bez. der Zerlegungen einer gegebenen Gruppe @ in nilpotente Produkte 
(0. N. Golovin: dies. Zbl. 38, 160, zitiert G. 1; vorsteh. Referat, zitiert G.2) lassen sich natür- 
licherweise formulieren: A) Was läßt sich aussagen über zwei k-te nilpotente Zerlegungen 


PA - Me einer Gruppe@ in unzerlegbare Faktoren ? B) Ist es möglich, eine gegebene 


Gruppe @ gleichzeitig als k-tes und als l-tes (k + I) nilpotentes Produkt G= ]] "A, = 1.25 
a ßB 


. darzustellen ? C) Kann eine Gruppe gleichzeitig in ein freies und in ein k-tes nilpotentes Produkt 


(für irgendein k) zerlegt werden ? Für die beiden ersten Probleme gibt Verf. weitgehende Teil- 
resultate, die dritte Frage wird vollständig und zwar negativ beantwortet. — Zum Problem A) 
beweist Verf. den folgenden Satz: Ist eine Gruppe @ zerlegbar in ein k-tes nilpotentes Produkt 
von endlich vielen zyklischen Gruppen von Primzahlpotenzordnung, so ist jede andere Zer- 
legung von @ in ein k-tes nilpotentes Produkt unzerlegbarer Faktoren von derselben Art, die 
Anzahlder Faktoren in zwei solchen Zerlegungen von @ ist dieselbe, und es gibt eine eineindeutige 
Zuordnung zwischen den Faktoren der einen Zerlegung und denen der anderen, so daß die ent- 
sprechenden Faktoren einander isomorph sind. Der Beweis des Satzes wird durch eine ähnliche 
Methode geführt wie der des Fundamentalsatzes für endliche abelsche Gruppen, wobei außerdem 
grundlegende Eigenschaften aus G. 1 benutzt werden. — Zum Problem B) zeigt Verf., daß es 


- Gruppen gibt, die sich in ein k-tes nilpotentes Produkt für jedes k zerlegen lassen. Es gibt näm- 
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20 
lich Gruppenmengen A, (a EM) von der Art, daß ihr metabelsches Produkt ]]? A, gleichzeitig” 


1 
ihr direktes Produkt ist; in diesem Falle sieht man leicht, daß auch ]] (®) 4 für jedes k das direkte 


Produkt ist. Beispiele eines solchen Umstandes lassen sich mit Hilfe der in G. 2 gegebenen Cha- | 1 
rakterisierung des metabelschen Produktes angeben. So gilt z. B.: Stimmen die Gruppen A, 
mit ihren Kommutatorgruppen überein, so ist ihr metabelsches Produkt gleichzeitig ihr direktes. | | | 
Verf. gibt eine ganze Reihe anderer, allgemeinerer, Beispiele für das Zusammenfallen des met- 
abelschen und des direkten Produktes an. Die Frage, ob es eine k-te und eine m-te (m > k) nil- 
potente Zerlegung einer Gruppe geben kann, bei der die m-te Zerlegung nicht gleichzeitig eine 
k-te ist. bleibt offen. — Die Frage C) wird negativ beantwortet: Wenn eine Gruppe @ in eis 
freies Produkt zerlegt werden kann, so kann sie nicht in ein k-tes nilpotentes Produkt (für irgendein 
%k) zerlegt werden. Ist nämlich G ein freies Produkt, so besitzt @ kein von der Einheit verschiedenes | 
Zentrum. Nach G.1 muß dann eine k-te nilpotente Zerlegung von G (k > 0) gleichzeitig eine 
direkte sein. Auf Grund eines Satzes von R. Baer und F. W. Levi [Compositio math. 3, 391— | 
398 (1936); dies. Zbl. 15, 6] schließt aber eine Zerlegbarkeit in ein freies Produkt eine Zer- 
legbarkeit in ein direktes Produkt aus. Leo Kaloujnine. 
Cernikov, 8. N.: Über lokal auflösbare Gruppen, die der Minimalbedingung für 
Untergruppen genügen. Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 119—129 (1951) [Russisch]. 
Eine Gruppe heißtlokal-auflösbar (A. G. Kuros „Gruppentheorie‘“, Moskau- 
Leningrad 1944), falls in ihr jede endliche Untermenge eine endliche auflösbare 
Untergruppe erzeugt. In der vorliegenden Arbeit wird die Struktur lokal-auflösbarer 
Gruppen, die der Minimalbedingung für abelsche Untergruppen genügen, weit- 
gehend aufgeklärt. (Zur Abkürzung werden wir im folgenden die Gruppen dieser 
Klasse als l. a. m.-Gruppen bezeichnen). Das Hauptresultät lautet: Jede l. a. m.- i 
Gruppe ist eine Erweiterung einer abelschen Gruppe N, die direktes Produkt von 
endlich vielen Gruppen des Typus p% ist, mit einer endlichen auflösbaren Gruppe @. 
[p® ist die additive Gruppe (mod 1) der rationalen Zahlen, die in unverkürzbarer i 
Form im Nenner nur eine Potenz der Primzahl p enthalten.] Als Folgerung aus 
diesem Satz ergibt sich, daß für lokal-auflösbare Gruppen die Minimalbedingung 
für abelsche Untergruppen die Minimalbedingung für alle Untergruppen nach sich 
zieht. — Der formulierte Hauptsatz ergibt sich verhältnismäßig leicht, wenn die 
beiden folgenden Spezialfälle — die N =1 bzw. Q = 1 entsprechen — bewiesen 
sind: 1. Jede l. a. m.-Gruppe ohne unendliche p-Sylowgruppen ist endlich; 2. Jede | 
divisionsvollständige 1. a. m.-Gruppe ist abelsch. (Eine Gruppe heißt divisions- 


nen 


vollständig, falls für jedes ganzzahlige n jedes Element sich als ein Produkt von 
n-ten Potenzen schreiben läßt.) — Die sehr eleganten Beweise dieser Spezialfälle \ 
beruhen ihrerseits auf einer Reihe von Hilfssätzen sowie auf grundlegenden Re- 
sultaten aus anderen Arbeiten des Verf. [Mat. Sbornik, n. Ser. 7 (49), 35—64, | 
539—548 (1940); 13 (55), 317—333 (1943); dies. Zbl. 23, 15, 25, 297, ferner 38, 13, 
161 erstes Referat]. Leo Kaloujnine. | 

Cernikov, 8. N.: Bemerkung zu der Arbeit „Periodische Z A-Erweiterungen 
von vollständigen Gruppen“. Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 130 (1951) [Russisch]. 

Verf. weist darauf hin, daß in der im Titel genannten Arbeit (dies. Zbl. 39, 253) 
einige Theoreme und Korrollare unmittelbar daraus abgeleitet werden können, daß 
torsionsfreie Z A-Gruppen auch R-Gruppen im Sinne von P.G. Kontorovid (dies. 
Zbl. 40, 6) sind. In der Tat sind sie loc. eit. schon explizit formuliert. 

Kurt A. Hirsch. 

Pickert, Günter: Remaksehe Zerlegungen für Gruppen mit Paarungen. Math. | 
Z. 53, 456—462 (1951). 

Es sei © eine multiplikative Gruppe, und NR eine nichtleere Menge mit der 
Eigenschaft, daß mit jedem Element r von Reine Abbildung > PB, OCN,CGx 6) 
von N in die Menge der nichtleeren Teilmengen von & x & verknüpft ist. Mit 
anderen Worten, jedes re Ni ruft in & eine Relation (a, b)€ ®, hervor. Verf. nennt 
die Elemente r aus R Paarungen, wenn aus (a,b)E®, und (a’,b’)e PB, stets 
(aa’-1, bb'I)E M, folgt. Die Paarungen verallgemeinern offenbar den Begriff der“ 
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‚Operatoren; eine Paarung r ist nämlich ein Operator, wenn es zu jedem a€ & ein 
und nur ein bE& mit (a,b)E WB, gibt. Eine Gruppe & mit dem Paarungsbereich 
ıR läßt eine Struktur (G, ©) im Sinne einer früheren Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 
‚39, 23) zu und der dafür dort definierte Homomorphiebegriff führt zum Paarungs- 
'homomorphismus als einer brauchbaren Verallgemeinerung des gewöhnlichen 
| Operatorhomomorphiebegriffs. Eine Gruppe ® mit dem Paarungsbereich R heißt 
‚das R-direkte Produkt &,o ®, ihrer Untergruppen &, und ®&,, wenn & direktes 
‚Produkt von &, und ®, ist und außerdem für jedes re Rt aus (a,b)E ®, mit irgend 
‚zwei Elementen a, be & stets (a,,b,)E ®, folgt, wo a, und b, die &,-Komponenten 
‚von a bzw. bsind (? = 1,2). In üblicher Weise wird die Remaksche Zerlegung von 
‚Gruppen mit Paarungen definiert und dann die Existenz sowie die Eindeutigkeit 
‚der Remakschen Zerlegungen unter Voraussetzung des Doppelkettensatzes bewiesen. 
‚Die Eindeutigkeit ist im verallgemeinerten Sinne des Isomorphismus zu verstehen. 
Ladislaus Fuchs. 
Hirseh, Kurt A.: Eine kennzeichnende Eigenschaft nilpotenter Gruppen. Math. 
‘Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 47—49 (1951). 

Verf. zeigt: Wenn @ eine Gruppe mit Maximalbedingung für Untergruppen 
‚ist, in der jede echte Untergruppe von ihrem Normalisator verschieden ist, so ist @ 
Inilpötent. Otto Grün. 

| Neumann, Bernhard H. und Hanna Neumann: Zwei Klassen charakteristischer 
‚Untergruppen und ihre Faktorgruppen. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Ge- 
‚burtstag, 106—125 (1951). 

Der Normalteiler U der Gruppe @ heiße übercharakteristisch, wenn aus der 
‚Isomorphie von G/N und G/U stets U < N folgt; und U heiße ultracharakteristisch, 
‚wenn aus der Isomorphie von @/N und G/U stets N SU folgt. Ultracharakteristi- 
sche Normalteiler sind stets übercharakteristisch, während der übercharakteristische 
‚Normalteiler U dann und nur dann ultracharakteristisch ist, wenn @/U keiner echten 
-Faktorgruppe von sich selbst isomorph ist. Vollinvariante Untergruppen sind i.a. 
‚nicht übercharakteristisch; doch sind die vollinvarianten Untergruppen freier 
Gruppen stets übercharakteristisch. Ist N ein Normalteiler der Gruppe @, so sei 
.C die eindeutig bestimmte größte in N enthaltene charakteristische Untergruppe 
von G; und U and V seien die entsprechend gebildeten übercharakteristischen bzw. 
‘vollinvarianten Untergruppen von @. Dann ist stets U <(C, während V<U 
nur im Falle der Freiheit von @ behauptet werden kann. Ist @ frei, so hängt die 
‚Struktur von @/U und die von @/V nur von der von @/[N ab. — Abgesehen von einer 
‚Reihe interessanter Illustrationen dieser Begriffe enthält diese Untersuchung auch 
noch eine Reihe von Bemerkungen über die Automorphismengruppe der freien 
Gruppe. Reinhold Baer. 

Higman, Graham: A finitely related group with an isomorphie proper factor 
group. J. London math. Soc. 26, 59—61 (1951). 

It has recently been shown by an example that a finitely generated group can 
be isomorphie to a proper factor group of itself (B.H. Neumann, this Zbl. 38, 162); 
that example required an infinite number of defining relations connecting two 
‚generators. In the paper under review a much simpler group with the required 
property is given. It is shown that the group @ generated by a, b, c with only two 
defining relations a!ca=b!cb= c? is isomorphie to the (proper) factor group 
of itself obtained by adding the further defining relation aca!—= bcb-!1. The 
result is shown further to permit the construction of an infinite ascending chain of 
normal subgroups of a free group, each the normal closure of two elements of the 
free group. On the other hand it is shown that an ascending chain of subgroups 
of a free group with a bounded number of generators must break off. An immediate 
consequence of this result is the corollary: If an automorphism of a free group maps 
& finitely generated subgroup into itself, then it maps it onto itself. 

Bernhard H. Neumann. 
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Higman, Graham: A finitely generated infinite simple group. J. London math. 
Soc. 26, 61—64 (1951). 


It is shown that the group @ with four generators a, b, c, d and defining relations 
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aba = b2, b-Icb = c?, c!de = d?, d-!ad = a? is infinite and possesses no proper 
subgroup of finite index. One easily derives from this the ewistence of an infinite 


simple factor group H of@. Clearly H can also be generated by four (or fewer) ele- 


‚ments. It is not known what (or how many) further relations have to be added to 


those of @ to define H; it is possible, though hardly likely, that @ itself is simple. 
It remains an unsolved problem whether there is an infinite simple group with a 
firite number of relations. Another unsolved problem formulated in the paper and 
related to its results is whether a maximal characteristic subgroup of a free group 
can have infinite index. Bernhard H. Neumann. 

Cockeroft, W. H.: The word problem in a group extension. Quart. J. Math., 
Oxford II. Ser. 2, 123—134 (1951). 3 

Die Gruppe Q sei die Faktorgruppe der Gruppe E nach der invarianten Unter- 
gruppe K. Es sei ein System von Erzeugenden x,, k, von E so gewählt, daß die 
x, zugleich als Erzeugende von Q genommen werden können und die k, ein System 
von Erzeugenden von K bilden. Es wird gezeigt, daß sich aus der Lösung der Wort- 


probleme in Q und K die Lösung des Wortproblems für E gewinnen läßt. Dieser 


Satz wird dann auf besondere metabelsche Gruppen angewendet; aus einer abelschen 


Gruppe A werden die Paare (p, a,) gebildet, wo g die Gruppe A durchläuft und die 


zw 


a, feste Elemente aus A sind, und für diese Paare eine nicht-kommutative Addition 


durch 
(91%) + (92 4;) = (0,92 ,) + (Pr 9) 
festgelegt. Die Lösung des Wortproblems ergibt sich, wenn an Stelle von X die 
Kommutatorgruppe genommen wird. Kurt Reidemeister. 
Redei, L.: Über die Basen endlicher Gruppen. Math. Z. 53, 454—455 (1951). 


EN 


Ein System von Erzeugenden a,,.. ., a, einer endlichen Gruppe & heiße eine 
Basis von &. Eine Basis a,,. . -, x, heiße: 1. primär, wenn alle a, Primzahlpotenz- ° 


ordnung haben, 2. minimal, wenn 1. erfüllt ist und kein «, gestrichen werden kann, 
ohne daß die Basiseigenschaft verloren geht, 3. reduziert, wenn 2. gilt und kein x, 


durch eine Potenz a@ von kleinerer Ordnung ersetzt werden kann, ohne. daß die E 
Basiseigenschaft verloren geht. Verf. fragt nach allen Gruppen, deren sämtliche 


Minimalbasen auch schon reduzierte Basen sind, und zeigt, daß alle p-Gruppen 
diese Eigenschaft haben. Ein etwas weitergehender Satz über nilpotente Gruppen 
wird bewiesen. Otto Grün. 
Schnee, Walter: Über vollständige Aufzählung von Permutationsgruppen. 
Math. Nachr. 5, 135—138 (1951). 
L’A. obtient tous les sous-groupes du groupe symeötrique de 5 &l&ments par 


* une methode exceptionnellement courte basee sur les trois theor&mes el&mentaires: 


re 


. 


1. Si un groupe contient une permutation impaire, il contient un nombre &gal de 
permutations paires et impaires et les premieres constituent un groupe. 2. Si Q@ 
est un groupe et o une permutation exterieure a Q, P=Q + Qo est un groupe si 
et seulement si 0° appartient aQeto!Qo=Q. 3. Si un groupe contient les m --2 


permutations (123), (124),..., (12 m), il contient le groupe alterne des elements 


I aRR mM. 5 S. Bays. 
Szep, J.: On faetorisable simple groups. Acta Sei. math. 14, 22 (1951). 


Suite des travaux de I’A. sur les groupes „factorisables“ (ce Zbl. 36, 153; 


38, 16). Un groupe @ est dit „‚factorisable“ en ses sous-groupes H et K si tout 
element g, de @, peut ötre &erit sous la forme g=kh ou: kEeK, et hEeH. Si, 
dans le groupe fini factorisable € = HK, les ordres des facteurs H et K sont com- 
poses, mais premiers entre aux, si de plus 7 et K sont des sous-groupes maximals 
dans @, alors le groupe @ est simple. Si l’un des facteurs est d’ordre premier, alors 
un au moins des diviseurs H, K est normal. Albert Sade. 
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nahen, N. 1 S.: The strueture and order of the group of central automor- 


- phisms of a finite group. Proc. London math. Soc., II. Ser. 52, 377-385 (1951). 


Let @ be the commutator subgroup of the finite group G, C the centre 0f G, 


‚ and C’ a subgroup of ©. An endomorphism (automorphism) x 0° G is called a 


EI2S u yum® 


C’-endomorphism (- automorphism) if arat= y(a)€C” forall a&@. Ifp,..5P, 


are the different primes dividing the order 0f @, S,,...,S, Sylow subgroups be- 


longing to these primes, and c, SET EN OR OD Pe n, nei the group A.(G) 


‚of central automorphisms of @ is shown to be Bomorphie to the direct ode of 


the groups of those (',-automorphisms of 8; =1,...,1) which leave the elements 
81.185,80 invariant, and a similar result holds for ce semigroup of central endo- 


_ morphisms. — The proof relies on the fact that for any C’-endomorphism the map- 


ping @— y(a) is a homomorphism of G into C’ with y(2) =1if xEeQ; then y, 
defined by y,(@a) = y(a) is a homomorphism of G Q into C’; and conversely any 


such homomorphisms y, determines a O’-endomorphism of @. The corresponding 
relationship applied to the C',-automorphisms of S, allows to caleulate the order 


of A.(G) by means of some simple lemmas on the number of certain special auto- 
morphisms of abelian p-groups. Hanna Neumann. 

„’Mordkovid, 6. Ja.: Über eine Bedingung für die Existenz eines Normalteilers 
bei endliehen Gruppen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 633—634 (1951) 
[Russisch ]. 


Ist q eine Primzahl, a eine natürliche Zahl mit (a,g) =1 und g >Ya, so hat 


- jede Gruppe der Ordnung q° a einen Normalteiler der Ordnung gP-! oder g®. Der 
Beweis wird ohne Benutzung der Darstellungstheorie geführt. 


Itudolf Kochendörffer. 


Azleckij, 8. P.: Über die Erzeugung einer endlichen Gruppe durch ein System 
von Sylowklassen. Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 461—466 (1951) [Russisch ]. 
Unter einer Sylowklasse einer endlichen Gruppe verstehe man die Menge der 


 Sylowgruppen einer bestimmten Ordnung. Untersucht wird die Erzeugung der 


Gruppe durch Systeme von Sylowklassen. Ein System von möglichst wenigen 
Sylowklassen, die zusammen die Gruppe erzeugen, heißt ein minimales System, 
und die Anzahl der in einem minimalen System enthaltenen Sylowklassen wird der 
Sylowrang genannt. Die Hauptresultate der Arbeit sind: Ist k die Anzahl der 
verschiedenen in der Ordnung der Gruppe & aufgehenden Primzahlen und hat & 
den Sylowrang k — 1, so besitzt ® nur ein minimales System von Sylowklassen. 
Zu den Gruppen mit nur einem mirimalen System von Sylowklassen ge- 
hören die auflösbaren Gruppen, ohne jedoch diesen Gruppentyp zu erschöpfen. 
Das minimale System von Sylowklassen einer auflösbaren Gruppe besteht aus 
denjenigen Sylowklassen, die nicht in der Kommutatorgruppe enthalten sind. 
Unter den Gruppen, in deren Ordnung nur drei verschiedene Primzahlen aufgehen, 
besitzen genau diejenigen ein eindeutig bestimmtes minimales System von Sylow- 
klassen, die von ihrer Kommutatorgruppe verschieden sind. 
Rudolf Kochendörffer. 


Itö, Noboru: Some studies on group characters. Nagoya math. J. 2, 17—28 


(1951). 


Es sei G eine Gruppe der Ordnung g = p“ g’ mit einer Primzahl p und (g', p) = 1. 
N sei Normalteiler von G@ mit Primzahlindex. Zunächst werden Beziehungen zwi- 
schen den Blöcken (bei p-modularen Darstellungen) von @ und denen bei N her: 
geleitet. Jedem Block vom Defekt d von G läßt sich eindeutig ein Block von N vom 
Defekt d oder d— 1 zuordnen. Umgekehrt entspricht jedem Block von N vom 
Defekt d eindeutig ein Block von G vom Defekt d oder d+ 1. Es läßt sich auch 
angeben, welche der beiden Möglichkeiten für den Defekt des zugeordneten Blocks 
jeweils auftritt. Dieses Resultat wird benutzt, um einige Zusammenhänge zwischen 
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der Struktur von @ und den Blöcken von @ zu beweisen. Im folgenden wird G als 
auflösbar vorausgesetzt. Es ergibt sich: 1. Besitzt @ keinen Normalteiler von 
p-Potenz-Ordnung, so gibt es in @ einen Block mit einem Defekt <a. 2. Ist eine 
p-Sylowgruppe von @ abelsch und nicht normal, dann gibt es in G@ einen Block mit 
einem Defekt < a. 3. Besitzen je zwei p-Sylowgruppen von @ nur das Einselement 
als Durchschnitt, dann existiert in @ ein Block vom Defekt 0. 4. Ist gs p?“, dann 
existiert kein Block vom Defekt 0. 5. Sind die Grade aller irreduziblen Darstel- 
lungen von @ prim zu p, dann ist die p-Sylowgruppe von @ Normalteiler. 
Rudolf Kochendörffer. 
Mauldon, J. 6.: Covering theorems for groups. Quart. J. Math., Oxford 
II. Ser. 1, 284—287 (1950). 
Zaremba, $. K.: A eovering theorem for abelian groups. J. London math. 
Soc. 26, 71—72 (1951). 

In beiden Arbeiten wird ein von O. Taussky und J. Todd gestelltes Problem 
untersucht (dies. Zbl. 35, 295): Ist @ eine endliche abelsche Gruppe mit n Basis- 
elementen der Ordnung p, so wird nach der kleinsten Zahl o = o(n, p) gefragt, 
derart daß es eine Teilmenge H von G mit o Elementen und HS =@ gibt, wo S 
die Menge der verschiedenen Potenzen der Basiselemente von @ ist. Entsprechend 
sei o* = o*(n, p) definiert, wenn zusätzlich H noch Untergruppe von @ ist. Beide 
Arbeiten behandeln den Fall, daß p Primzahl ist, und es wird für n = (p—1)/(p—1) 
gezeigt, daß dann o = 0o* = pt ist. Darüber hinaus wird in der ersten Arbeit 
bewiesen, daß auch für beliebiges n immer 0o* = p"" ist und für beliebiges festes 
p unendlich viele n existieren mit o < o*. Helmut Ulm. 

Murnaghan, Franeis D.: On the analysis of representations of the linear group. 
Proc. nat. Acad. Sci. USA 37, 51—55 (1951). 

{A} und {u} seien zu den Partitionen (A) bzw. (1) der natürlichen Zahlen m bzw. p 
gehörende S-Funktionen, d.h. einfache Charaktere der n- bzw. N-dimensionalen 
unimodularen Gruppe, dabei N zugleich Darstellungsgrad von {2}. Es wird gezeigt, daß 
die Analyse von Littlewoods ‚neuem Produkt“ [Philos. Trans. roy. Soc. London, 
Ser. A 239, 305 (1944)] {A} ®& {u} — d.h. seine Darstellung als Summe von S- 
Funktionen — keine Schwierigkeiten macht, wenn man die Charakterentafel der 
symmetrischen Gruppe ©,„, hat, also etwa für mp <12. Außerdem werden all- 
gemeinere Formeln gegeben, mit deren Hilfe das Produkt z.B. für p=2 und 
m — 3, 4,5 in allen Fällen, allgemeiner für p = 2 und (A) = (m — 1,1), (m — 2, 2), 
(2, 1972), (22,1”%%) bei beliebigem m analysiert werden kann. Hermann Boerner. 

Murnaghan, Franeis D.: The characters of the symmetrie group. Proc. nat. 
Acad. Sci. USA 37, 55—58 (1951). 

Es wird ein rein mechanisches Verfahren beschrieben, Formeln für die einfachen 
Charaktere der symmetrischen Gruppe ©,, anzugeben, das „nicht viel mehr er- 
fordert als die Mühe, sie hinzuschreiben“. Die zugehörige Theorie ist noch nicht 
publiziert. Ein einfacher Charakter gehört bekanntlich zu einer Partition (A) von m. 
Bei dem Verfahren setzt man (A) = (m — p, (1)), wo (u) eine Partition von p; der 
praktische Anwendungsbereich reicht etwa bis p = 6 (m beliebig). 

Hermann Boerner. 

Nakayama, Tadasi and Masaru Osima: Note on blocks of symmetrie groups. 
Nagoya math. J. 2, 111—117 (1951). 

Die vorliegende Arbeit bezieht sich auf eine Vermutung von Nakayama über 
die p-Blöcke der symmetrischen Gruppen, daß nämlich zwei Darstellungen dann 
und nur dann zum selben Block gehören, wenn ihre Diagramme denselben p-Kern 
besitzen. Diese Vermutung ist von R. Brauer und G.deB. Robinson bewiesen 
worden (dies. Zbl. 29, 199); dort wurde auch die Anzahl des Blöcke bestimmt. In 
der vorliegenden Arbeit wird nun auf einem andern Wege bewiesen, daß die Anzahl 
der Blöcke mindestens so groß ist wie die von Brauer und Robinson angegebene 
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| Zahl, ferner daß Darstellungen aus dem gleichen Block notwendig den gleichen 
p-Kern haben. Haupthilfsmittel ist eine eingehende Untersuchung der Diagramme 
und ihrer p-Kerne. Rudolf Kochendörffer. 
| Goodstein, R. L.: An introduction to the theory of eontinuous groups. Math. 
Gaz. 35, 91—96 (1951). ; 

Am Beispiel der ein- und zweigliedrigen Gruppen wird eine kurze Einführung in 
J die Begriffsbildung der Lieschen Gruppentheorie gegeben. Endliche und infini- 
) tesimale Transformationen werden besprochen, ebenso die Erzeugung von Gruppen 
durch infinitesimale Transformationen. Erwin Hardtwig. 

Koshiba, Zen’ichiro: Remarks on the postulates of metrie groups. Osaka math. 
J. 3, 49—53 (1951). 

E sei ein metrischer Raum, der zugleich eine abstrakte Gruppe ist; abzählbare 
Basis für E& wird nicht gefordert. Sei ferner das Produkt xy bezüglich jeder Ver- 
änderlichen überall partiell stetig. Verf. beweist: (1) ist E vollständig oder im 
} kleinen kompakt, so ist das Produkt in beiden Veränderlichen überall stetig; (2) ist 
! E im kleinen kompakt, so hängt auch das Inverse x-1 von x stetig ab, und H 
; ist eine topologische Gruppe im üblichen Sinne. — Ref. bemerkt, daß (1) schon von 
! D. Montgomery bewiesen wurde [vgl. Bull. Amer. math. Soe. 42, 879—882 (1936) ; 
dies. Zbl. 15, 394]. Tudor Ganea. 
Tits, J.: Sur les groupes triplement transitifs continus; generalisation d’un 
' theor&me de Kerekjärtö. Compositio math. 9, 85—96 (1951). 
| On sait que le groupe projectif de la droite projective reelle ou complexe est 
' triplement transitif. L’A. s’est pose la question (ce Zbl. 34, 305, 35, 296) si cette 
propriete suffit & caracteriser le groupe projectif. Dans le m&moire cite il s’est 
arrete a quelques conditions suppl&mentaires, dont l’une voulait que chaque trans- 
formation echangeant deux points speciaux, füt une involution, tandis que l’autre 
etait celle de la commutativite du sous-groupe conservant deux points donnes. 
Dans la note presente l’auteur a r&ussi ä se liberer de ces hypotheses ou plutöt ä 
les remplacer par des suppositions topologiques par rapport ä l’espace transform&, 
a savoir la compactieite locale, la dimensionalit& positive et la validite du theoreme 
de l’invariance des domaines. L’instrument indispensable dont l’auteur se sert, est la 
theorie des bouts developpee par H. Freudenthal [Math. Z. 33, 692—713 (1931); ce 
Zbl. 2, 56 et Ann. of Math., II. Ser. 43, 261—279 (1942)]. Voir aussi H. Freuden- 
thal, Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 54, 288—294 (1951). Hans Freudenthal. 

Vilenkin, N. Ja.: Verallgemeinerte Normalteiler topologischer Gruppen. Do- 
klady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 625—628 (1951) [Russisch ]. 

Bekanntlich geht die eineindeutige Beziehung zwischen Homomorphismen und Normal- 
teilern, die für diskrete Gruppen gilt, in der Theorie der topologischen Gruppen verloren. Verf. 
verallgemeinert den Normalteilerbegriff in solcher Weise, daß auch für topologische Gruppen 
diese eineindeutige Beziehung wiederhergestellt wird. Hierzu werden in natürlicher Weise bei 
einer stetigen homomorphen Abbildung die Urbilder eines vollen Umgebungssystems des Eins- 


elementes der Bildgruppe in die Betrachtung eingeführt: Ein verallgemeinerter Normalteiler 
w.Nt)N= I; U,] einer allgemein-topologischen Gruppe @ (d. h. in@ wird kein Trennungs- 


axiom vorausgesetzt) ist ein algebraischer Normalteiler N von @ zusammen mit einem System 
r {D,} von Umgebungen des Einslelementes von @ mit den Eigenschaften: 1. NCN U, 2. zu je 


zwei U,„, U, existiertein U,, mit U,CU,NU, 3. zu jedem U, existiert ein U,mit U, U,'CU,, 
4. zu jedem U, und jedem x €@ existiert ein U,mit=" U,=CU,. Zweiv.Nt.R, = [I:; al 
und N, = [I:; a, von @ heißen gleich, wenn N, = N, ist und jedes U,’ ein U) und jedes 
U 2 ein U enthält. Die Faktorgruppe G/N wird erklärt als die Faktorgruppe @/N, versehen mit 
den Mengen NU, als volles Umgebungssystem der Eins. @/R ist eine allgemein-topologische 


Gruppe und stetiges homomorphes Bild von G, und umgekehrt ist für jede stetige homomorphe 
Abbildung f von @ auf G, die Gruppe @, isomorph mit der Faktorgruppe von @ nach dem v. Nt. 
N = (Fe); F(V,)]; wo e die Eins aus @, und {V„}ein volles Umgebungssystem von e in G, 


bezeichnet. — Bei geeigneter Definition von Enthaltensein, Durchschnitt usw. für v. Nt. gilt 
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weiter der Satz, daß die v. Nt. von E/R und die v. Nt. von G, die W enthalten, sich eineindeutig 
entsprechen, sowie der Satz: NN/N, 2 NN, NN, und ein Verfeinerungssatz für Normal- 
reihen. Schließlich werden auch die Begriffe des direkten Produktes von Normalteilern, des 
direkten Produktes von Gruppen mit ausgezeichneten Normalteilern [vgl. Vilenkin, Mat. 
Sbornik, n. Ser. 19, 154 (1946)] und der Beschränktheitsbegriff (vgl. Vilenkin, dies. Zbl. 37,3 
260) auf v. Nt. erweitert. — Im Literaturverzeichnis ist der Name Kodaira in Kadaira ver- 
druckt. Ewald Burger. 


Verbände. Ringe. Körper: 


® Pickert, Günter: Einführung in die Höhere Algebra. (Studia mathematica. 
Mathematische Lehrbücher, herausgeg. vom Mathematischen Forschungsinstitut 
Oberwolfach. Bd. 7.) Göttingen: Vandenhoeck & Ruprecht 1951. 298 S. Brosch. 
DM 12,80, Halbl. DM 14,80. 

Dieses schön und genußreich geschriebene Lehrbuch dient zur Einführung in die modernen 
algebraischen Theorien. Verf. erwartet vom Leser — wie er selbst betont — bloß „eine gewisse 
Vertrautheit mit mathematischer Begriffsbildung und mathematischen Verfahren“; sachlich 
werden nur die elementaren Determinanteneigenschaften vorausgesetzt. — Verf. beginnt mit 
den grundlegenden Begriffen, wie Zahlen, Mengen, Abbildungen, allgemeine algebraische Struk- 
turen, denen das erste Kapitel gewidmet wird. Das zweite Kapitel behandelt die wichtigsten 
Arten von algebraischen Strukturen. Nach Einführung des Gruppenbegriffs werden einzelne 
Gruppenaxiome fallen gelassen, um zu Halbgruppen und Quasigruppen zu gelangen. Ringe 
werden durch Endomorphismen, Ideale mit Hilfe von Ringhomomorphismen definiert. Als 
weitere wesentliche Begriffe werden Strukturen mit Operatorenbereich, Körper, Schiefkörper 
und Vektorräume behandelt. Nach Besprechung der linearen Abbildungen von Vektorräumen 
in einen Modul werden Algebren, sowie die allgemeinen und einige spezielle Arten von Ver- 
bänden betrachtet. In Kapitel III werden Integritätsbereiche erörtert: hier werden die Grund- 
eigenschaften von Polynomringen, sowie die von Euklidischen Ringen, zusammen mit der ein- 
deutigen Primfaktorzerlegung, untersucht. Das nächste Kapitel betrachtet Gruppen mit Rück- 
sicht auf die Erfordernisse der Galoisschen Theorie. Die Titel der einzelnen Paragraphen sind: 
Untergruppen, Normalteiler, Permutationsgruppen, Direkte Produkte, Abelsche Gruppen. (Der 
Hauptsatz über die von endlich vielen Elementen erzeugten Abelschen Gruppen wird in einer 
allgemeineren Fassung bewiesen.) Kapitel V ist einer ausführlichen Erörterung von Körpern 
gewidmet, von einfachen Erweiterungen begonnen bis zu den verschränkten Produkten. Alge- 
braische und transzendente Erweiterungen, ferner die Zerfällungskörper von Polynomen und 
die algebraisch abgeschlossenen Hüllen von abzählbaren Körpern werden untersucht. Nebst 

den klassischen Ergebnissen der separablen Erweiterungen. betrachtet dieses Lehrbuch zum 
erstenmal in ausführlicher Weise die inseparablen; deren Theorie rührt vom Verf. her. Für den 
inseparablen Fall wird eine Reihe von interessanten, aber durchaus nicht leichten Sätzen be- 
wiesen. Dann folgen die endlichen Körper mit dem Wedderburnschen Satz über endliche Schief- 
körper, der Beweis der Existenz primitiver Elemente bei endlichen separablen Erweiterungen 
und die Theorie der Normen und Spuren. Der Beweis des Hauptsatzes der Galoisschen Theorie 
wird dem Artinschen Beweisgange ähnlich geführt. Unter den Anwendungen behandelt Verf. 
die Galoisschen Gruppen der allgemeinen Polynome n-ten Grades, die Theorie der Komposita, 
die Auflösbarkeit von Gleichungen bei beliebiger Charakteristik und die schon erwähnten ver- 
schränkten Produkte. In dem abschließenden sechsten Kapitel befaßt sich Verf. mit der Be- 
wertungstheorie. Nach den grundlegenden Begriffen und Eigenschaften der angeordneten Sy- 
steme werden bewertete Körper, deren perfekte Hülle und die reell-abgeschlossenen Körper be- 
trachtet. Die Grundlagen der Krullschen allgemeinen Bewertungstheorie mit besonderer Rück- 
_ sicht auf Bewertungen mit archimedischen Wertgruppen (die sogenannten speziellen Bewertun- 
gen) und einige Sätze über die Fortsetzung von Bewertungen bei endlichen Körpererweiterungen 
schließen dieses gut durchdachte, knapp dargestellte und mit zahlreichen glücklich gewählten 
Übungsaufgaben versehene moderne Lehrbuch, dessen Lektüre jedem Studierenden der Algebra 
warm empfohlen werden kann. Ladislaus Fuchs. 
MeLavghlin, J. E.: Projeetivities in relatively eomplemented lattiees. Duke 
math. J. 18, 73—84 (1951). 

Es sei L ein einfacher, relativ-komplementärer Verband von endlicher Dimension 

n >1, ferner seien p und q zwei Punkte mit der Eigenschaft, daß die Quotienten 
p/2 und q’z, wo z das Nullelement bezeichnet, projektiv sind. Das Hauptresultat 
ist, daß die Projektivität zwischen diesen Quotienten durch höchstens 2[4(n -+1)]- 
maliges Transponieren immer realisiert werden kann ([ ] größtes Ganzes), wo Trans- 
ponieren, wie üblich, den Übergang von a/b zu cd mit and=b, aUd=c 
oder mitt ceNb=d, cUb=a bedeutet. Ladislaus Fuchs. 
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Se 97 
er Dubreil-Jacotin, Marie-Louise: Qnelques proprietes des &qvivalences rögu- 
_ lieres par rapport & la multiplieation et A P’union, dans un treillis & multiplieation 
eommutative avee elöment unitee. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 287—289 (1951). 
In einem halbgeordneten Verband T mit kommutativer Multiplikation und 
Einheitselement e werden Äquivalenzrelationen = betrachtet, derart daß aus 
a=bstesa-<=b.r und aUr=b5bUx für jedes zEeT folgt, und es wird 
zunächst zusätzlich vorausgesetzt, daß alle zu e äquivalenten Rlemente ganz (also 
<e) sind. Sind dann in 7 noch Quotienten definiert, so ergibt sich: Jede zugelassene 
 Aquivalenzrelation ist feiner als die durch ‚„e:a = e:b<> a = b“ gekennzeichnete 
ÄAquivalenzrelation von Artin. Macht eine zugelassene Aquivalenzrelation (kurz 
ausgedrückt) den Verband 7 zur Gruppe, so ist sie mit der Artinschen identisch. — 
Weiterhin wird die den Aquivalenzrelationen auferlegte Zusatzbedingung dahin 
verschärft, daß aus a =e stets a = e folgen soll. Unter dieser Annahme erhält man: 
Die durch eine zugelassene Relation R im Unterverband T’ der ganzen Elemente 
von T definierte Relation $ ist feiner als die Relation S*, die in T’ durch die Fest- 
setzung „a==b dann und nur dann, wenn aU x =e<s>bUx = e“ entsteht. 
Wolfgang Krull. 
„’ Lesieur, L6onee: Sur les treillis multiplieatifs eomplets ä condition minimale. 
C. r. Acad. Sci., Paris 232, 290—292 (1951). 
Die Ideale eines Ringes (oder Ringoids) bilden einen vollständigen Verband mit 
einer distributiven Multiplikation. Der Satz von Hopkins, nach dem — unter 
- Voraussetzung der Minimalbedingung — die Summe nilpotenter Ideale wieder nil- 
potent ist, überträgt sich für endliche Summen ohne weiteres auf Verbände. Für 
beliebige Summen führt Verf. den Beweis auf Grund eines Lemmas aus einem dem- 
nächst erscheinenden Buch über Verbände von M.L.Dubreil-Jacotin, L. 
Lesieur, R. Croisot. Paul Lorenzen. 

Croisot, R.: Axiomatique des lattices distributives. Canadian J. Math. 3, 
24—27 (1951). 

Zur Lösung der Aufgaben 64, 65 aus Birkhoffs Lattice Theory (New York 
1948 ; dies. Zbl. 33, 101) werden Axiomensysteme für distributive Verbände angegeben: 
(1) mit den Verknüpfungen N, v, (2) mit der Grauschen Verknüpfung (a, b,c) = 
(anb)u(brne)u(ena). Paul Lorenzen. 

Sholander, Marlow: Postulates for distributive lattices. Canadian J. Math. 3, 
28—30 (1951). 

Verf. gibt die — bisher wohl kürzesten — Axiomensysteme für distributive 
Verbände an, die aus zwei Identitäten in U, oder in der 3-stelligen Grauschen 
Verknüpfung bestehen. Für Boolesche Verbände genügt eine weitere Identität. 

Paul Lorenzen. 

Byrne, Lee: Short formulations of boolean algebra, using ring operations. 
Canadian J. Math. 3, 31—33 (1951). 

Unter Verwendung eines Verfahrens von B. A. Bernstein [Trans. Amer. math. 
Soe. 55, 393—400 (1944)] gibt Verf. das folgende (bisher kürzeste) Axiomensystem: 
U:xX+xX=P+(PR,+P),W:(X+YJ+X=Y,mitP,=ar((4 + B)+C) 
+(A+(B+Ö), P,= a0lF +DE)+(CF+D(BO), B=-at@+0+ 
(H + H 1). Hieraus werden deduziert: I: (X +Y)+Z=X+(Y+Z,H =I, 
Bar WET Z2) XWFTYGZX, IV X XD) =TY 4 Y1. Aus I, en 13 
wird gefolgert, daß es sich um eine Boolesche Algebra handelt, bis auf „stillschwei- 
gende Annahmen“ über die Ausführbarkeit der Operationen und die Anzahl der 
Elemente. — Literaturangaben. Hans Hermes. 

Ellis, David: Autometrized boolean algebras. I: Fundamental distance-theo- 
retie properties of B. Canadian J. Math 3, 87—93 (1951). 

Verf. definiert den Abstand der Elemente a, b in der Booleschen Algebra B 
durch den Ausdruck d(a, b) = ab’ +.a’b. Es wird gezeigt, daß diese Abstands- 
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funktionen den formalen Axiomen für eine Metrik genügt, daß dann und nur dann ö 
d(a, c) = d(a, b) + d(b,c) ist, wenn ab +bc = b=(a-+b)(b+c) ist, und daß 
Teilmengen von B dann und nur dann durch abstandserhaltende Permutationen 
von B ineinander übergeführt werden können, wenn entsprechende Punktepaare 
beider Mengen gleichen Abstand haben (kongruent sind). Reinhold Baer. 

Nakayama, Tadasi: Generalized Galois theory for rings with minimum con- 
dition. Amer. J. Math. 73, 1—12 (1951). 


Verf. entwickelte bereits in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 38, 24) eine Galoissche Theorie 
für Ringe mit Minimalbedingung, auf die in der vorliegenden Arbeit wesentlich zurückgegriffen 
wird. In Anlehnung an den von N. Jacobson (dies. Zbl. 37, 21) und H. Cartan (dies. 
Zbl. 40, &04) gegebenen Ausbau der Galoisschen Theorie für Schiefkörper werden Ver- 
allgemeinerungen angegeben, die sich wiederum auf Ringe mit Minimalbedingung bzw. auf 
primäre Ringe beziehen. — R sei durchgehend ein Ring mit Einselement und Minimal- 
bedingung, A der Endomorphismenring des als Modul aufgefaßten Ringes R. 8 sei ein 
Unterring des Ringes W, der den Ring R, der Rechtsmultiplikatoren umfaßt. Das System 
VB) aller Endomorphismen aus , die mit den Elementen von %9 vertauschbar sind, ist dann 


ein Unterring des Ringes V,(R,) = R, der Linksmultiplikatoren. Es ist V,,(B) = 8, wos 
einen Unterring von R bedeutet. Es sei nun R rechtsregulär in bezug auf ®. (Ein Rechtsmodul 
m von R heißt regulär, wenn es natürliche Zahlen n, m gibt, so daß m” — R” ist; k= n/m 
heißt der R-Rang von m.) Dann ist R auch regulär in bezug auf S,—= V,(®), und es gilt 


Yy(8,) = ®. Ist umgekehrt 8 ein Unterring von X, hinsichtlich dessen R linksregulär ist, so- 
ist 8 = Vy,,(8,) ein Unterring von X, der R, umfaßt und über dem R regulär ist. Solche Unter- 


ringe BCM und SC R entsprechen sich also eineindeutig, und es ist der R,-Rang von ® 
gleich dem 8),-Rang von R. — Die Restklassengruppe einer endlichen Automorphismengruppe 
nach dem Normalteiler der inneren Automorphismen heißt eine Galoissche Restklassengruppe 
wenn die mit verschiedenen Repräsentanten o,, 0, der Restklassengruppe gebildeten Doppel- 
moduln (o,, R), (o,, R) keine R-zweiseitig isomorphen Kompositions-Restklassenmoduln besitzen. 
(0, R) bedeutet dabei einen R-Doppelmodul, der als R-Rechtsmodul mit R übereinstimmt, bei 


dem aber die Linksanwendung eines Elementes « € R durch Linksmultiplikation mit a° gegeben 
wird. — Verf. zeigt als erstes Hauptergebnis: ®, I R, sei ein Unterring von V, und R sei 
B,-regulär vom Rang db. G@ = {1,0,...,r} sei eine endliche Gruppe der Ordnung g, und 
to(1),0(0), ...,o(7)} sei ein System von Automorphismen von R mit folgenden Eigenschaften: 
1. Für jedes 0 €£@ gilt o(o)* B,0(0) = By. 2. Für jedes o, TE@ gilt o(o)o(T)o(or)T- B.- 
3. Die (0) bilden ein Repräsentantensystem einer Galoisschen Restklassengruppe von 9. Unter 
diesen Voraussetzungen ist R in bezug auf den Ring B = _* o(o) B, regulär mit dem Rang 


o % 

bg. Weiter gibt es einen Unterring $ von R mit V,,(B) = S, und V,(8,) = B, und R ist 
S-linksregulär mit dem Rang 571g. — Es folgen verschiedene Hilfssätze, die eingehendere Struk- 
turuntersuchungen ermöglichen und die insgesamt zu dem folgenden zweiten Hauptsatz führen: 
R sei zusätzlich ein primärer Ring und ® eine Gruppe von Automorphismen von AR, die folgende 
Bedingungen erfüllt: 1. Essei K,= R,D@N R, (R,D bedeutet den Produktmodul). Der Unter- 
ring K von R enthält dann jedenfalls das ZentrumZ von R, und es wird gefordert, daß K über Z 
regulär ist. 2. N sei das Radikal von R. Der Restklassenring von K nach K N N soll dann ein 
Schiefkörper sein. 3. Rist R,K,-regulär. 4. Jeder in R, K, enthaltene Automorphismus von R 
liegt auch in ®. 5. Der Normalteiler ©, =®N R,K, besitzt endlichen Index unter ©. 6. Die 
Restklassengruppe von ® nach ®, besitzt ein Repräsentantensystem {o,} derart, daß die Produkt- 
moduln 9; Br 9; R, für i # j keine R,-zweiseitig isomorphen Kompositions-Restklassenmoduln 
besitzen. Es sei nun S das Invarianzsystem von ® in R; d.h. 8 ist die Gesamtheit aller Elemente 
aus R, die mit den Elementen von Ä vertauschbar sind und von den o, fest gelassen rn 
® besteht dann aus allen Automorphismen von AR, die S elementweise fest lassen, und R besitzt 
eine S-Linksbasis der Länge (®:®,) (K:Z). Es sei weiter 7 ein Zwischenring zwischen R und 
S derart, daß R T-linksregulär ist. Y sei die Gesamtheit aller Automorphismen von R, die T 
elementweise fest lassen. Dann ist 7’ das Invarianzsystem von Y, und W verhält sich Ba 

u un EN ir a, L von .K mit folgender Eigenschaft: Ersetzt man K ah 

3% ch '%, und ®, durec =. YPNR,LZ, so erfüllt X die Eigenschaf — 

besitzt R eine T-Linksbasis der Länge (7: X) (L:Z), und 7 besitzt eine lieh ee 
(®:®,) (K:Z)/CP: P,) (L:Z). Ist umgekehrt Y eine Untergruppe von ® mit der Eigcnsehän, 
daß L, (definiert durch 7, = R,Y N Rı) über Z eine unabhängige Basis besitzt, und daß ied 4 
in R, L, enthaltene Automorphismus von R auch in W liegt, so besitzt R über dem a “ 
system T von ‘'P eine Linksbasis (ist also T-linksregulär), und Y besteht aus allen an. 
men, die T elementweise fest lassen. Insgesamt besteht also eine eineindeutige Zuordnu ah 
schen den Zwischenringen 7’, über denen R linksregulär ist, und den Untergruppen X E nn 
gegebenen Art. — Ist R speziell ein Schiefkörper, so folgen aus dem trtwena Satz die 
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entsprechenden Ergebnisse der Jacobsonschen bzw. Cartanschen Theorie. Die Verbindung dazu 


wird durch folgenden Hilfssatz gegeben: Ist R ein Schiefkörper und K ein Unterschiefkörper, 
der das Zentrum von R enthält, so ist jeder Automorphismus von R. dessen Inverses in R,Kı 
liegt, ein innerer Automorphismus, der durch ein Element von K erzeugt wird. 
Hans-Joachim Kowalsky. 

Nagata, Masayoshi: Note on subdireet sums of rings. Nagoya math. J. 2, 
49—53 (1951). \ 

Ein Ring KR (assoziativ, aber nicht notwendig kommutativ) wird als N-Ring 
bezeichnet, wenn R?= R ist und jedes zweiseitige Ideal € R in einem maximalen 
Ideal enthalten ist. Unter einem maximalen Ideal wird dabei ein zweiseitiges Ideal 


pP‘ R verstanden, für das es kein Links- oder Rechtsideala mit pCaCR gibt. 


Wegen R?= R ist jedes maximale Ideal prim. Ein N-Ring + (0) heißt quasihalb- 
lokal, wenn er nur endlich viele maximale Ideale enthält, und insbesondere quasi- 


lokal, wenn er nur ein maximales Ideal enthält. Ein kommutativer quasihalb- 


lokaler Ring besitzt ein Einselement. Ein quasi(halb)lokaler Ring, in welchem nur 
das Nullelement sämtlichen Potenzen sämtlicher maximalen Ideale angehört, heißt 
(halb) lokal. Ein halblokaler Ring wird dadurch zu einem topologischen Ring, daß 
man die Durchschnitte der k-ten Potenzen aller seiner maximalen Ideale (k=1,2,....) 
als Basis für die Umgebungen von 0 einführt. Ein bez. dieser Topologie vollstän- 
diger halblokaler Ring ist dann direkte Summe von vollständigen lokalen Ringen. 
Sei nun R eine subdirekte Summe von Ringen R,,..., R,, d.h. R ist Unterring 


der direkten Summe R der R, und die R,-Komponenten der Elemente von R er- 


‚erfüllen R,. Sind die R, alle N-Ringe, so ist R genau dann N-Ring, wenn R?=R 


gilt. Ferner bedeutet dann R= R dasselbe wie: Für verschiedene maximale 
Ideale von R sind auch die Durchschnitte mit R verschieden. Daraus ergibt sich: 
R= R, wenn die R, quasihalblokal sind und die Anzahl der maximalen Ideale 
von R gleich der Summe der Anzahlen der maximalen Ideale der R, ist; und ferner: 
Ein halblokaler Ring ist genau dann direkte Summe lokaler Ringe, wenn jedes 


[00] 
maximale Ideal p das einzige N p" enthaltende maximale Ideal ist. Weiter 


k= 
gilt: Sind die R, (quasi)lokal, so ist R direkte Summe von höchstens n (quasi)- 
lokalen Ringen; enthält AR außerdem n maximale Ideale, so ist R= RR. 
Günter Pickert. 

Snapper, E.: Completely primary rings. I. Ann. of Math., II. Se.. 52, 666—693 
(1950). 

Die Strukturtheorie der vollständig primären Ringe, d.h. der kommutativen 
Ringe A mit Einheitselement, die nur ein einziges von 1 verschiedenes Primideal 
enthalten, wurde vom Ref. 1922—24 in drei Arbeiten entwickelt. Verf. stellte sich 
die Aufgabe, die gewonnenen Resultate vom heute erreichten Standpunkt der Ring- 
und Idealtheorie aus neu zu begründen und in verschiedener Richtung auszubauen 
und zu verallgemeinern. Vorgesehen sind 4 Veröffentlichungen. In der zur Be- 
sprechung vorliegenden ersten werden nach einer Skizze des Gesamtprogrammes in 
der Einleitung zunächst eine Reihe von Untersuchungen über beliebige Ringe 
durchgeführt, die im ganzen elementaren Charakter tragen und sich vor allem auf 
die Unterideale des Ringradikals und ihre Restklassenringe beziehen. (Teil I. 
Factorization. Nr. 1—6.) Dabei wird neben dem Radikal im üblichen Sinne (also 
dem Durchschnitt der minimalen Primoberideale des Nullideals) soweit wie möglich 
immer auch das Jacobsonsche Ringradikal (also der Durchschnitt aller maximalen 
Ringprimideale) betrachtet. Hingewiesen sei vor allem auf das Studium der Faktor- 
zerlegung in einem Ring A, bei dem der Restklassenring A N nach dem gewöhnlichen 
Ringradikal einen nullteilerfreien Hauptidealring darstellt (Nr. 5); die einschlägigen 


Ergebnisse sind für das Folgende grundlegend, weil der Polynomring Q[x] über 
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‚ dem vollständig primären Ring Q stets einen Ring vom Typus A darstellt. — In 


Teil II (Polynomial rings. Nr. 7—12) werden, gestützt auf die Resultate von Teil I, 


diejenigen Sätze über den Polynomring @ [x] hergeleitet, die für die Strukturtheorie j 
vollständig primärer Erweiterungen Q, des vollständig primären Ringes Q nötig sind. 


Von besonderem Interesse sind dabei die Untersuchungen über den Grad [Q,:Q]: 
der wie üblich als der Rang des Q-Moduls Q, definiert wird. Es ergibt sich hier vor 


allem der Satz: It Q=Q,CQ,C:::CQ, wobei alle Q, vollständig primäre ! 


Ringe sind # = 0,1,...,n) und Q, jeweils über Q,_, einen endlichen Grad [9,:Q,-] 


besitzt @=1,2,...,n), so wird sicher ebenso wie im Falle der Körpertheorie 
Pal II [9,:Q;,]), falls für ©=1,2,...,n jeweils das (gewöhnliche) Ring- | 
ya 


ı 3 
radikal N, von Q, Erweiterungsideal des Ringradikals N, , vonQ; is, N =@, N, 
Dieses Resultat rechtfertigt es, daß Verf. systematisch die der Bedingung N,=@ıN, 


genügenden vollständig primären Erweiterungen Q, von@ —Q, als Haupterwei- 


terungen in den Vordergrund stellt. Die tiefere Bedeutung des Begriffes der Haupt- I 


erweiterung wird allerdings erst in den späteren Arbeiten deutlich hervortreten. 
(Vgl. das unmittelbar folgende Referat). Wolfgang Krull. 


Snapper, E.: Completely primary rings. I. Algebrie and transcendental ex- 
tensions. Ann. of Math., II. Ser. 53, 125—142 (1951). 


(Die Besprechung schließt sich unmittelbar an das vorangehende Referat an). — 


In der zweiten Arbeit wird, gestützt auf die Ergebnisse der ersten Abhandlung, 


die Theorie der algebraischen und transzendenten Erweiterungen eines vollständig 


primären Ringes Q entwickelt. Dabei wird zunächst ein ganz beliebiger vollständig 


primärer Oberring Q, von @ betrachtet, und es wird «€ @, dann und nur dann als 
algebraisch bzw. transzendent über Q bezeichnet, wenn mindestens ein bzw. kein 
Polynom p(x) mit nicht durchweg nilpotenten Koeffizienten aus Q existiert, derart 


daß p(a) = 0. Man kann dann analog wie in der Körpertheorie den Transzendenz- 
grad von Q, über Q einführen, und es ergibt sich der einfache Satz, daß der Trans- 


zendenzgrad von Q, über Q stets gleich dem Transzendenzgrad von Q, über Q ist, 
falls Q, bzw. Q den Restklassenkörper von Q, bzw. Q nach dem Ideal N, bzw. N 
aller nilpotenten Elemente bedeutet. — Setze man = ON ae 
soist Q7 =Q, und es entsprechen, da beim Übergang von Q* zu Q, keine neuen 
Nullteiler eingeführt werden, die Zwischenringe zwischen Q* und Q, umkehrbar 
eindeutig den Körpern zwischen Q und Q,, ein Resultat, dessen Bedeutung aber 
dadurch beeinträchtigt wird, daß sich der Aufbau von Or über Q, i. a. nicht über- 


sehen läßt. — Zu schärferen Aussagen führt der Begriff der Haupterweiterung 1 


(vgl. das Referat über die erste Arbeit.) Ist Q@, = @[a] eine einfache algebraische 
Erweiterung von Q, so ist Q, dann und nur dann Haupterweiterung, wenn in Q(x) 


P(x) aus Q, [x] über Q irreduzibel wird. Andererseits ist eine einfache transzendente 


ein Polynom p(x) mit der Nullstelle a existiert, derart daß das zugehörige Polynom 


un ED 


Erweiterung@(c) (d.h. der kleinste vollständig primäre Oberring von Q, der ein überQ 
transzendentes Element c enthält), stets Haupterweiterung. Analog wie in der 


Körpertheorie gilt der Satz: Ist Q, eine Haupterweiterung von Q, die über Q eine 
endliche Modulbasis besitzt, und ist Q, über Q separabel, so ist Q, stets eine ein- 


fache Erweiterung von@. Macht man weiter die Zusatzannahme, daß das Ideal N 
nilpotent ist (N’— 0 für passendes »), so läßt sich für einfach transzendente Er- 


weiterungen Q(c) der Lürothsche Satz der Körpertheorie glatt übertragen, und 


man erhält ohne weitere Endlichkeitsvoraussetzung die Sätze: Q, besitzt über Q 
dann und nur dann eine Hauptbasis, d.h. eine (i.a. unendliche) Modulbasis 
(O1. ELLE Ss derart, daB aus 9%, 4+::'+: Am EN, (€EQ) Stets 

0, Ka n) folgt, wenn Q, Haupterweiterung von Q ist. Sind Q,undQ@ D2Q, 
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Haupterweiterungen von Q, so folgt. aus Q, =Q1 stets Q, = Qı- Dagegen gilt 
‚nicht einmal mehr für einfache, separable algebraische oder einfache transzendente 


Haupterweiterungen von Q der Satz, daß die Aquivalenz von Q, und Q/ über Q 
immer die Aquivalenz von Q, und Q; über Q nach sich ziehen muß. Hier tritt der 
_ Unterschied zwischen dem Standpunkt der referierten und dem der alten Krull- 
schen Arbeiten scharf hervor; denn bei Krull war die Klasse der zugelassenen 
(Haupt-)Erweiterungen bewußt so eingeschränkt, daß immer von dem angegebenen 
Aquivalenzsatz Gebrauch gemacht werden konnte. — Mit dem Abschluß von Teil II 
ist die Entwicklung so weit geführt, daß nunmehr Einbettungs- und Isomorphie- 
sätze in Angriff genommen werden können. Wolfgang Krull. 
Grell, Heinrich: Modulgruppen und -inversionen bei primären Integritäts- 
bereichen. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 392—407 (1951). 
Verf. betrachtet einen primären Integritätsbereich % mit Minimalbedingung 
für jeden echten Restklassenring und nennt wie üblich einen R-Modul X aus dem 
Quotientenkörper ft von X einen genauen R-Modul, wenn die Ordnung von W, 
also der Modulquotient A/A, mit N zusammenfällt. A heißt umkehrbar, wenn 
ein reziproker Modul A existiert, derart daß Y-AI=N; der (nicht RE 
genaue) R-Modul A wird als A-umkehrbar bezeichnet, wenn U = ist. NR 


4 
selbst wird unvergabelt genannt, wenn zu Yi genau ein unmittelbarer, echter 


N-Obermodul existiert. — Nachdem in $ 1 kurz die Frage untersucht wurde, wann 
' die genauen %-Moduln eine Gruppe bilden, und als notwendige und hinreichende 
Bedingung gefunden wurde, daß jeder N echt umfassende genaue NR-Modul den 
Modulquotienten Rp von W durch sein Primideal p enthalten muß, beschäftigt 
sich Verf. in $ 2 eingehend mit den unvergabelten Ringen %. Es werden vor allem 
die folgenden Sätze bewiesen: Die unvergabelten Ringe sind eindeutig dadurch 
gekennzeichnet, daß in ihnen jedes umkehrbare Ideal durchschnittsirreduzibel ist. 
Die unvergabelten Ringe A sind identisch mit denjenigen, bei denen jeder endliche 
R-Modul A & (0) R-umkehrbar ist. $3 führt die wichtigen Begriffe der Modul- 
inversionen und der Inversoren ein. Ein System S von R-Moduln, das weder $i 
noch (0), wohl aber A und mit V stets auch d-W (de SÜ, d =# 0) enthält, heißt ein 
zu MR gehöriges Inversionssystem, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: 
1. Mit X, ® enthält Sstetsauch A + B,AAB,A- B, sowie A/B, falls A/B + (0). 
3. Es ist eine umkehrbar eindeutige Abbildung «> W’ von S auf sich selbst, eine 
sogenannte Inversion definiert, die den beiden Gesetzen genügt: a) (AU) — NW; 
bp) (A-8’=- W/8 = BU. Das Bild R’ von X heißt der Inversor des Systems S. 
Für Inversionssysteme und Inversoren gelten die folgenden Sätze: Ein Inversions- 
system ist durch die Vorgabe seines Inversors eindeutig bestimmt. Jeder Inversor 
ist ein endlicher R-Modul ; darüber hinaus besteht jedes Inversionssystem ausschließ- 
lich aus endlichen X-Moduln. Die möglichen Inversoren sind mit den endlichen, modul- 
irreduzibeln, genauen R-Moduln identisch. Ist ein Inversor N’ vorhanden, so be- 
steht die Menge aller möglichen Inversoren gerade aus den sämtlichen Moduln 
d:-R (dEN,d + 0). Bei den unvergabelten Ringen W, und nur bei diesen, sind die 
. Inversoren mit den umkehrbaren #-Moduln identisch. — Bei jeder Inversion werden 
modulirreduzible Moduln der genauen Ordnung N und umkehrbare R-Moduln in- 
einander übergeführt. Die allgemeine A-Umkehrbarkeit der endlichen R-Moduln 
9 = (0), d.h. die Unvergabeltheit von Rt, ist gleichwertig mit den folgenden beiden Be- 
dingungen (zusammengenommen): A. X hat ein Inversionssystem 5. B. Die genauen 
f-Moduln bilden eine Gruppe. — Die Einführung der Inversionssysteme verallgemei- 
nert die auf Dedekind zurückgehende Komplementarmodulbildung bei den Ordnun- 

gen der endlichen algebraischen Zahlkörper. Es gibt Fälle, wo man sich (wegen des 
i Auftretens inseparabler Körpererweiterungen) nicht mehr an das Dedekindsche 
Vorbild halten kann, während die Theorie der Inversionssysteme im Sinne der 
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vorliegenden Arbeit anwendbar bleibt. Verf. beabsichtigt, auf diesen Punkt in 
einer weiteren Veröffentlichung näher einzugehen. Wolfgang Krull. 

Bourne, Samuel: The Jacobson radical of a semiring. Proc. nat. Acad. Sci. 
USA 37, 163—170 (1951). 

Ein Semiring ist eine algebraische Struktur mit zwei als Addition und Multi- 
plikation geschriebenen assoziativen Verknüpfungen, welche die Gesetze (a+b)c= 
ac+be und c(a+b)=ca-+cb erfüllen. Verf. setzt ferner noch die Kommu- 
tativität der Addition und die Existenz eines Nullelementes 0 voraus. Die Teil- 
menge I eines Semiringes S heißt Rechtsideal, wenn 0€I und wenn aus a,beEl/, 
ceS stets a + b, acE€I folgt (entsprechend Linksideal und zweiseitiges Ideal). 
„Es gibt z,yeI mit a+x=b+ y“ stellt für ein zweiseitiges Ideal / eine mit 
Addition und Multiplikation verträgliche Aquivalenzrelation in S dar, und auf diese 
Weise entsprechen die zweiseitigen Ideale eineindeutig den verträglichen Aqui- 
valenzrelationen, womit der Anschluß an den allgemeinen Homomorphiesatz erreicht 
ist. Das Rechtsideal / heißt rechts-semiregulär (entsprechend für ‚links-“), wenn 
es zua,bel stets u,yel mit a+xz+ax +by=b+y+ay-+br gibt 
Bei einem Ring bedeutet das also: Zu jedem c€I gibtesein zeI mit c+c2 =. 
Die Summe von Idealen wird in der üblichen Weise erklärt. Dann gilt der Satz: 
Die Summe aller rechts-semiregulären Ideale von S stimmt überein mit der Summe 
aller links-semiregulären Ideale von S und ist ein rechts- sowohl wie links-semi- 
reguläres zweiseitiges Ideal. Dieses wird in Verallgemeinerung der Jacobsonschen 
Radikaldefinition bei Ringen als das (Jacobson-)Radikal R des Semiringes S be- 
zeichnet. Der Restklassensemiring S/R hat das Radikal (0), während R das Radikal 
R besitzt. R enthält alle nilpotenten Rechts- und Linksideale von S. In Verall- 
gemeinerung der Definition von v. Neumann heißt S regulär, wenn es zu a€S. 
stets z,y€eS8S mit axa=a-+ aya gibt. In diesem Fall gibt es zu jedem aER 
einbeR mit a«+b=b. Bildet man zu einem Semiring S mit Radikal R den 
Semiring S, der quadratischen »-reihigen Matrizen, so hat dieser das Radikal R,. 

Günter Pickert. 

Bruck, R. H. and Erwin Kleinfeld: The structure of alternative division rings. 
Proc. nat. Acad. Sci. USA 37, 88—90 (1951). 

Verff. skizzieren die Grundzüge einer an anderer Stelle erscheinenden Arbeit 
gleichen Titels. Es sei R ein nicht assoziativer, nullteilerfreier alternativer Ring 
mit von 2 verschiedener Charakteristik. Es zeigt sich, daß das Zentrum C' von R 
nicht nur aus der Null besteht. Mit RC wird die Gesamtheit der formalen Brüche 
x/c bezeichnet, wo zin Rund c=0 in C liegt. RC erweist sich als alternative 
Divisionsalgebra der Ordnung 8 (Cayley-Dickson Algebra) über ihrem Zentrum 
CC, dem Quotientenkörper von ©. Durch die Identifikation (cz)/e =x kann R 
in R/C eingebettet werden. Als Korollar ergibt sich u. a., daß jeder geordnete 
alternative Ring assoziativ ist. Weiter werden einige Anwendungen auf die Theorie 
der projektiven Ebenen mitgeteilt. Ernst Trost. 


Kurotkin, V. M.: Die Darstellung Liescher Ringe in assoziativen Ringen. Mat. 
Sbornik, n. Ser. 28 (70), 467—472 (1951) [Russisch ]. 

Es wird bewiesen, daß jeder Liesche Ring L mit einem beliebigen Operatoren- 
bereich (2 eine treue Darstellung in einem assoziativen Q-Ring besitzt. Für Liesche 
Algebren wurde dies zuerst von Witt (dies. Zbl. 16, 244) gezeigt. Ein besonderer 
derartiger assoziativer Q-Ring & wird explizit konstruiert, und zwar in folgendem. 
Sinn der umfassendste: Bei einer Darstellung von Z in einem assoziativen Q-Ring 
Qx sei % der von den Bildern von L erzeugte Teilring. Dann läßt sich & homomorph 
auf 2, abbilden. Rudolf Kochend._rffer. 

»zele, T.: Periodische zyklische Differenzenmatrizen. Acta math. 84. 181— 
187 (1951). 
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® Schreibt man unter eine Folge ay,...,@,_, (m > 2) in einer additiven Abel- 
_ schen Gruppe @ ihre zyklische Differenzenfolge a, — Ay Ag — Ay. Ag — A_, und 
setzt das Verfahren fort, so entsteht eine m-spaltige unendliche Matrix M „‚. die _ 
zyklische Differenzenmatrix der gegebenen Folge. Dieser Begriff kam kürzlich in 
einer Arbeit von Verf. und Ref. zur Anwendung (dies. Zbl. 36, 20—21). Hier löst 
" Verf. das selbständige Problem der periodischen zyklischen Differenzenmatrizen; 
so wird M,„, genannt, wenn es zwei gleiche Zeilen enthält (dann wiederholen sich 
die Zeilen von einer Stelle an periodisch). Es gibt im wesentlichen nur eine nicht- 
 triviale Lösung M& mit der Anfangszeile a,b,b—-a,—a,—b,a—b, wobei 
. a,b(<@G) beliebig sind. Eine triviale Lösung ist jedes (M,,—=) M,, mit lauter 
' Elementen endlicher Ordnung in der Anfangszeile. Alle übrigen Lösungen sind die 
Summen M& + Me (r=1,2,...), wobei M%, durch Nebeneinanderstellen 
von r gleichen M$ entsteht. Der Beweis wird zuerst für den Fall geführt, in dem 
die Elemente von M,„ algebraische Zahlen sind, der allgemeine Fall wird hierauf 
zurückgeführt. Am Schluß wird dem Resultat eine von Hajös herrührende Form 
gegeben, in der es sich um gewisse Nullteiler in einem speziellen Gruppenring handelt. 
L. Redei. 

” Levitzki, Jakob: Prime ideals and the lower radieal. Amer. J. Math. 73, 25 
29 (1951). 
> Verf. beweist den Satz, daß das Element a des Ringes R dann und nur dann 

zum unteren Radikal Z von R [im Sinne von R. Baer: Amer. J. Math. 65, 537—568 
(1943)] gehört, wenn jede mit a — a, beginnende Folge der Form a,,, = a,b,a, 
mit b, in R nach endlich vielen Schritten mit Null endet. Daraus folgert Verf. die 
Identität des unteren Radikals L mit dem Radikal im Sinne von N. H.McCoy, 
dies. Zbl. 35, 18. Reinhold Baer. 

: Buck, R. Creighton: Extensions of homomorphisms and regular ideals. J. 

Indian math. Soc., n. Ser. 14, 156—158 (1951). 

x Soit R un anneau, A un ideal de R contenu dans le centre. Il existe une corres- 
pondance biunivoque entre l’ensemble des id&aux r&guliers /* de Rtels que I*+A=R 
et l’ensemble des id&aux r&guliers I de A, correspondance definie par [= I*nN A. 
Application A l’espace des id&aux maximaux r6guliers d’un anneau commutatif. 
Jacques Dixzmier. 

Evans, Trevor: The word problem for abstract algebras. J. London math. 
Soc. 26, 64—71 (1951). 

Eine Algebra ist definiert als eine Menge S von Elementen x und eine endliche 
Menge M von Operationen f,(2),.-.,%,), dieje n=n(k) Elementen von S ein- 
deutig ein Element von $S zuordnen. Worte in Symbolen a, werden in der üblichen 
Weise definiert: (1) a, ist ein Wort; (2) Sind w,...,w, n = n(k) Worte, so 
ist f.(w),...,w,) ein Wort. Gibt man eine endliche Menge von Operationen und 
eine ebenfalls endliche Menge von Axiomen (identische Relationen) vor, so wird 
hierdurch eine Klasse X von Algebren bestimmt. Die Algebren einer solchen Klasse 
- X erhält man in folgender Weise: qa,,@,,... sei eine Menge von Symbolen, 
T,(Q,, Qg» )=r; (@j, @g, .. .) seien zusätzliche Relationen zwischen den mit den 
“a, gebildeten Worten. Die Gesamtheit aller Worte w zerfällt hinsichtlich dieser 
Relationen und der vorgegebenen Axiome in Äquivalenzklassen {w}. Definiert man 
die Anwendung der Operationen auf Äquivalenzklassen durch f. wi} {We}. .) 
—= {f,(w, wy . . .)} so bilden die Klassen eine Algebra A, die als die durch diea, und 
die Relationen r, erzeugte A-Algebra bezeichnet wird. Ebenfalls mit Hilfe der vor- 
gegebenen Axiomenmenge einer Klasse Y und einigen weiteren Forderungen wird 
der Begriff der inkompletten X-Algebra und der Einbettung einer solchen in eine 
A-Algebra definiert. Für gewisse Klassen wird dann das Wortproblem, d.h. die 
Frage danach, wann zwei Worte einer Algebra dasselbe Element definieren, durch 
folgenden Satz beantwortet: Ist X eine Klasse von Algebren mit der Eigenschaft, 
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daß jede inkomplette W-Algebra in eine A-Algebra eingebettet werden kann, so 
ist das Wortproblem für diese Klasse lösbar. — Der Beweis verläuft so, daß zu einer 
gegebenen X-Algebra A und zu zwei Worten u und v von A eine zu A isomorphe 
A-Algebra B in endlich vielen Schritten konstruiert wird. Der Isomorphismus ist 
dabei so beschaffen, daß die Aquivalenzklassen {u} und {v} auf Klassen {b,} und {b,} 
abgebildet werden, wo b, und b, Erzeugence der Algebra B sind. Die Worte u und v 
sind jetzt dann und nur dann äquivalent, wenn b, und b, identisch sind. In kon- 


BET 


kreten Fällen läßt sich die Voraussetzung des Satzes häufig aus bekannten Tat- 


sachen ableiten. Als Beispiel zeigt Verf., daß das Wortproblem für Verbände und 
„‚loops‘‘ lösbar ist. Hans Joachim Kowalsky. 

Etheringten, I. M. H.: Non-commutative train algebras of ranks 2 and 3. Proc. 
London math. Soc., II. Ser. 52, 241—252 (1951). 


Es werden Train-Algebren über einem Körper der Charakteristik 0 betrachtet, 
die weder kommutativ noch assoziativ zu sein brauchen und deren Rang 2 oder 3 
ist. Für den Begriff der Train-Algebra wird verwiesen auf frühere Arbeiten des 


Verf. (dies. Zbl. 27, 155 und 294). „Rang“ bedeutet abweichend vom Sprach- 


gebrauch der linearen Algebra den Grad des Rangpolynoms. Jedem Element einer 


Train-Algebra ist laut Definition ein Element des Grundkörpers als sein „„Gewicht‘“ 


‚zugeordnet und zwar so, daß diese Zuordnung ein Homomorphismus der Algebra 


in den Grundkörper ist. In der Menge der Abbildungen der Algebra in sich (mit 


x4 als dem Bildelement von x bei der Abbildung A) wird durch AB = x4x#, 


xAB — (x4)B eine Addition und eine Multiplikation eingeführt. Die kleinste Menge 
von Abbildungen, welche die identische Abbildung 1 enthält sowie additiv (und 
damit auch multiplikativ) abgeschlossen ist, wird als die Logarithmetik der Algebra 
bezeichnet. Die Multiplikation der Logarithmetik ist assoziativ, und es gilt das 
-rechtsseitige Distributivgesetz C(A+ B)=CA+CB; doch ist i.a. weder die 
Multiplikation kommutativ noch die Addition kommutativ oder assoziativ. — Ist 
der Rang = 2, so ist die Logarithmetik isomorph zum Ring der ganzen Zahlen. 
Die Multiplikationstafel für eine Basis der Train-Algebra wird in diesem Falle 
aufgestellt. — Bei Rang 3 hat man zwei Rangpolynome zu unterscheiden, je nachdem 
die bei assoziativer Multiplikation auftretende Potenz x3 durch (xx) x = x?" oder 
durch x (xx) = x!*? ersetzt wird. Alle „Potenzen‘“ x4 (A aus der Logarithmetik) 
sind Linearkombinationen von x und x. Die Struktur der von einem niehtidempo- 


tenten Element x vom Gewicht 1 erzeugten Unteralgebra ist unabhängig von x. 
In der Logarithmetik der Train-Algebra gelten die Gesetze AB= BA, (A+B) 
+(@C+D)=(A+C)+(B-+ D). Als Verallgemeinerung des kommutativen Ge- 


setzes der Multiplikation in der Logarithmetik wird gezeigt: Für f(x)= Nas x°, 
Ss 


42) — > bs x° (mit = 45 == = bs=1; endliche Summen; as, bs aus dem 


[> 


rundkörper ; S aus der Logarithmetik) gilt f(g(x)) = g(f(x)). Günter Pickert. 


Harkin, Duncan: The development of modern algebra. Norsk mat. Tidsskr. 


33, 17—26 (1951). 

Der kleine Aufsatz teilt ohne Anspruch auf Vollständigkeit einige wichtige 
Etappen in der Entwicklung der hyperkomplexen Systeme mit. Die moderne 
Literatur wird nicht berücksichtigt. Ernst Trost. 

Rozenfel’d, B. A. und I. M. Jaglom: Über die Geometrien der einfachsten 
Algebren. Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 205—216 (1951) [Russisch]. 

The authors extend the three different types of geometries on the complex 
field to the non-degenerate normed algebras over the real field with an involutory 
anti-automorphism keeping only the real numbers elementwise fixed. It is known 
that we have four distinet types of such algebras: (i) complex number field, 
(ii) direet sum of two real fields, (iii) real quaternions and (iv) total matrix aleebra 
of order 2. Metries are introduced and the groups of motions are given. R 


Loo-Keng Hua. 
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Skornjakov, L. A.: Rechts-Alternativkörper. Izvestija Akad. Nauk SSSR, 
Ser. mat. 15, 177—184 (1951) [Russisch]. 
Ein rechts-Alternativkörper ist ein solcher, in dem stets (ab)b = a(b b) gilt. 
' Es wird gezeigt: Jeder rechts-Alternativkörper einer Charakteristik + 2 ist ein 
Alternativkörper, d. h. es gilt auch (aa)b = a(a b). Als geometrische Anwendung 
ergibt sich folgende Ergänzung zu einer früheren Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 33, 125): 
Gilt der ‚kleine Desarguessche Satz‘ für zwei verschiedene Geraden der projektiven 
Ebene und ist die Charakteristik = 2, so gilt er allgemein. (Vgl. hierzu eine Arbeit 
von R. Moufang, dies. Zbl. 4, 362.) Rudolf Kochendörffer. 
Fuchs, Ladislas: The generalization of the valuation theory. Duke math. J. 
18, 19—26 (1951). 
Verf. verallgemeinert den Begriff der Exponentenbewertung eines kommuta- 
tiven Körpers St dadurch, daß er als Wertmenge J' eine beliebige halbgeordnete 
(nicht nur eine beliebige geordnete) Abelsche Gruppe zuläßt, wobei er an Stelle 
des Axioms w(a +5) Zmin (w(a), w(b))‘ das Axiom „w(a—b) > w(c), falls 
w(a) Zc, w(b) >c“ setzt. Zu jeder so entstehenden ‚„Halbbewertung‘ B von 
gehört ein Bewertungsring %, der B in wesentlichen eindeutig festlegt, nämlich 
die »um das Nullelement vermehrte Menge aller der a€$t, die der Bedingung 
w(a) >0 genügen. Umgekehrt ist jeder Integritätsbereich $% Bewertungsring einer 
Halbbewertung B seines Quotientenkörpers St; als Wertgruppe /'von B kann man 
die (additiv umgeschriebene), durch den $%-Ganzheitsbegriff halbgeordnete, mul- 
tiplikative Gruppe der $-Hauptideale wählen. Für Halbbewertungen gelten die Sätze: 
Die Halbbewertung B mit der Wertgruppe /'ist dann und nur dann Archimedisch, 
d.h. es gibt zu zwei beliebigen Elementen x >0,8 >0 aus / stets eine ganze 
Zahl n, derart daß n -x > ß, wenn alle ganzen Ideale des zu B gehörigen Bewertungs- 
rings % primär sind. B ist dann und nur dann halb-Archimedisch, d.h. es gibt zu 
x>0,ß >0 aus !' stets ein n derart, daß entweder n-x>ß oder n-ß >, 
wenn die %-Primideale hinsichtlich des Enthaltenseins eine linear geordnete Menge 
bilden. Führt man ferner nach dem Vorbild von A. H. Clifford in der halbgeord- 
neten Gruppe /' Ideale ein und definiert ihre Addition, so ergibt sich: Der Bewer- 
tungsring X der Halbbewertung B mit der Wertgruppe J'ist dann und nur dann voll- 
ständig ganz abgeschlossen, wenn die /"-Ideale hinsichtlich der Addition eine Gruppe 
bilden. — Die Einführung der Halbbewertungen gestattet es also, zahlreiche Aus- 
sagen über Integritätsbereiche unmittelbar in solche über halbgeordnete Gruppen 
zu übersetzen. u Wolfgang Krull. 
Preuß, Günther und Friedrieh Karl Schmidt: Uber den Hilbertschen Irreduzi- 
bilitätssatz. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 348—365 (1951). 
Der Hilbertsche Irreduzibilitätssatz (HIS) gilt für den Körper X, wenn man 


in jedem irreduziblen Polynom F (z,,...,2,5t1,...,t) mit Koeffizienten aus K 
die Parameter t,,..., t, auf unendlich viele Weisen durch Elemente von K ersetzen 


kann, so daß das entstehende Polynom in den x allein über X irreduzibel bleibt. Das 
von Hasse gestellte Problem besteht nun darin, alle Körper K zu bestimmen, über 
denen der HIS richtig ist. Dies war nur für einfache transzendente Erweiterungen, 
» sowie für endliche separable und inseparable Erweiterungen von Körpern mit HIS 
gelöst (W. Franz, E. Inaba). Die vorliegende Arbeit gibt eine neue Klasse von 
Körpern mit HIS, die die Klasse der erwähnten Körper umfaßt, aber auch ge- 
wisse unendliche algebraische Erweiterungen enthält. Diese Körper sind durch 
bewertungstheoretische Eigenschaften charakterisiert. Es bezeichne |«a|, die Be- 
wertung des Elementes a&K bez. des Primdivisors p des Körpers K, und )) sei 
eine nicht-leere Menge von Primdivisoren mit der Eigenschaft, daß für jedes Ble- 
‚ ment aeK mit al, >1(pe))) eine Bewertung gEM) mit |a|, <1 existiert. 
9) heißt dann eine Vollmenge. Läßt sich jedes Element von K als g/h (g, he K) 
darstellen, so daß für alle Primdivisoren q einer Menge 9 9, <1. hl, <1 geiten, 
3* 
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so heißt $ eine Hauptmenge. Endlich definieren Verff.: ein Körper K ist arithmetisch 
halbendlich (a. h.), wenn in der Menge seiner Primdivisoren eine Vollmenge Y) und 

eine Hauptmenge $ vorhanden sind, mit den Eigenschaften: $C 9) und das Kom- 

plement 9) — 9 ist endlich. So z. B. ist der rationale Zahlkörper k a.h., denn man 

wähle für 9) die Menge aller Bewertungen und für $ die Menge aller nichtarchimedi- 
schen Bewertungen von k. Sofort erkennt man, daß ein algebraischer Zahlkörper 

oder ein algebraischer Funktionenkörper von einer Veränderlichen a. h. ist, wenn 
mindestens ein rationaler Primdivisor nur durch endlich viele Primdivisoren von 
K teilbar ist. Als Hauptresultate werden die folgenden hinreichenden Bedingungen © 
bewiesen (es genügt nur den Falls = 1,1 = 1 zu betrachten): Ist X ein a. h. Körper, 
so gilt für X der HIS im Fall der Charakteristik y = 0 für alle irreduziblen Polynome 
F(x;t), im Falle y >0 für in x separable irreduzible Polynome jedenfalls, aber 
für inseparable nur unter Voraussetzung der Unvollkommenheit von K. Der Be- 
weis wird auf Grund des ursprünglichen Hilbertschen Ansatzes indirekt geführt. 
Zum Schluß bemerken Verff., daß durch Verallgemeinerung der eingeführten Be- 
griffe die Resultate und die Beweise unbedingt auch auf Halbordnungen über- 
tragen werden können. x Ladislaus Fuchs. 


Zahlkörper. Funktionentheorie: 


Hasse, Helmut: Bemerkungen zu den Ring- und Strahlklasseneinteilungen 
in quadratischen Zahlkörpern. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 
322—327 (19151). 1 

Im Anschluß an eine bald erscheinende Arbeit von ©. Meyer gibt Verf. einige 
Sätze über Ringklassengruppen und Strahlklassengruppen in einem quadratischen . 
Zahlkörper 2. Ist H eine aus Ringklassen mod f (f rational) gebildete Divisoren- 
gruppe in 2, so wird f als Ringführer von H bezeichnet. Der Führer f von H in 
gewöhnlichem Sinne wird Strahlführer genannt. Es gilt {= f. Daraus ergibt sich 
dann, daß für jeden Ringklassencharakter y in 2 der Ringführer f mit dem Strahl- . 
führer f zusammenfällt. Durch Anwendung des Führer-Diskriminantensatzes aus 
der Klassenkörpertheorie kann aus der letztgenannten Beziehung sofort die bekannte 
Tatsache gefolgert werden, daß die Relativdiskriminanten der Ringklassenkörper - 
quadratischer Zahlkörper rational sind. Für den Führer f einer echten Strahl- 
klassengruppe H werden mehrere einschränkende Bedingungen gegeben, die durch 
Betrachtung der Einheiten von 2 ermittelt werden. Harald Bergström. 

Gut, Max: Eulersche Zahlen und Klassenanzahl des Körpers der 4 /-ten Ein- 
heitswurzeln. Commentarii math. Helvet. 25, 43—63 (1951). 

Es bezeichne R den Körper der rationalen Zahlen, © #1 sei eine /-te Einheits- 
wurzel für eine Primzahl 1>2 und: = v 1>K = .B(L) und KR Dem 
die Körper der I!-ten und 4/-ten Einheitswurzeln. Die Bernoullischen und Euler- 
schen Zahlen B, und E, werden durch 


RED x AL 2 = ABC 
De 2 3 Tele nen — 
ZI, une ee en)! 


definiert. Es wird gezeigt: die Idealklassenzahl 4 des Körpers K ist dann und nur 
dann zu ! teilerfremd, wenn die Zähler von B,, B,,..., B,,; und die Zahlen BE, 
Ey,..., E,_, sämtlich zu ! prim sind. — Die analytische Klassenzahlformel wird - 
nach einigen Umformungen 


Hn.9-u-ne. En," TT (S 2 (m 
5 5 SB II WE (Rn) 2 


Ri ul n=1 
Hierin bedeuten h die Idealklassenzahl von k; Rx und R x, Sind die Regulatoren von 
K und des größten reellen Unterkörpers K, von K, und zwar ist R x,[Rx entweder 
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4 oder 2; %,(n) bezeichnet den eigentlichen One kter von » mod 4 und y(r) einen 
Eigentlichen Charakter von n mod /; endlich ist F der Index einer- gewissen unter 
Benutzung der Einheiten von % explieit angebbaren Untergruppe in der Gruppe 
aller Einheiten von K. Sämtliche Faktoren von H sind natürliche Zahlen bis auf 
den zweiten. Über die Teilbarkeit von h durch I entscheiden nach Kummer die 
' Zähler der Bernoullischen Zahlen. Über die Teilbarkeit der zwei letzten Faktoren 
durch / entscheiden die Eulerschen Zahlen. Martin Eichler. 

Denes, Peter: Über Einheiten von algebraischen Zahlkörpern. Monatsh. Math. 
55, 161—163 (1951). 

Verf. beweist die folgende Tatsache: Wenn der Galoissche Zahlkörper K vom 
Grade M einen reellen Unterkörper vom Grade M /2 enthält, so ist das Quadrat 
einer Einheit von X das Produkt einer reellen Einheit und einer in K vorkommenden 
Einheitswurzel. Harald Bergström. 

Mills, W. H.: The m-th power residue symbol. Amer. J. Math. 73, 59—64 
(1951). 2 

Verf. löst folgende Aufgabe: Gegeben ein endlich-algebraischer Zahlkörper X, 
der eine primitive IN-te Einheitswurzel © enthält (l Primzahl) und ein Teilkörper k. 
Für einen zu ! primen Divisor a von k und eine zu a prime Zahl x aus k soll das in 


K Salhhr IN-te Potenzrestsymbol (*- abs —), auf ein in %k gebildetes Potenzrest- 


symbol reduziert werden. — Die u erfolgt in einem trivialen und einem nicht 
ganz trivialen Schritt. Trivialerweise ist ; 

aR\ _ _ 

(1) To H = 2. 


“wo r den Relativgrad von Ä/k({) bedeutet; denn rechts läßt sich der Exponent r 
zu a ziehen, und es ist a” = Nxyrce) (a). Indem man a in Primdivisoren p von k 
zerlegt und diese weiter in relativ-konjugierte Primdivisoren ® von k({) aufspaltet, 

ergibt sich weiter auf analoge Weise 


® er 


(wo 1” der Exponent der höchsten in k vorkommenden Einheitswurzeln von l-Potenz- 
ordnung ist und der Exponent e durch N,.(,5(d) = £””e definiert ist; explizit 
Bra 1; für lie und 

Bart Fursls2, 5 | 

FE, DEAN KCHR(E)Wreeil 

1 eh En N ale) el 
wo R den rationalen Zahlkörper bedeutet. — Verf. formuliert diese Regel unter 
Einschluß des für 1 + 2 möglichen Falles n = 0, vergißt aber im Beweis auf diesen 
Fall einzugehen (indem er den Relativgrad von k(£)/k als I-Potenz annimmt). — 
Durch triviale Zusammensetzung aus Potenzrestsymbolen von Primzahlpotenz- 
- exponenten erhält er dann auch die Lösung der entsprechenden Aufgabe für Potenz- 
restsymbole von zusammengesetztem Exponenten. Helmut Hasse. 
Mills, W. H.: Reeiproeity in algebraie number fields. Amer. J. Math. 73, 
- 65— 77 (1951). u 
Verf. gibt eine explizite Formel für das p”-te Normsymbol (x, ß) = (*) für 


einen in der Primzahl p aufgehenden Primdivisor p eines algebraischen Zahlkörpers 
k, der die p"-ten, aber nicht die p"*!-ten Einheitswurzeln enthält, an. Zuerst wird 
eine Formel für (x,7) mit x = 1 mod p und einem Primelement x für p hergeleitet, 
- die für p + 2 folgendermaßen lautet. Es sei £ eine primitive p”-te Einheitswurzel; 
für eine natürliche Zahl a = cp’(p4c) sei 


F;(a) = u K He A iS - n und /ı(a) = er :(a/b) u(b)/b. 
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Weiter sei ® eine (p’— 1)-te Einheitswurzel aus der p-adischen Hülle k von k, 
r—2 . . . 
G(&,y)=1+ B3 5 Q,, 2" y’ eine Poztenreihe mit ganz rationalen Koeffi- 


Bl) 
zienten a,,, so daß G(w,n) = a Ist und 


= i >‘ 2) Und 
log G (x, y) = — Ss (1 — G(z, y))*/% = > =, RE 
Schließlich sei 
© »(pf—2) 


0, 0p-"\G nl = Se 
v=1 u=0 


N 


ic ur 
man fra» n; 


dabei sollnur über solche » summiert werden, für die der Exponent » a p” ‚ganz Ist. 
Dann ist 
1 j S ; —n|( | 
(x, 7): 162 mit Br Si 23 I: (a) [@,a p &a]j; 
a=\ı 
wo S die Spur von k nach dem rational p-adischen Körper bedeutet. Der Beweis 
hierfür wird durch explizite Berechnung von (x, x) für die Einseinheitenx =1— o* °, 
die eine Basis aller Einseinheiten bilden, geführt. Sind nun x und £ Einheiten, so 
ist «Xp = 1 mod p, und man erhält eine Formel für (x, ß) aus der Darstellung 
RI ee Tl ee, Martin Kneser. 
Brauer, Richard: Beziehungen zwischen Klassenzahlen von Teilkörpern eines 
galoisschen Körpers. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 158—174 
1951). 
| a den Zetafunktionen der Teilkörper Q eines beliebigen galoisschen 
Körpers K über dem Körper P der rationalen Zahlen bestehen nach Artin bekannt- 
lich Relationen der Form IT &(s, Q)*(®2 = 1. Durch Übergang zu den Residuen an 


2 

der Stelle 1 erhält Verf. daraus Relationen zwischen den Klassenzahlen (2), den 
Regulatoren und den Anzahlen »(2) der Einheitswurzeln von 2 in der Form 
IT (R(2) k(2))) = II (w(2))*®). Verf. hat bei der Korrektur bemerkt, daß 
2 Q 


S. Kuroda (dies. Zbl. 37, 161) sich mit demselben Fragenkreis beschäftigt hat 
und u. a. die letztgenannte Relation hergeleitet hat. Es scheint ihm aber unbekannt 
zu sein, daß Ref. diese Relation schon in seiner Arbeit „Zur Theorie der biquadrati- 
schen Zahlkörper“ [Nova Acta Soc. Sci. Upsaliensis, IV. Ser. 10, no. 8 (1937); dies. 
Zbl. 18, 104] hergeleitet und benutzt hat. Das Hauptziel des Verf. ist aber, das in 
der Relation steckende Potenzprodukt der Regulatoren näher zu erklären. Er 
zeigt, daß dieses Produkt sich wesentlich als eine arithmetische Invariante einer 
bestimmten ganzzahligen Gruppe linearer Substitutionen deuten läßt. Läßt man 
alle galoisschen Körper K mit einer fest gegebenen galoisschen Gruppe @ zu, so 
gehört I] k(2)"(®) einem endlichen Wertbereich an, der nur von @ und dem ge- 
2 


wählten Exponentensystem a(Q2) abhängt. Diese Sätze werden durch nähere Be- 
trachtung der Einheitengruppen von K und von den Teilkörpern Q2 erhalten. 
Harald Bergström. 

Tamagawa, Tsuneo: On the theorem of Riemann-Roch. J. Fac. Sci., Univ. 
Tokyo, Sect. I 6, 133—144 (1951). 

A. Weil (dies. Zbl. 19, 247) hat einen engen Zusammenhang zwischen dem 
Riemann-Rochschen Satz in einem algebraischen Funktionenkörper K und der 
topologischen Struktur des Idelringes K von K festgestellt und hat einen Beweis 
des Riemann-Rochschen Satzes gegeben, bei dem die Differentiale von K als die 
stetigen linearen Funktionen auf dem Modul K/K definiert werden. Verf. gibt zu- 
nächst einen neuen Beweis auf dieser Grundlage und verallgemeinert ihn dann auf 
lineare Vektorräume über X. Soerhält er auf gleicher Grundlage einen neuen Be- 


39 


weis der von Witt (dies. Zbl. 9, 193) gegebenen Verallgemeinerung des Riemann- 

 Rochschen Satzes auf halbeinfache Algebren über X, sowie auch (Spezialfall einer 
endlich-algebraischen Erweiterung von K) der Hurwitzschen Formel für das Re- 
lativ geschlecht. Helmut Hasse. 
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Ward, Morgan: A elass of soluble diophantine equations. Proc. nat. Acad. 
Sci. USA 37, 113—114 (1951). 

Es sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, F(r) = F(x,,...,%,) eine 
Form vom Grad n mit Koeffizienten aus R. Es sei J der kleinste Unterring aus R, 
der alle Koeffizienten von F enthält. Es wird die diophantische Gleichung 
(1) F(x) = 2” (m >0, ganz) betrachtet. Gibt es £+ 1 Polynome Q(y), P,(b) 
über R bzw. I i=1,...,t1),9y=(y,--.,y,), sodaß F(P(y)) = (Q(y))”, so sagt.man, 
(1) habe eine t-parametrige Schar von Lösungen in R bzw. I. Ist (m,n) = 1, sohat (1) 
eine solche Lösungsschar in R und in /. Der Beweis ist ganz kurz. Von besonderem 


t 
Interesse ist der Spezialfall F(r)= N x?, I=Ifl]. N. Hofreiter. 
i=1 


Brewer, B. W.: On the quadratie reeiproeity law. Amer. math. Monthly 58, 
177—179 (1951). 

Zum Beweis des quadratischen Reziprozitätsgesetzes wird die Theorie der 
Galoisfelder herangezogen. Dadurch erhält Verf. eine neue Variante der vielen 
- Beweise dieses Satzes, wenn er auch mehrere Gedankengänge aus den klassischen 
Beweisen benutzt. Harald. Bergström. 

Redei, L.: Einfacher Beweis des quadratischen Reziprozitätssatzes. Math. Z. 
54, 25—26 (1951). 

The author gives a proof of the quadratic reciprocity law which is somewhat 
. similar to the third proof of Gauss (Werke, Bd. 2, S. 1—8). The present proof uses 
Gauss’s lemma (op. eit., p.4) and the following fact (ef. Barlow, Theory of num- 
bers, London 1811, p. 324): If p and q are coprime positive integers and k is a non- 
negative integer, then the Diphantine equation px +qy=k has exactly 
1 + [q’kp] + [p’ kg] solutions in non-negative integers x and y, where p’ and q’ 


are integers such that pp’ + qq’ = 1. Paul T. Bateman. 
Subba Rao, M. V.: Congruence properties of a(n). Math. Student 18, 17—18 
(1951). 


The author gives a simple proof of the following result of the reviewer [Math. 
Student 11, 33—35 (1943)]. If o(n) denotes the sum of the divisors of the positive 


“ | | 


integer nthen o(kn — 1) is divisible by k for all.n >J and k =3, 456,8, 12 or24. 
See also the reviewer’s paper [Proc. Indian Acad. Sei. Sect. A 25, 314—321 (1947)]. 
 K.G. Ramanathan. 


18, 31—32 (1951). 


; . Er 1 
Bedeutet D®(n) die Eulersche Funktion, so beweist Verf. Im BR +00, 
lim age =0(n=1,2,...). Zum Beweis betrachte man die Folge n, = i 
mu N 


Pı Pa‘ *'P, (Pe bedeute die o-te Primzahl), r=1,2,...; aus der Primfaktor- 
darstellung n, +1 = gdı...g% folgt sofort 9, >p,; wegen sr ist daher 


2 1 Bu 1 DD 1 1 ; i i 
II (! = ) > TI (1 — +) > II (1 — 7) — Dies ergibt unmittel- 
o=1 ei t=p +1 t=M+1 

“ ji j 
bar: An) >= se IC -—) 5 mit r— oo strebt aber die rechte Seite 
© (n,) RE En Do ü 
ed 1 . D(n, +1 
bekanntlich nach - 00, was sofort lim en Rn — lim 2 Ar er L co nach 


r 
sich zieht. In ganz analoger Weise ergibt sich oh REN Ti (1-—) ü 


(n,—1) n„—1 o=1 Po 


und damit lim ee) — lım Re =), Hans-Heinrich Ostmann. 
Ein) B(n, — 1) 


e Chintin (Khintchine), A. Ja.: Drei Perlen der Zahlentheorie. 2. umgearb. 


 Somayajulu, B. $. K. R.: On Euler’s totient funetion © (n). Math. Student 


Aufl. Moskau - Leningrad: OGIZ, Staatsverlag f. techn.-theor. Lit. 1948. 64 S. F 


R. 1,10 [Russisch ]. 

Chintschin, A. J.: Drei Perlen der Zahlentheorie. Herausgeg. v. Forschungs- 
institut für Mathematik der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 
Übersetzt von William v. Klemm. Berlin: Akademieverlag 1951. 62 S. DM 6,—. 

Bei den drei Perlen handelt es sich 1. um den Satz von Baudet-van der Waer- 
den, daß für hinreichend großes n = n(k, 1) bei jeder Zerlegung eines beliebigen 
Abschnitts der natürlichen Zahlen der Länge n in k Klassen mindestens eine dieser 
Klassen eine arithmetische Progression von / Gliedern enthält, 2. um den Satz von 
Schnirelmann-Mann über die Dichte der Summe zweier Mengen natürlicher 


Zahlen und 3. um den Satz von Waring-Hilbert. Jedes dieser drei Probleme 


ist elementar beweisbar. Verf. gibt für das erste einen (erstmals mitgeteilten) Beweis 


von M. A. Lukomskaja, für das zweite den Beweis von E. Artin und P. Scherk 
(1943), für das dritte den Beweis von J. W. Linnik (1942). Diesem ist es gelungen, 
das Waringsche Problem mit den Mitteln der Schnirelmannschen Dichtetheorie zu 
beweisen. Die Beweise hat Verf. 1945 für einen jungen, im Lazarett befindlichen 
Studenten dargelegt. Sie setzen nichts voraus und sind durchweg durchsichtig ge- 


staltet. Die Übersetzung des Buches ins Deutsche ist sehr zu begrüßen. — Die 


beigegebenen Berichtigungen werden durch das Fehlen mathematischer Zeichen - 


und Indizes etwas beeinträchtigt. Hans Rohrbach. 
Knödel, Walter: Über Zerfällungen. Monatsh. Math. 55, 20—27 (1951). 


Verf. fragt nach der Anzahl solcher Schaltungen von s Widerständen, die sich - 


durch folgende Prozesse gewinnen lassen : Erlaubt sind Parallel- oder Hintereinander- 
schaltungen von Widerständen, und erlaubt sind Schaltungen, die sich durch Par- 


allel- oder Hintereinanderschaltung erlaubter Schaltungen gewinnen lassen. Er | 


fragt ferner nach der Anzahl derartiger „‚Schaltbilder“, d.h. Schaltungen ohne 


Rücksicht auf Permutationen der Widerstände. Für die genannten Anzahlen werden - 


rekursive Berechnungsformeln aufgezeigt, wobei die Frage auf die Zerfällungen einer 
Zahl in Summanden zurückgeführt wird. Die Anzahlen werden auch durch erzeu- 
gende Funktionen ausgedrückt; eins der Ergebnisse lautet: Ist z—1 +2u- eu, 


so ist die Anzahl der Schaltungen von n Widerständen gleich der doppelten n-ten 


N 
b 


' Ableitung von u nach x an der Stelle x = 0. — Bedauerlicherweise wird die Be- 
' nutzbarkeit durch eine nicht immer völlig unmißverständliche Ausdrucksweise 
sowie durch störende Druckfehler in den Formeln beeinträchtigt: Auf S. 22 lies 


Ball SlALBE ee En ER ‚auf 8.23 lies ylstatt’y?, lies 


5 —.. 
Ss 


Ss Ss T 

= statt yYrl, lies y —1-+ x, statt y—1 og, in Satz 2b lies Il statt yl, auf 
8.26 lies 2,) statt 2), und lies e* statt e®i. Außerdem sind n und u in der Arbeit 
durchweg synonym verwendet mit Ausnahme der letzten 13 Zeilen, wo sie wirklich 
_ etwas Verschiedenes bedeuten. Alfred. Stöhr. 


Watson, 6. L.: A proof of the seven eube theorem. J. London math. Soc. 26, 
153—156 (1951). 


Es wird ein sehr einfacher Beweis gegeben für die folgende Tatsache: Jede 


' genügend große natürliche Zahl ist als Summe von sieben Kuben darstellbar. Aus- 
' gangspunkt des Beweises ist die Identität 


P3 pt ta rer ri + ep ea + pn) 


3 
Ag a Opa, 
i-1l 


Wenn die links in den runden Klammern stehenden Ausdrücke alle gerade sind, 

steht also rechts das achtfache einer Zahl N, die dann durch sechs Kuben darge- 

‚stellt ist. Wenn also 8N die rechtsstehende Form hat, ist N durch sechs Kuben 

darstellbar. Nun wird benutzt: 84 +3 (u natürliche Zahl) ist darstellbar in der 
3 

Form 83u+3= N a?,x, ungerade. Damit kann gezeigt werden: Es ist jeden- 
| 


Rn 


falls dann 


8N = (Ag + 2 r12) 98 + 696 7° p B3 x; x, ungerade, 
sl 


wenn N,7,9,r folgende Bedingungen erfüllen: p,9,r sind Primzahlen und 
er 1 (msd6),  Tr<ga<i1llr, ZgEp<N<gEp, N =39(mod6p), 
4N = r!8 9? (mod 4), 2N = g!® p? (mod r®). Durch sehr scharfsinnige Schlüsse 
wird nun weiter gezeigt: Zu jedem genügend großen n gibt es p,q,r und ein t so, 
daß obige Bedingungen für N=n-—1? erfüllt sind. Es ergibt sich, daß man genauer 
wählen kann: gq,r zu n teilerfremd und beide < (log n)?, sodann pmit nl3 g& < 
p<1,01nV3g*, 0<t<s6pg?r. Der Beweis der eben genannten Tatsachen 
wird geführt mit Hilfe der Abschätzung von Siegel und Page über die Anzahl der 
Primzahlen in einer arithmetischen Progression. . Karl Prachar. 

Szekeres, G.: An asymptotie formula in the theory of partitions. Quart. J. 
Math., Oxford II. Ser. 2, 85—108 (1951). 

Verf. gibt asymptotische Formeln (n >00, k co) für die Anzahl ? (n, k) 
der Zerlegungen der natürlichen Zahl n in genau % (positive, ganzzahlige) Summanden 
und für die damit zusammenhängenden Funktionen P(n, k) (höchstens k Sum- 
manden) und g(n, k) (genau k Summanden, die zu je zweien verschieden sind). Es ist 


P(n,k)=p(n+k,k)=qg(n+tk(k +1),k). Für R(N,k)= P(N —1k(k +1), k) 


* erhält er eine Formel von der Gestalt 


” 


log R(N,k)=k(2a! u (x)—log (2 sinh $ u («)))—-log N + 
l 


wo x = (k +4)? N-list, u (t) die durch 


—1 
I ea ha) AOK), 
al) 
4 1 
uw —t | 2 xcoth —- x dx 
De : 


“ definierte Funktion, m beliebig >0, und 


yolt) = u (t) IT — 4 log (2 (u (t))-Tsinh u ()) + 3 log u’ (t) — log. 
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Die Formel gilt gleichmäßig für «x <o, < 0, wo o der Konvergenzradius der durch 
® 
Var [ © I geot- a) da 
ö E R 


definierten Potenzreihe v(t) ist. Die y,(t) sind gewisse für |t| <g analytische 
Funktionen. Der Gültigkeitsbereich «x <o= 2,598... umfaßt den Bereich 
N > 0,385 k2 und ist deshalb bedeutend größer als der Gültigkeitsbereich k = o(n}) 
der von Erdös und Lehner [Duke math. J. 8, 335 —345 (1941); dies. Zbl. 25, 107] 
erhaltenen asymptotischen Formel. Verf. vermutet, daß seine Formel gleichmäßig 
für N >ZCk2 (C beliebig > 4) gültig ist. Hendrik Douwe Kloosterman. 

Knödel, Walter: Sätze über Primzahlen. Monatsh. Math. 55, 62—75 (1951). 

Verf. beweist, daß es bei vorgegebenem k > 2 unendlich viele k-tupel von natür- 
lichen Zahlen %,, %s, - - -, 4, gibt, zu denen unendlich viele natürliche Zahlen 2 exi- 
stieren, derart, daß das k-tupel2+ y,i=1,2,...,%k) aus lauter Primzahlen be- 
steht. Er gibt auch untere Schranken für die Anzahl der k-tupel und für die Anzahl 
der z unter einer gegebenen Grenze an. Hendrik Douwe Kloosterman. 

Redheffer, R. M.: Analytie functions related to primes. Math. Mag. 24, 135 — 
138 (1951). 


4 


Buchstab, A. A.: Über eine asymptotische Abschätzung der Anzahl der Zahlen | 


einer arithmetischen Progression, die nieht durch „relativ“ kleine Primzahlen teil- 
bar sind. Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 165—184 (1951) [Russisch]. 

Let v(&) be a function defined by y(a) =1 for 1<a<2 and vy(@« —1)= 
(x—1)y’(a) fora >2. It was proved by the author previously that lim a1» (x) = e=© 


& — 00 


where C is the Euler constant. In the present paper, the author obtained a more 


precise result that 
Ip(a) ne e-€C X | <= e*(log&+loglog« —1+ Cloglog «/log «) 3 


The method is arithmetical and it has been used successfully by the author in the 
theory of numbers. It would be interesting to prove this analytical result by means 
of an analytical method. Loo-Keng Hua. 

Brujn, N. @. de: On the number of positive integers <x and free of prime 
factors > y. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A. 54, 50—60, Indagationes math. 
13, 50—60 (1951). 

Let Y(x, y) be the number of positive integers <x and free of prime divisors 
> y. It is known that lim y>* Y(y®, y) = o(u), where o(u) is defined by o(u) = 0 

[0,0] 


y> 
for u<0, ow)=1 for 0 <u <1 ando(u) is continuous and satisfies uo’(u) = 


o(w—1) (w>1). The author made a closer investigation, he proved that 
Fa y)-zew)|<0O, u R(y) +C,+Cz,xo(u) log(2 + u)/log y, 
(x >1, y=2, 0<u<.logy), where 0), C',, C, are absolute constants and R(y) 
is roughly the order of |z(y) — li y|/y. — Besides this result, the author gave an 
application: Let g(n) be the greatest prime divisor of n. Then 
oo 
= logg(n) =axlogx +0(x) where a = il (1 + u)? o(u) du. 
NnSz 0 
We may compare this with a result of S.D. Chowla and T. Vijayaraghavan 
(this. Zbl. 39,232): Loo-Keng Hua. 
Vinogradov, I. M.: Allgemeine Sätze über die obere Schranke des Betrages 
trigonometrischer Summen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 15, 109—130 
(1951) [Russisch ]. 
The paper contains improvements of author’s previous results. Among the 
main contributions, we select the following two typical ones: I. Let N and P (>0) 
be integers, and let f(x) be a real function having continuous (rn + 1)-th derivative 
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ft (x) satisfying A-1 < fr+d (a)/(n +1)! <c/A, where P<A<C P2. Then, for 
 P, satisfying 0O<P, <P we have 
n(log120n— 1,7)/2 el3 Pl— =c ESTATE 
een en GIER gar 
‚HI. Let m and p be positive integers, f(x) — Cy4ı tl +++ G 2%, where c’s are 
real numbers of the form c, — a,'q, +6, 4,9, (a,q) =1,0<q4,<p, 0,|<1. LetQ@ be 
the least common multiple of 3... .,Q,.,. Let r — min (log Q/log p, 1). Then for 
Marz Ir T ; 12 (m + 1)2 
2 <(8,rUl2 p1=0, 0 Innkni’ i=log : 5 
Further, for 1<q< pS, we let = prlor1 I gg Pr for ER 
then we have, for n > 12, 


e2 rif(e) 


m < p!:O5tIn, wehave 


D 
> o2rimf(x) 


p | 
S o2rimf(e)) < (8 n)0,665nlog12n? y2eltpi-e:g — ____° 
Bet m pP Ton log 12 n2' 


For @ <p, let Q = p°, then for m < pV:®5 ?/n, we have 


| < rin 5 In? ee T 
NO ne 
“ Loo-Keng Hua. 
Hua, Loo-Keng: On exponential sums over an algebraie number field. Ca- 
nadian J. Math. 3, 44—51 (1951). 
Mordell (dies. Zbl. 5, 246) betrachtete die Exponentialsummen 
S(h)= I e(f.(@)) mit e(e) = et"'?, 
zmod.p 
wo f, ein rationalzahliges Polynom vom Grade %k ist, dessen Koeffizientenhaupt- 
nenner eine Primzahl 7 ist; er bewies für sie (auf elementarem Wege) die Abschätzung 
S(f,) = O(p!="/%). — In einer früheren Arbeit [J. Chinese math. Soc. 2, 301—231 
(1940)] verallgemeinerte Verf. dies Ergebnis auf zusammengesetzte Nenner. Hier 
bringt er eine weitere Verallgemeinerung, nämlich auf die Exponentialsummen 


S(f) = > f e (Sp (f.(®))), 


wo f, ein Polynom vom Grade k über einem endlich-algebraischen Zahlkörper K 
ist, ferner Sp die Spur in X bedeutet, und der Modul n der Koeffizientenhauptnenner 
von df, ist (d die Differente von K). Er findet (wieder auf elementarem Wege) die 
Abschätzung S(f,) = O (N (n)!=!/k+e), für jedes e > 0, wo N dieNorm in K bedeutet; 
und zwar hängt die Konstante in O nur von k,e und dem Grad von K ab. 
Helmut Hasse. 
Flett, T. M.: On a coeffieient problem of Littlewood and some trigonometrical 
sums: Quart. J. Math., Oxford II. Ser. 2, 26—52 (1951). 
Verf. betrachtet die Funktion Q(z) = Q(z, 9); welche bei gegebenen g, definiert 
a, -1<Ru<1 39>0, 
A 
u.-: 2% |o+ 11 >}, wo A(r) = k?(r) die elliptische Modulfunktion ist. Es 


ist durch Q(z) = logA(r), , = logA(t,), 2= — 


handelt sich um die Untersuchung der Koeffizienten gy von zY in der Entwicklung 
von Q(z). Man kommt auf Q(z), wenn man die Familie der regulären Funktionen 
Q(z) betrachtet, welche die Werte +2nri(n = 0,1,2,...) in |2|<1 nicht an- 
nehmen. Diese sind Q(z) ‚‚subordiniert“‘. Es genügt, sich auf 7, = I zu beschrän- 
ken. Dann werden zwei Beweise (der eine nach Ingham) für die Entwicklung 
ee) I: } 
TE BE SV a Lo De 


T n,m=1 


“ gegeben, und es wird gezeigt: fe 
(*)  an|< Al) (logNlogleeN, (HN S=qt tan =OllogN). 


Der (komplizierte) Beweis von (*) benutzt einerseits ein Lemma von van der 


Corput (dies. Zbl 18, 108), andererseits ein Lemma von Vinogradov (dies. Zbl. 


g 


33, 251) und zwar in folgender verschärfter Gestalt: Es seien k, L, M, P natürliche 


- Zahlen, k >7, L>1, M 22, o(x) eine reelle Funktion in x, welche (k + 1)-mal 
: el: pH 2 
stetig differenzierbarin P+1<x <P-.L ist und für die 7) = R: 2 a <Z 7 
dem ganzen Intervall ist. Ist dann Qt <M <Q,L<M, dann ist 
Ne | Par earip(m) < A elsklog’k Yi-e]ogM, oe = (50 k2log k)-.. 


ıISU<L |m=P+1 


in?# 


Für dieses Lemma gibt Verf. einen ausgeführten Beweis, welcher sich auf das Hua- 


sche Theorem stützt. Besonders hervorzuheben sind die Bemerkungen des Verf. 


ehr2 


über dieses Lemma und dessen Anwendungen. — In einem Anhang beschäftigt sich 


Verf. noch mit der Heckeschen Zetafunktion 
1 = ei iargn e 
las Ar) T > Er [k ganz, = 0; n ganze Zahl aus k(?)] 
N 
und zeigt, daß für k— co £(1,4%) = O {(log klog log k)} ist. 
Edmund Hlawka. 


Mordell, L. J.: The product of two non-homogeneous linear forms. IV. J. 4 


London math. Soc. 26, 93—95 (1951). 


Es ssien L=ax+by, M=cx+.dy reelle Linearformen mit der Deter- 


minante A 0. Nach einem bekannten Satz von Minkowski gibt es bei be- 
liebig gegebenen reellen Zahlen p,q ganze Zahlen x, y, so daß 

2+ PM + al <lAl. 
Der Verf. betrachtet den Fall, daß a/b irrational ist und L+p für ganzzahlige 
x, y verschwindet. Er zeigt, daß es dann ganze x, y gibt, so daß 
A| 


DEP) Mo] er Dun 


L$p|<e 


für beliebig gegebene 6 >0, e>0 silt. 1/Y5 ist die bestmögliche Konstante. | 
Der Nachweis erfolgt sehr einfach durch Zurückführen auf den homogenen Fall. 


N. Hofreiter. 


Clarke, L. E.: On the produet of three non-homogeneous linear forms. Proc. 


Cambridge philos. Soc. 47, 260—265 (1951). 


Es seien &, 7, & Linearformen in u, v, w mit reellen Koeffizienten und der Deter- ’ 
minante A =+ 0. Dann gibt es nach Remak und Davenport (dies. Zbl. 20, 205) 


bei beliebig gegebenen reellen Zahlen a, b, c stets ganze Zahlen u, v, w, so daß 


E-an-b)eE-o| SEA]. 


1 


5 Ist die bestmögliche Konstante für beliebige Linearformen. Sind aber £, 7,£& die? 


konjugierten allgemeinen ganzen Zahlen eines total reellen kubischen Körpers, so 


läßt sich die Konstante rechts herabdrücken, was Davenport (dies. Zbl. 29, 18) 


für die Körper mit den Diskriminanten 49 und 81 gezeigt hat. Dies sind die Körper 


mit kleinst möglicher Diskriminante. Beide Körper sind zyklisch. Der Verf. betrach- 


tet den total reellen kubischen Körper X (0) mit der Diskriminante 148, wo 9 Wurzel 


von #—4t+2=0 ist. Dieser Körper ist unter allen nicht zyklischen Körpern 


jener mit kleinster Diskriminante. Verf. leitet einen entsprechenden Approxi- 


mationssatz ab und erhält rechts die Konstante 1/4 y37, die für die Linearformen 


über K(0) und den konjugierten Körpern die bestmögliche ist. Der Beweis ist 


ähnlich dem von Davenport, aber komplizierter, weil der betrachtete Körper 
nicht zyklisch ist. Nebenbei ergibt sich, daß im Körper K (0) der Euklidische Algo- 
rithmus gilt. N. Hofreiter. 
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Chalk, J. H. H. and (. A. Rogers: On the product of three homogeneous linear 


_ forms. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 251—259 (1951). 


Let P(X)=|x, 2, z;|, where X= (x, &,, %,) Is a general point in 3-dimensional 
space. Davenport [Proc. London math. Soc., II. Ser. 44, 412-431 (1938), this 
Zbl. 19, 196] has shown that in any lattice A of determinant A + 0 with a point 
at the origin O there is a point T +0 with P(T) < * A, with equality only in one 
specified case. Here it is shewn that there are infinitely many bases A, B, C of A 
such that P(A) P(B) P(C) < (A 7,2)® except in the same case; and then there 
are infinitely many with P(A) = P(B) = P(C) —A/?. ‘The proof uses the full force 


of the theorem of Davenport and Rogers (this Zbl. 36, 26) that except in two 


specified cases there are infinitely many lattice points T with P(T) <A /3,1- The 
required result is trivial in the two exceptional cases and if there is a T with 
P(T) = 0; otherwise A, B, C are constructed from T by a finite algorithm. _ 
J. W. S. Cassels. 
Davis, €. S.: The minimum of a binary quartie form. I. Acta math. 84, 263— 
298 (1951). 

„In the present first part, the author determines A(K) for the star domain K: 
f(z, y) <1 where fisa binary biquadratie form with two pairs of complex conjugate 
linear factors. K is not necessarily convex, but A(K) is still found to be the lower 
bound of the determinants of all admissible lattices with at least 6 points on 
f(x, y) = 1. The method for solving this extremum problem is very similar to that 
of L. J.Mordell [Proc. London math. Soc., II. Ser. 48, 339—390 (1945)]. 

Kurt Mahler. 
Rogers, €. A.: The asymptotie directions of n linear forms in n + 1 integraı 
variables. Proc. London math. Soc., II. Ser. 52, 161—185 (1951). 


Es seien x, £; - - - %, n + 1 Linearformen in n +1 Variablen u, (= 0,1,..;.,n) 
_ mit Determinante +0 und so beschaffen, daß stets (2,...,%,) =# (0,...,0) 
für alle (u ü»---,u,) [u, ganz, # (0,...,0)] Die x, bestimmen ein Gitter 


L von Gitterpunkten X im R,,,. Der zugehörige Punkt (x,,...,x%,) im R, 
werde mit x, die Länge seines Ortsvektors mit |x| bezeichnet (auch dann, 
wenn X kein Gitterpunkt ist). Dann heißt eine Richtung v, |»|=1, asym- 
ptotische Richtung (kurz: ein v,) für die Formen x,, wenn es eine unendliche 
Folge {X} aus Z gibt mit x >0, so daßa) «N >0, b) «N/|an| >v gilt. 
Diese Richtung heißt asymptotisch von der Ordnung O(f(x)) bzw. o(f(x)), wenn 
f(x) = o(1) bzw. O(1) ist und statt a) gilt: a,) «" = O(f(xN)) bzw. 2) ar) = 
o(f(z$9)). O.B.d.A. kann x, = u, angenommen werden. Aus dem Minkowski- 
schen Linearformensatz folgt, daß es zu einem System x, wenigstens ein v, mit der 
Ordnung O(xz-!/r) gibt. Das Ergebnis der Untersuchungen ist nun folgendes: 


Pr N N 
1. Gibt es reelle Zahlen c,(W =1,...,n)mitc,#0,sodaß (*) I ,%,= Nb,u, 


v=1 =0 
(b, ganz) ; dann ist eine Richtung v dann und nur dann ein v, mit einer vorgegebenen 


n . . ’ ’ ’ 
» Ordnung, wenn N c,v,—= 0 und die Richtung DR RR ON ee ee) 


ein ?% der Bagoheneh Ordnung für ein gewisses System MER von n—1 
Linearformen in n ganzzahligen Variablen ist. Es wird also, wenn (*) gilt, die Be- 
stimmung der v, gegebener Ordnung von Systemen in n + 1 Variablen zurück- 
geführt auf die analoge Aufgabe in n Variablen. — 2. Ist (*) nicht erfüllt, dann ist 
jede Richtung ein v, von der Ordnung o(1) (folgt aus dem Kroneckerschen Theorem) ; 
es gibt aber bei gegebenen v ein System x,, welches als einzige v, gerade v und —v 


* besitzt. — 3. Jedes System besitzt stets ein v, von der Ordnung O(x"!!"), so daß 


entweder —v, ebenfalls eine solche Richtung ist oder wenigstens Grenzlage von 


solchen Richtungen ist. — 4. Bei vorgegebener Richtung v und vorgegebener 
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positiv abnehmender Funktion F(x) der Ordnung o(1) gibt es stets ein System, 


welches (*) nicht erfüllt, so daß die einzigen v, der Ordnung O(f(x)) vund —vsind. — 


Daraus folgt dann: Ist V eine abgeschlossene Menge von FEinheitsvektoren v, welche 
mit v stets —v enthält, und f(x) und F(x) positiv abnehmende Funktionen, so 
daß für |x| — oo f(x) = o(l), F(x) = o(f(x)), dann gibt es ein System x,, so daß 
jede Richtung von v ein v, von der Ordnung O(f(x)) des Systems ist, während jede 


Richtung außerhalb v kein v, von der Ordnung O(f(x)) ist. In dem Beweis von 3. 


und 4. liegt die Hauptleistung der Arbeit. Edmund Hlawka. 


Rogers, €. A.: The signatures of the errors of simultaneous diophantine ap- 
proximations. Proc. London math. Soc., II. Ser. 52, 186—190 (1951). 

Diese Arbeit stellt eine Anwendung der Untersuchungen der oben besprochenen 
Arbeit dar, welche die Bedeutung der erzielten Resultate zeigt. Es seien 6,,- - ., 6, 
irrationale Zahlen, 0 = (6,,.. .,0,), welche durch Zahlen (u, /ug - - - 4,4) = U 


(u, >0, u, ganz) approximiert werden, x/x, = uw - I (my = U = u—Ou) | 


der Fehler, eil/xo (|| «|| = Max |,|) die ‚Spanne‘ des Fehlers, $, die Vorzeichen- 
verteilung der x, . . ., &,, die „Signatur“ des Fehlers. — Dann gilt: Sind 1, REES EN 


linear unabhängig, S eine gegebene Signatur, e > 0 beliebig, dann gibt es Approxi- 


mationen u,u, zu $ mit beliebig großen u, mit Fehler x/x,, welcher die gegebene 
Signatur hat und für den ||x| /x, < &/uy ist. Legt man keinen Wert aufeine bestimmte 
Signatur, dann kann man bekanntlich die Abschätzung für die Spanne verschärfen 
zu w#r+V/n. Dies gilt nicht mehr (für n > 2), wenn man die Signatur des Fehlers 
vorschreibt. Denn es gilt: Ist f(w) eine Funktion in « mit f(u) <4+ und uf(u) 
monoton abnehmend gegen 0 (u ganzzahlige Variable) für « — oo, dann gibt es 
linear unabhängige Zahlen 1,0,,. ..,,, so daß für jede Approximation u/u,, deren 


Fehler x/z, die Spanne ||x]|/x, < f(u,) besitzt, die Signatur entweder (--,..., +) oder - 


(=; ..., —) ist. Nennen wir eine Approximation w/u,an 0 eine gute Approximation, 
wenn [2|| < 3 und es keine Approximation v/v, an 0 mit Fehler y/y, gibt, so daß 
Yo \y|| S||®)| ist, dann gilt: Ist v/u, eine gute Approximation an 0, dann 


lei 


1St 
To 


mationen haben Fehler mit verschiedenen Signaturen. [Verallge- 


= udn 


meinerung des wohlbekannten Sachverhaltes für u = 1 (Kettenbrüche!) auf n >1]. 

— Weiter wird noch gezeigt:Sind 1, 6,, .. ..@, linear unabhängig, dann gibt es Approxi- 

= |iell „re 
x 


mationen u/u, an 0 (u, beliebig groß), so daß für den Fehler Im 
= (n+1) [re 

& u 

i = : 0 0 0 
gilt und eine vorgegebene Komponente x,/x, ein vorgegebenes Vorzeichen be- 


sitzt; aber gibt man eine Funktion f(«), wie vorher, vor, so gibt es wieder solche 6,, 


daß bei allen Approximationen u/u, an mit |\a|'/x, < f(u,), wenigstens n — 1 
der Komponenten des Fehlers xx, positiv sind. Edmund Hlawka. 
Macheath, A. M.: A new sequence of minima in the geometry of numbers. 
Proc. Camb.idge philes. Soc. 47, 266—273 (1951). 
Verf. studiert die Minima von fay)=k+px+qgy-(rx+sy) 


(P: 9, 7, 5, k reell, Ip s—q r| — 1). Zwei solche Polynome sind äquivalent, wenn sie 


durch eine ganzzahlige Transformation !=ax+by+te Y=ca+dy-+f, 
a d—bc= +1, auseinander hervorgehen. Zunächst werden die ersten drei 
Minima bestimmt: Es gibt ganze Zahlen (x, y),so daß 0 < f(x, y) < (Ey13, 
es sei denn, daß f äquivalent ist zu Fa 


hat y-M+c h-6 Mat y-p)+e, =K Mia y) + e 
a reellem c. I Dose 0, so nehmen fr fa; fs keine Werte zwischen 0 und 2V3 bzw. 
(5)V3 bzw. (%)"® an. Diese f, sind die ersten Glieder einer unendlichen Folge von 
Polynomen, deren zugehörige Folge von Minima gegen 0 strebt. Es wird genauer 
gezeigt: Zu vorgegebenen e >0 gibt es eine endliche Anzahl von Polynomen 


no - und irgend zwei aufeinanderfolgende gute Approxi- 
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, ..., fx, So daß, wenn f zu den Polynomen f; +c(1 <i <N). nicht äquivalent 
‚ist, es ganze x, y gibt, so daß 0 < f(x, y) <e. Die genaue Gestalt dieser f, bleibt 
offen. Der Beweis dieses Satzes beruht ar einem Satz von Hardy-Littlewood 
über die. Approximation von Irrationalzahlen durch Brüche von der Gestalt rg? 
[Acta Math. 37, 155—191 (1914)]. Benutzt man die schärferen Resultate von 
Vinogradov und Heilbronn (dies. Zbl. 31, 205), so kommt man zu schärferen 
Aussagen. Edmund Hlawka. 

Apsimon, H.: On the eritical lattices of the .„.quadrifoil“. Quart. J. Math., 
Oxford II. Ser. 2, 17—25 (1951). 

Verf. betrachtet den Bereich R,, definiert als die Vereinigungsmenge der vier 
Kreise S,: (x a? + =1, 8: (y— a)? + x? = 1 und ihrer Spiegelbilder S,, 55 
‚an (0, 0) [ein Strich bedeute stets: Spiegelung an (0,0)], mit 0 <a <1. Verf. weist 
Bun für 0 <a 1/Y5 einen irreduziblen Bereich 4, auf, der auf R, liegt: Ist A 
' der Schnittpunkt von S,, S,, B jener von S,, S;, Z auf Sy, M auf S, jene Punkte, 
' welche so gewählt sind, daß sie auf dem Rande von R, liegen und LM gleich und 
‚ parallel zuO B ist, T und N ihre Spiegelbilder in bezug auf die x-Achse, dann be- 
' steht der Rand von H, aus den Randstücken von R, zwischen M A,AL, T’ B', 
B' N, M'A', A’L, TB, BN und den Stücken von bizirkularen Kurven 
0, C, C], 0; zwischen NM,LT’,N’M',L' T. Dabei ist 
a a a a Fr (Br A a De ne 
' und x der Flächeninhalt des Parallelogramms O BML:!(a + (2 — a?)12) 
-2a+(6 +2a(2 — a?)U2)U2). Es wird gezeigt, daß die Minimaldeterminante 
A(H,) gleich x ist und daß jeder Punkt am Rand von H, Punkt eines kritischen 
Gitters von H, ist. Füra < 1/Y5 sind diese Gitter regulär, während für a = ıly5 
ein singuläres Gitter mit den Basispunkten A, B existiert. Daraus folgt leicht, daß 
Bkür 0 <a < ı/V5 R, genau zwei kritische Gitter hat [A(R,) = a], ausgenommen 
kür'g — 1/5, wo noch ein drittes Gitter hinzutritt. Ist dagegen 1/Y5 <a=zL, 
dann hat R, nur ein kritisches Gitter mit A(R,)=1-+ a v2 — a?, welches, ausge- 
nommen den Fall a = 1, singulär ist. Edmund Hlawka. 

Poitou, Georges et Roger Descombes: Sur eenakon dans le eorps des 
raeines eubiques de Punite. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 292—294 (1951). 

Verff. berichten über ihre Untersuchungen über die Kettenbruchentwicklung 
im Körper K (i V3) und über die Approximation von komplexen Zahlen durch 
Zahlen dieses Körpers. Sie geben leider keine Beweise an und behaupten, sie hätten 
mit ihrer Methode das folgende Resultat von Perron bekommen (dies. Zbl. 4, 


245): Ist x eine beliebige komplexe Zahl, aber nicht in X (i V3). so gibt es unendlich 
viele ganze Zahlen p, q aus diesem Körper, so daß |x — plg\<ı/y33 Ig!?. Dabei 
ist ılyıs die scharfe Schranke. Darüber hinaus behaupten die Verff., die Kon- 


stante is = 1, ‚99... sei isoliert, die nächsten isolierten Konstanten seien 2 
und V>2 | y3, 13 — 2,064... und der kleinste Häufungspunkt von Approximations- 
konstanten sei in dem sale (2,07007 ; 2,07017). N. Hofreiter. 


David, Marcel: Caracterisation algorithmique des irrationnelles eubiques. ©. r 
Acad. Sci., Paris 232, 1795—1798 (1951). 

Zur Approximation eines homogenen Systems x:f:y von drei reellen, rational 
linear- unabhängigen Zahlen führt Verf. in Verallgemeinerung des Jacobischen 
Algorithmus eine Vorschrift ein, die jedem genügend nahe approximierenden Basis- 
tripel a, b, c, des zugrundeliegenden dreidimensionalen ‚Parallelgitters i in bestimmter 
“Weise (Division mit Rest) ein Nachfolgetripel a’, b’, c’ zugeordnet. Es gelingt ihm 
auf diese Weise die kubisch-irrationalen Systeme x: ß: y zu charakterisieren und alle 

- Einheiten des entsprechenden kubischen Moduls zu bestimmen. _ Helmut Hasse. 
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Cassels, J. W. 8.: Some metrical theorems in diophantine approximation. V. 
On a eonjecture of Mahler. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 18—21 (1951): 

K. Mahler hat 1932 (dies. Zbl. 3, 246) die Vermutung ausgesprochen, daß die 
Ungleichung , 
(Vn) mazı nah gel 

Velen 

(£ > 0) für fast alle x (0. B. d. A.0 <a < 1) nur endlich viele Lösungen in ganzen 
Zahlen q > 0 hat. Dabei bedeutet ||£|| die Differenz zwischen & und der nächsten 
ganzen Zahl. Für n=1 ist sie richtig, wie wohl bekannt (vgl. z. B. Koksma, 
Diophantische Approximationen, Berlin 1936, V, Satz 17; dies. Zbl. 12, 396). Für 
n —= 2 wurde diese Vermutung nach Angabe des Verf. in einer Arbeit von I. Ku- 
biljus (dies. Zbl. 38, 27), welche dem Ref. nicht zugänglich war, bewiesen. Verf. 
"beweist nun neuerdings die Vermutung für n = 2 und zwar in folgender vertieften 
Fassung: Es seien p(g),y(g) zwei positive Funktionen in ganzen q >, so daß 
1. Zo(gq)y(g) <, 2. w(g) = max (p(9),x(g)) für alle genügend großen q, wo 
x(q)=g!2logq .d(g) [d(q) = Anzahl der Teiler von q] ist. Dann besitzt das System 


(V;) aa sp@., lao®| Sy 

für fast alle x nur endlich viele Lösungen in ganzen g > 0. Daraus folgt die Mahler- 
sche Vermutung V,, wenn man o(g) =q 12, w(g) = q’!!?+®l2 setzt (e >.0) da 
log q d(g) = o(g*!?2) ist. Der Beweis des Satzes stützt sich auf folgende Tatsachen: 
(A) Ist & (g) eine Funktion >y(g), dann ist die Anzahl N der ganzen rin <r<q, 
für die ||r2/g|| <w(g), ein O(q »(g)). Daraus folgt dann (B): Die Menge E, der a, 
welche (V,) erfüllen, ist höchstens vom Maß |E,| = O(p(g) y(g)). — Daraus folgt 
dann der Satz, da ja dann X |E,| < 0, also gibt es für fast alle & ein gu = g(&),. 
so daß « nicht in E,(g =9,(&)) liegt, und dies ist gerade die Behauptung. Der 
Beweis von (A) beruht darauf, daß die Funktion T(l) in ganzem I [T(l) =1 für 
I2gl| <t/g (0 <t<%g, ganz), T(l)=0 sonst] in eine endliche Fouriersche 


—1 
Reihe entwickelt wird und mit Hilfe der Gaußschen Summen B3 T(r2) zu 
r=0 


21 + 0O(g!!?logg d(g)) abgeschätzt wird. Verf. weist noch darauf hin, daß die 
allgemeine Mahlersche Vermutung richtig wäre, wenn folgendes gezeigt werden 
könnte: (A) Zu jedem e > 0 gibt es ein £(e) > 0, so daß &E— 0 für e—(, und die 
Anzahl N der Lösungen von 0 <r <g, || q|| zr!=Ur- ein O(g!r+!) ist für 
q —©0, wo O von e abhängt. Daraus würde die zu (A) äquivalente Aussage folgen: 
(B) Ist E, das Maß der «, welche (V,) erfüllen, dann gibt es zu jedem e >0 ein 
&(e) >0, so daß |E,| = O(g7!=") (g >00, O nur von e abhängig) — und dann 
könnte man wie oben die Mahlersche Vermutung beweisen. Edmund Hlawka. 

Fel’dman, N. L: Approximation gewisser transzendenter Zahlen. I. Approxi- 
mation von Logarithmen algebraischer Zahlen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. 
mat. 15, 53—74 (1951) [Russisch ]. ; 

This paper gives new estimates for the measure of transcendence (Transzen- 
denzmaß) of loga, where & is algebraic, and of z [cf. Mahler, J. reine angew. 
Math. 166, 118—150 (1932); this Zbl. 3, 151, 388]. The height of a polynomial P(2)= 
a+4Q2+:::+a,„2" where a,4),...,q, are integral, is defined to be Max la,|» 
The height of an algebraie number is the height of the irredueible polynomial of 
which it is a root. The following are proved: (I) Let « # 0,1 be algebraic. Then 
I is a constant y,, depending only on x and the branch of logz taken, such 
that 


log —8|>9, |Pllogo)| >, 
for all algebraie numbers & and all polynomials P(z) of degree n and height 7 >06, 
where 


p= exp {-yım?log(n +1)(1 + nlogn + log H)log(2 + nlogn +logA)}. 
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AD The corresponding I holds with z instead of log «x for 
p=exp/—-y,n (+ nlogn +logH)log(2 +nlogn + log H)}, 
‚where y, is an absolute constant. — The proofs use methods of Gel’fond. The 
results have already been announced in a less precise form (N. I. Fel’dman, this. 


"Zbl. 38, 29). J. W.S. Cassels. 


Postnikov, A. 6.: Über die Struktur der zweidimensionalen diophantischen 
Approximationen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 493—496 (1951) [Rus- 


 sisch ]. 


Suppose that c >0 and are real and that p,/: Pa/9> - - -» ?'g, are rational 


. approximations to ® Be that 


We De 7 U AD VER BE 


{« 


z 4 a 004057224, (P,; 9, t integers). 
er 
Then T >) (5 Br re “>emtBt=N], These two estimates improve one of 


Khintchine (Chincin) Trend. Cire. mat. Palermo 50, 170—195 (1926)]. There is 
a two-dimensional analogue. Let 6,. 6, be two positive ie numbers and let 9,9, r; 
(1 si <N) be sets of integers ch that 4,9, +9, —-r,|<c/,2; 9, >0% 


0, 0. Far. =Maxp, p = Min, 09. = Ma Then 


IR ae 2] 
( =) a ee 
pq 2n e 

Here n, m are respectively the number of the points with plane coordinates 


' (g,/r, p,/r,) ou the boundary of and inside their convex envelope. The proofs are 
‚ straightforward. J. W. S. Cassels. 


Sapiro-Pjateckij, I. L: Über Verteilungsgesetze der Bruchteile einer Expo- 
nentialfunktion. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. math 15, 47—52 (1951) 


‘ [Russisch ]. 


Let q >2 be an integer, x a real number. The fractional parts {x q*}, 
2 .0,1,2,...),.0f & g% may have'a De PuNDE law o(x) determined by 


2 ii 
Ei = a&g*) - [1 


where f(x) is any continuous function of en l. The author shows that a given 


funetion o(x) occurs as the EN law of {x g*} for at least one «x if, and only if, 


[ 
She do — | f(g x) do 

Ö 

for all continuous f(x) of period 1. In particular, if the fractions {x q®} are uniformly 
distributed, so are the fractions [x ger), where » may be any positive integer. 
Kurt Mahler. 

Korobov, N. M.: Normale periodische Systeme und ihre Anwendung auf die 
Abschätzung von Summen von Bruchteilen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 


15, 17—46 (1951) [Russisch]. 


Let 922 and »>1 be integerss; put t=g"+n-—1 und denote by 


O0... digits 0,1,2,...,.g—1. A sequence Ö,ö,:-:ö, is called a normal 


EHiodie system o,,(g) if the g” partial sequences Ö, Ögı7 ' * ' Öpynı Where k = 1, 2,...,g* 


contain every possible sequence of n digits ö,. Seh sequences were already. studied 


by 1.J. Good [J. London math. Soe. 21, 167—169 (1946)], D. Rees [J. London 


_math. Soe. 21, 169—172 (1946)], and N. G. DeBruijn [Nederl. Akad. Wet., Proc. 


49, 758—764 (1946)]. The author in the first chapter studies different methods 
for the eonstruction of all such systems o,„(g). In tbe second chapter, he considers 


“the set L of all real x for which the fractions {x q”}, (n=1,2,...), are uniformly 
distributed, and studies the order of N {aq"} — 3 P,= R(q) say, as funetion 
n=1 
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of Pas P— oo. He proves the following results in which &(P) and p(P) are arbi- 
trary positive functions of P which tend to 0 and to 00, respectively, a Po. 


(1): 3xEL such that R(g) = Q(Pe(P)). (2): 3a € L such that lg) = 00): 


EN? m 


but there is no such & for which R(gq)=0O(1). (3): For nearly all x, R(q) is of - 


order vr. loglogP. (4): I3xEL such that R(g) = o(p(P)), R(Q) = OCREPNS 
(5): 3x€L such that R(g)=2(Pe(P)), R(Q) = o(p(P)). (6): I3xceL such 


that R(g") = o(p(P)) for all integers u >1. (7): 3x€L such that R(g) U 


Q(Pe(P)) for all integers u > 1. — Apart from 3, the proofs are constructive and 
based on the first chapter. Kurt Mahler. 


Analysis. 
Mengenlehre: 


Sierpinski, Waelaw: Une proposition de la g6om6trie &lömentaire &quivalente 


ä P’hypothöse du eontinu. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1046—1047 (1951). 


Witt, Ernst: Beweisstudien zum Satz von M. Zorn. Math. Nachr. 4, Erhard 


Schmidt z. 75. Geburtstag, 434—438 (1951). 


Sei M eine teilweise geordnete Menge (t.g.M.); ohne von den transfiniten 


Induktionsschlüssen expliziten Gebrauch zu machen, werden die folgenden Eigen- 


schaften gegenseitig untersucht; $(M): Für jede nichtleere Kette K CM existiert 
sup K und sup K€ M; ®(M): Jede nichtleere wohlgeordnete Menge X CM ist 
beschränkt in M (d.h.es gibt einse M so, daß X <s); %(M): Für jede Funktion 


f(x) mit x <f(x)EM für jedes ce M gibt es einen Fixpunkt; M(M): In M_ 


gibt es ein maximales (letztes) Element. — Es bedeute a -:> b, daß aus a unter An- 
wendung des Auswahlaxioms b folgt. Verf. beweist den Zornschen bzw. den 


Kneserschen Satz $(M) > M(M) bzw. W(M) > M(M), mit Hilfe des Satzes 


S(M) > F(M) bzw. W(M) > 5(M) Icf.Zorn, Bull. Amer. math. Soc. 41, 667—670 
(1935); dies. Zbl. 12, 337; bzw. H. Kneser, dies. Zbl. 37, 319]. Der angegebene 
Beweis von $(M) —%#%(M) scheint dem Ref. nicht vollständig zu sein, da z. B. 
der Durchschnitt aller ‚f-g-Mengen © M“ stillschweigend als == 0 vorausgesetzt 
wurde [AC M heiße f-g-Menge, wenn aceA, A,CA, sup4,EeM (a), 
sup A,€ A; dabei ist faus 5 (M)]. Ist außerdem, wennc€e Mund 2 <c—f(a2) Sec, 
(— 00, 6]z U [f (ce), ©0]z eine f-g-Menge? Die folgende „Übertragungsmethode“ 
wird bewiesen: Ist bezüglich zwei t.g.M. A und B ‚für alle b >b,(a) eine „Ad- 
junktion“ a +b >aerklärt (a,a + be A,b,b,(a) € B)‘‘, so gilt $(A) — F(B). — 
An E. Schmidts Anteil an der Entstehung des Auswahlaxioms wird erinnert [ef. 
Ende des Vorworts in Zermelo, Math. Ann. 59, 514—516 (1904)]. Georg Kurepa. 
Seshadri, Patta: To eonstruet an alef-one set. Math. Student 18, 13—16 (1951). 
The author indicates a slight modification of Hardy’s mapping (ef. Hobson, 


Theory of functions of a real variable, Cambridge 1907, pp. 191—194) of ordinals 


of the second Cantor’s class into the set of sequences of positive integers. 
George Kurepa. 
Ackermann, Wilhelm: Konstruktiver Aufbau eines Abschnitts der zweiten 
Cantorschen Zahlenklasse. Math. Z. 53, 403—413 (1951). 
Verf. entwickelt ein Bezeichnungssystem, mit dessen Hilfe man weiter in die 
zweite Zahlenklasse eindringen kann als mit den bisher üblichen, was für metamathe- 
matische Anwendungen wünschenswert erscheint. Dabei wird die Bedingung re- 


alisiert, daß jede Ordnungszahl, die erfaßt wird, durch ein eindeutig bestimmtes | 


Symbol bezeichnet wird. — Das System verwendet im Prinzip nur drei Zeichen: 
1, + und eine Klammer (. - :) mit drei Leerstellen ; praktisch müssen natürlich Ab- 
kürzungen benützt werden, so die üblichen Zahlzeichen 2,3,... für 1 +1; 
I +1 +1 usw. — Die Rechenregeln sind folgende. Mit a, ß, y ist stets («, ß: y) 
eine Ordnungszahl. Bedeutet x ein Symbol der Form 1 oder (a, ß, y) und sind 
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er so ist + :::+n, genau dann Ordnungszahl, 
wenn 77, 2. >27. gilt — Es ist stetsl1 < oa, falls «#1. u yn 
<7ı+::'+n, gilt genau dann, wenn es entweder ein erstes ö gibt mit m, 
oder wenn m<n istund U = -. „Ay, = 7. — Der Sinn der letzteren Fest- 
setzung erhellt aus den Regeln für (x, ß,y) < (a, PFiy): Diese Beziehung soll zu- 
nächst dann bestehen, wenn eine der Zahlen ß’ oder y’ > (x, ß, y) ist (selbst wenn 


dabei x >«’oder x >a’undß >’ gilt; in dieser a liegt der eigentliche 


Grund für die Reichweite des ganzen eh Trifft weder 8’ > (a, ß,y) noch 
v =(&,ß,y) zu, dann soll (x, P,y) I '‚P',y’) sein, wenn x >’ e RR 
Beeren. dB, yy ist. — Aus den angegebenen Regeln läßt 
sich induktiv [nach der Zahl der verwendeten +- und (---)- Zeichen] alles 
herleiten, was zur Handhabung des Systems erforderlich ist. U. a. folgt wegen 
ed el, 5), IE FFI<(1, 1, 1)Cusw, 8180 (1,1, 1),dıe 
sonst mit & bezeichnete Zahl ist. Ferner ergibt sich, daß (x, ß,y) jede der Zahlen 
%, ß,y übertrifft. — Die Vergleichbarkeit zweier Zahlen des Systems ergibt sich aus 
der Rekursionsmöglichkeit auf Grund der Regeln. U.a. wird für jeden im System 
möglichen Typ von Limeszahlen — alle (x, ß,y) sind übrigens Limeszahlen — eine 
Fundamentalfolge von Symbolen angegeben, deren Limes er ist. Diese Angabe 
gründet sich auf den Nachweis der konstruktiven „Erreichbarkeit“ jedes Symbols, 
welcher notwendig wird, weil das System ja ursprünglich nicht induktiv sondern 
deduktiv definiert wird. Damit ist auch die Zulässigkeit der transfiniten Induktion . 


innerhalb des Systems gesichert. — (1, 1, 2) ist ©, (1,1,&) = w* für allex < n 2,1); 


also BIER) — 8, a ee a2) (dies, 1) = m® S —IeT 
Feerster 2 Zahl): 71, 55,2, 1)) =e,-w, (12,0) = 5 für re, g 
ER l)=e,, . (2,1,1) ist der Limes der Reihe ET). (d1,(,d, ir }), 25. 1% 


Der Limes der Reihe ((1,1,1),1,1),((1,1,1),1,1),1,1),.... istin dem Greieteihenn 
System nicht mehr darstellbar; man kann jedoch zu einem umfassenderen System 
übergehen, indem man Klammern mit 4 oder mehr Leerstellen einführt, so daß in 
einem vierstelligen System der letztere Limes (2,1,1,1) zu schreiben wäre. 
Walter Neumer. 

- Neumer, Walter: Einige Eigenschaften und Anwendungen der d-und e-Zahlen. 
Math. Z. 53, 419—449 (1951); Berichtigung. Ebenda 54, 388 (1951). 

Abweichend von der Cantorschen Definition (vgl. Ges. Abh., Berlin 1932, 9, 
20; dies. Zbl. 4, 50) der e-Zahlen als Fixpunkte der Funktion »*, definiert Verf. 
die e-Zahlen als Fixpunkte der Funktion 2”, um o als e-Zahl zu bekommen. (Im 
Artikel handelt es sich ausschließlich um Ordinalfunktionen: abhängige und un- 
abhängige Variable sind Ordinalzahlen.) Mit e- bzw. ö-Zahlen (Fixpunkte von 
©®®) beschäftigten sich u.a. G. Hessenberg (Grundbegriffe der Mengenlehre, 
Göttingen 1906), E. Jacobsthal [Math. Ann. 66, 145—194 (1909)]. Die Veblen- 
schen [Trans. Amer. math. Soc. 9, 280 (1908)] und Hausdorfischen (Grundzüge 
der Mengenlehre, Leipzig 1914, V, $3) Betrachtungen über streng zunehmende 
stetige (‚normale‘) Funktionen verallgemeinernd, betrachtet der Verf. beliebige 


* (und nicht nur streng zunehmende) Funktionen (besonders die „Exponentenketten“ 


E.K.), welche als Bausteine zu o- und r-Funktionen dienen, sucht ihre Fixpunkte, 
Unstetigkeitspunkte usw. Die Funktion 9(&) = x p* ist nur für Fixpunkte von p® 
unstetig. Jeder zunehmenden Funktion p ordnet der Verf. eine gewisse stetige 
Funktion 9 zu. Die E.K. werden folgendermaßen definiert: [&,] = &%» 


[og &; &,) = ofen, (0 <i <n <w) mit der Festsetzung, daß x; =! für 
i<j<n, wenn ,=1; [fy%y- 0%: -] = 8Up [a9 - - > %]; Be: 
= 8uPp |n.. : ee % Po; Ber =eBup le... 0% Po -- „B,|e wenn 
&, >1, stellt 1 Kn:.&p&%o] eine e-Zahl dar und ist leich entweder x =sup«,, 
oder [0.2 2] "Der Verf. untersucht u. a. die folgenden Funktionen: 9,4,(&) 


4* 


— EOSRE) Sr u mit 9„(@)=ot (pg,r nat. Zahlen, « > 1), Pz.1(%) 
y =——- & ? 
6% X, 0°] 
= Paar) = an 5 Gggr(&) = —. Prar > ala) = a1): %pgr(%) 
LO, Tr 0), Dach Satz 12 sind die einzigen Fixpunkte von 
1sv<a 
Tg die von 2°). Georg Kurepa. 


Simonsen, W.: Sur un problöme de la theorie des correspondances multivoques 
entre des ensembles abstraits. Acta math. 84, 225—229 (1951). 

Es wird u. a. folgende Frage beantwortet: Seien drei nicht leere Mengen P,Q, R 
gegeben und zwei Abbildungen / resp. g zwischen P und Q resp. P und R, wobei f 
eindeutig ist und g mehrdeutig sein kann; wann gibt es eine Abbildung h zwischen‘ 
Q und R, so daß g = hf wird ? — In einer späteren Abhandlung des Verf. erscheint 
die Behandlung dieses Problems noch einmal als Spezialfall einer allgemeineren 
Untersuchung; vgl. das nachstehende Referat. Walter Neumer. 


Simonsen, W.: Sur la resolution d’un probl&me de la theorie des eorrespon- 
danees multivoques abstraites. Acta math. 84, 301—318 (1951). 

Verf. setzt in dieser Arbeit seine Untersuchungen über die abstrakten mehr- 
deutigen Abbildungen fort. Vgl. hierzu das Referat von Kamke (dies. Zbl. 34, 178), 
dessen Kenntnis im folgenden erwünscht ist. Verf. löst folgendes Problem: Es 
- seien drei nicht leere Mengen P,Q, R gegeben, dazu eine Abbildung f zwischen P 
und Q sowie eine Abbildung g zwischen P und R; wann existiert eine Abbildung h 
zwischen Q und R, so daß kf= g gilt, und wann gibt es genau eine solche Abbil- 
dung? — Unter einer Abbildung versteht Verf. hierbei immer eine solche, welche 
beiderseits mehrdeutig sein darf. [Dabei gilt (x,2)Ehf genau dann, wenn es ein 
yeQ gibt, so daß (x, y) Ef, (y,2)Eh ist:] — Eine Abbildung h der genannten Art 
heißt zulässig. Es wird zunächst der Satz bewiesen: I. Notwendig und hinreichend 
für die Existenz einer zulässigen Abbildung sind die beiden Beziehungen: 

mM g{2} 20 für alle yedund ga = U N. gta fürsalle ze. 
a*teftiy} vesftz) x*efiy) 
[Ist MC _P, so versteht Verf. unter 9 M die Menge aller ze R, zu denen 
. es Elemente ze M gibt mit (2,2)€g.]| Sind diese Relationen erfüllt, dann ist 
By = N g{z*} (yeQ) eine zulässige Abbildung, und für jede andere zu- 
are !{y} ; 
lässige Abbildung Ah gilt hC h.— II. Eine Abbildung h zwischen Q und R ist genau 
dann zulässig, wenn a) h{y} C h{y} und b) zu jedem x€ P und jedem zeg{a} 
ein yef{x} vorhanden ist mit ze h{y}. — Die Bedingungen des Satzes II lassen 
sich auf verschiedene Weise umformen, u.a. so: 1. Zu jedem yE@ gibt es ein 
zeR mit F!{y}C gie} und 2. zu jedem ze P und jedem zEg{zx} gibt es 
ein yeff{x} mit MI{y}Cg!fz}. Hierbei kann 2. ersetzt werden durch 2’: Zu 


jedem ze R und jedem zeg!i2} gibt esein yeff{x} mit FIfyC gif. — 


Sodann werden Sätze bewiesen über Summe, Durchschnitt und Differenz zulässiger 
Abbildungen, an welche anschließend hinreichende und notwendige Bedingungen 
dafür gefunden werden, daß genau eine zulässige Abbildung A existiert. — Es folgen 
Untersuchungen über die Klassen, welche in P,Q@, R durch f, g, h und ihre Inversen 
bestimmt werden. (Eine Abbildung f zwischen P und Q bewirkt eine Klasseneintei- 
lung von P; die Klasse, welcher ein x€ P angehört, ist die kleinste invariante 
Teilmenge M von P, in der x liegt; vgl. das oben zitierte Referat von Kamke.) — 


Hierauf werden die Spezialfälle behandelt, daß f oder g eine eindeutige Funktion ist. _ 


Aus der allgemeinen Theorie ergibt sich u. a. als notwendige und hinreichende Be- 
dingung für die Existenz einer zulässigen Abbildung, daß g {x} — gftf{x} sein 
muß. Daraus folgt die eindeutige Bestimmtheit vonh: h=gf!. Bei eindeutigem 
g ist auch h eindeutig. — An Hand einfacher Beispiele ergibt sich, daß im allge- 


r a sth v eisen 
2 { nn nn 
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se BER = 

_ meinen Fall die Relation A = gf! weder notwendig noch hinreichend ist dafür, 
daß nur eine einzige zulässige Abbildung existiert. Eine notwendige und hinreichende 
Bedingung für das Bestehen der Relation h —=gf! ist, daß für jedes yEQ und 
wertty), «’eftfy} stets gfa’} = gfr”) gilt. Wenn diese Bedingung erfüllt 
ist, gibt es auch eine zulässige Abbildung. Walter Neumer. 

Fodor, 6.: On a theorem in the theory of binary relations. Compositio math. 
8, 250 (1951). 

The paper is dealing with a generalization of a Läzär's theorem [ef. Compositio 
math. 3, 304 (1936); this Zbl. 14, 396]. Let M be a linear set of positive measure, 
and @ a mapping of M such that for every zeM, 1. (x) is a subset of M of 
measure 0, 2. the cardinal of g(x) is 280, 3. x non€ (x); then there is a set 
SC M of positive exterior measure such that for no x,y€S one has neither 
yEylx) nor zEol(y). George Kurepa. 

Mitrinoviteh, Dragoslav S.: Sur certaines relations de P’algebre des ensembles. 
€. r. Acad. Sci., Paris 232, 917—-918 (1951). 

Soit P® le systeme des parties d’une famille ® d’ensembles; parmi d’autres 
propositions l’A. enonce celle-ci; si le cardinal de ® est un nombre naturel impair, 
sojt 2n +1, alors I) UN X=N U X (YePod), pourvu que chacun des Y 

YrXer XeX 

possede n elements. Dans le cas ou D = {A,, A,, As}, l’egalite (1) s’appelle ‚‚l’axiome 
de Dedekind*: (A, 0A) n (4, VA) N (4, V Al=(4,0N4,) v.(A, 9A) 
(4, Q A,) (ef. O. Ore, L’algebre abstraite, Actual. Sci. industr. no 362, Paris 1936, 
p- 51, ce Zbl. 15. 387). — Application: En designant, pour un ensemble p d’entiers 
par (p) et [p] respectivement le p.g.c.d. et la p. p.c. m. des el&ments de p, alors 
E etant un ensemble queleonque de 2n + 1 nombres naturels, on a [(2,), (Ps); - - -» 
(p,)] = (Ipı]; [p2l» - - -» [?,]), les 9,,-- -, 2, y reprösentant tous les sous-ensembles 
de E dont chacun possede n elements. George Kurepa. 


Kapuano, Isaae: Sur un probleme de M. Sierpiüski. C. r. Acad. Sci., Paris 
232, 1621—1622 (1951). 

L’A. donne une r&eponse negative a ces deux problemes de M. Sierpinski: 
„On ne sait pas s’il existe un ensemble lineaire (non born£) E et une suite d’ensembles 
lineaires tels que tout ensemble semblable a X, au sens de la g&ome6trie el&mentaire, 
soit un ensemble de la suite. — ‚‚On ne sait pas non plus s’il existe un ensemble plan 

- E et une suite infinie d’ensembles plans distincts tels que tout ensemble plan super- 
posable par translation ou par rotation avec # soit un des ensembles de cette suite 
et inversement“ (v. ce Zbl. 35, 152). — L’outil prineipal de la d&monstration e’est 
la notion de corps gen6ralise. Dans le cas d’une droite, un corps gen£ralise est tout 
ensemble lindaire E tel que: 1° E est r&union denombrable d’ensembles translates 
d’un möme groupe additif; 2° E est r&union denombrable d’ensembles M, homothe- 
tiques par rapport ä un m&me point d’un groupe multiplicatif. L’A. pose le probleme 
si tout corps gen6eralise non denombrable serait reunion denombrable de corps au 
sens ordinaire. (reorges Kurepa. 

Kozlova, Z. I.: Die Aufspaltung gewisser B-Mengen. Izvestija Akad. Nauk 
SSSR, Ser. mat. 15, 279—296 (1951) [Russisch ]. 

The paper is a logical continuation of a previous one published in the same 
journal (ef. this Zbl. 38, 196). We use the terminology and notations as in that 
review. The paper is dealing with following problem of partition initiated by 
N. Lusin (see below): Let H be a B-set contained in the square .J? of the Baire's 


space .J; if there is an ordinal x < w, such that for every x&J, H(x) = U Us, 
g<o 


the sets being pairwise disjoint and enjoying of a certain property P, does there 
exist a decomposition of H in a x-sequence H:, (£ < x), of pairwise disjoint B-sets 
H: such that for every x€ J the sets H: (2), (£ < x). have the property P too? 
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One knows that the problem is solved in following cases: 1. IE kH(a) SS, (WE J), 
H is decomposable in a sequence of uniform B-curves H,, H,,... such that for 


rn 


mn either the curve H,, is below H, or H, is below H,„(N. Lusin, Ensembles 


analytiques, Paris 1930, p. 244); 2. The same statement holds if AH (2) < No: 
H,, being below H,„ for n <m [Ljapunov, Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 
3, 419-426 (1937); 3. Every H (x), (x€ J), is a wellordered linear set oforder <a <o, 
[Kozlova,Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 4, 479-500 (1940), this Zbl. 24, 
302]; 4. The sets H(x), («€ J), are dispersed of order <a<o, (Kozlova, 
this Zbl. 38, 196). In the present paper the author considers the case that the sets 
H (x), (ce J), are absolutely of first class of order & < o@, and proves that H is 
decomposable in a dispersed family of B-sets N:< .J? so that the sets N: (x) are 
compact and of order x or « — 1, according the ordinal « is of second or of first 
kind |the order of a set S of abs. first elass is the lowest ordinal x such that for every 
x€J the subelass of S(x) is <a]. George Kurepa. 


Berge, Claude: Sur Pinversion des transformateurs. €. r. Acad. Sci., Paris 
232, 134—136 (1951). 

En continuant ses recherches ant6rieures (quant & la terminologie et notation, 
v. ce Zbl. 39, 48) ’A. definit l’inverse A-1 et l’associe A* d’un transformateur A, 
en indique quelques proprietes (si A est rögulier et isovalent, A* l’est encore; si A 
est completement additif et rögulier,e = A E &quivaut ä Ale = E), et en promet 
des applications & la theorie des jeux alternatifs. A* est defini de maniere que 
A* e designe l’ensemble des &löments y verifiant eM A y=+ 0; A! fait correspondre 
ae la reunion des EED verifiant AE&0, AEC e. George Kurepa. 


Berge, Claude: Sur une theorie ensembliste des jeux alternatifs. ©. r. Acad. 
Sci., Paris 232, 294—296 (1951). 

Applications de resultats de deux Notes pr&cedentes de l’A. (ce Zbl. 39, 48 et 
ref. preced.) aux ‚‚jeux alternatifs‘“: deux joueurs (X), (X’) jouant ä tour de röle, 
essalent d’amener le jeu dans une ‚position‘ appartenant & l’ainsi dit „ensemble 
de mat“ & (X’) et ä& (X), soit X et K’, respectivement (une ‚„position‘‘ comporte en 
partieulier le ‚‚trait‘‘ — l’indication du prochain & jouer). Soient X et X’ l’ensemble 
des positions dont le trait est au joueur (X) et (X’) respectivement. On suppose 
que KCX',K'’CX. Le ‚„transformateur fondamental“ J' fait correspondre A 
chaque e l’ensemble /'e de positions cons&cutives aux positions de e. Le th&oreme 
des jeux alternatifs s’enonce comme suit: x, &etant la position initiale, si le jeu 
n’est pas „injuste‘“ (sia,non€&@G',a,non € P’), alors I’a,non CP, Ta,N@ = vide; 
@ y est l’ensemble des ‚coups justes‘‘ de (X): l’ensemble des positions de (X’) telles 
que (X) gagne, quoi que fasse (X); P y est l’ensemble des ‚„‚coups faux“ de (X): 
les positions de (X) telles que (X) puisse perdre, quoi qu’il fasse par la suite (on 
verifie que vEeG equivaut a [x C P', etque zE P &quivautä& [zN@’ = vide). 

George Kurepa. 

Choquet, Gustave: Ensembles boreliens et analytiques dans les espaces topo- 
logiques. C. r. Acad. Sci., Paris 232%, 2174—2176 (1951). 

The paper treats of the parametrical representations of Borel sets in non-metrizable Haus- 
dorff spaces. If A is a class of sets, then As(As) denotes the class of all enumerable unions (inter- 


sections) of sets in A. Let K be the class of all compact subsets of a space E, and, for every 
ordinal x < 2, let Ka = ( U Ka) ifaisodd, and K = U “2 if aiseven. Sets belonging 
ö 


B<a o B<a 
toaB— 2 Kı are called K-Borei subsets of #. The sets in K, are also called Kos-sets. It 
& d 


is proved that, for every K-Borelset BCE, there is a continuous transformation f of a Kos- 


subset A of a compact space F such tkat f(A)=B and fi(y)< x. for each y= B. The 
class B, of all sets B = B which are one-to-one continuous images of Kos-subsets of compact 
spaces, forms a Borel ring, i.e. B, = (B,)o = (B,)o. E KGE K,(= Ko) for every compact 
K CE and for every open GCE, then B,=B. A set BB is called a generalized Ä.- 
set if it is homeomorphie to a Kx-subset of another space. A set B CE is called a generalized 
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2 K-Borel set if it is a one-to-one continuous image of a Koö-subset of a compact space. It is not 
known whether every generalized K-Borel set is a generalized Ka-set. A set A CEHis said to 


be analytie if it is a continuous image of a Kos-subset of a compact space. Each K-Borel or 


compact Space. 


. 


analytie set CE is a projection of a Kos-subset of the Cartesian product EX F where Fisa 
Roman Sikorski. 


Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


Green, John W.: The theory of funetions of a real variable. Math. Mag. 24, 
209—217 (1951). 

o Landau, E.: Differential and integral ealeulus. — Transl. by M. Hausner 
and M. Davis. New York: Chelsea 1951. VII, 366 p. 

e Delachet, Andre: Caleul differentiel et integral. (‚‚Que sais-je?“, no. 466.) 
Paris: Presses Universitaires de France 1951. 128 p. 

Sehr kurz gefaßtes Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung, das nur 


die grundlegenden Definitionen und Lehrsätze ausführlich behandelt und jene Be- 


weise, die in jedem Lehrbuch enthalten sind, wegläßt. Einige Beispiele sind dagegen 
sehr eingehend dargelegt, unter ihnen eine interessante Konstruktion von Sanselme. 
— Titel der einzelnen Kapitel: Einleitung (Der Zahlbegriff, Die linearen Mengen); 
Funktionen einer reellen Veränderlichen (Definitionen, Grenzwerte, Stetigkeit, 
Eigenschaften stetiger Funktionen, Funktionen von beschränkter Variation); 
Differenzierbare Funktionen (Differentiale und Ableitungen von Funktionen einer 


_ reellen Veränderlichen, Funktionen mehrerer Veränderlichen, Implizite Funktionen); 


Der Integralbegriff (Bestimmtes Integral, Unbestimmte Integrale und primitive 
Funktionen, Klassische Integrationsmethoden und Definition von zwei elementaren 
Funktionen, Erweiterung des Integralbegriffs); Unendliche numerische Reihen und 
Produkte (Einleitung, Reihen mit positiven Gliedern, Reihen mit Gliedern be- 
liebigen Vorzeichens, Unendliche Produkte) ; Durch unendliche Reihen oder Integrale 
definierte Funktionen (Gleichmäßige Konvergenz, Anwendung auf Integrale, An- 
wendung auf durch unendliche Reihen oder Produkte definierte Funktionen). 
Akos Osäszar. 

e Vitali, G. e 6. Sansone: Moderna teoria delle funzioni di variabile reale. 
3° ed. Pt. I: 6. Vitali: Aggregati. Analisi delle funzioni, Integrazione. Derivazione. 
(Consiglio Nazionale delle Ricerche. Monografie di matematica applicata.) Bologna: 
Nicola Zanichelli 1951. VI, 222 p. 3000 Lire. 

Cette 3° edition, faite comme les precedentes par les soins de G. Sansone, 
de l’expos& clair et condense qu’avait donne Vitali des notions fondamentales de la 
theorie des fonctions d’une seule variable reelle, ne differe de la 2° parue en Fevrier 
1943 que par l’adjonction d’un paragraphe relatif aux courbes rectifiables. (A noter 
que dans la 2° edition, Sansone avait enrichi l’expos& initial de Vitali de th&oremes 
essentiels: derivation des fonctions A variation bornee, th&oreme d’Egorov-Severini, 
theoreme de Lusin.) — L’expose, d’une remarquable elegance, ne cherche nullement 
ä &tre une somme des connaissances relatives ä la theorie des fonctions de variables 
reelles. Il s’adresse moins, dans l’esprit des auteurs, aux sp£6cialistes de la question, 
qu’ä ceux dont les pr&eoccupations habituelles y sont etrangeres mais qui ont occa- 


" sionnellement besoin d’utiliser la theorie. Andre Revuz. 


e Banach, Stefan: Einführung in die Theorie der reellen Funktionen. (Mono- 
grafie Matematyezne, Tom XVII.) Warszawa-Wroctaw: Nakladem Polskiego To- 
warzystwa Matematycznego 1951. 224 8. [Polnisch]. 

Das Buch über reelle Funktionen wurde von Banach als ein großes zweibändiges 
Werk projektiert, dessen Druck schon vor dem zweiten Weltkrieg angefangen wurde. 
Das Manuskript des Buches wurde während des Krieges vernichtet. Infolge des 
Todes des Autors im Jahre 1945 wurde die volle Rekonstruktion des Buches un- 
möglich gemacht. Das vorliegende Lehrbuch ist ein nach den geretteten Korrektu- 
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ren bearbeitetes Fragment des originalen Buches von Banach. — Den Inhalt des 
ersten Abschnittes bilden die Theorie der geordneten und wohlgeordneten Mengen, 
Verknüpfungen von Mengen und die Vergleichung der Mächtigkeiten. Verf. führt: 
hier die logische Symbolik und die logische Rechnung ein, die später systematisch 

gebraucht werden. — Der zweite Abschnitt enthält die elementaren Kenntnisse über 

die Folgen reeller Zahlen. — Der Inhalt des dritten Abschnittes ist die elementare 
Topologie des Euklidischen Raumes (offene, abgeschlossene, perfekte, zusammen- 
hängende und nirgendsdichte Mengen, Mengen erster Kategorie, Sätze von Cantor, 
Borel-Lebesgue, Lindelöf und Cantor-Bendixon). Die topologischen Begriffe und 
Sätze werden stufenweise eingeführt, zuerst für die Gerade El, später für 
den Fall des m-dimensionalen Euklidischen Raumes E” verallgemeinert. Der 

Autor räumt den Borelschen Mengen verhältnismäßig wenig Platz ein. Nur die 
F,- und @3-Mengen werden besprochen. — Im vierten Abschnitt werden folgende 

Fragen betrachtet: fundamentale Eigenschaften einer reellen stetigen Funktion auf 
einer Untermenge des Euklidischen Raumes E”, die Höldersche Bedingung, Er- 
weiterungssätze, die gleichmäßige Konvergenz einer Funktionenfolge, der Satz von 
Arzela, die Approximationssätze von Weierstraß und Bernstein, der Bairesche Satz 
über Funktionen erster Klasse und eine kurze Erwähnung der Baireschen Klassifika- 


tion. Es folgen allgemeine stetige Abbildungen eines #” in einen E*, insbesondere 


topologische und stetige Streckenbilder. Eine topologische Charakterisierung stetiger 
Streckenbilder wird angegeben. — Der fünfte Abschnitt enthält eine volle Vorlesung 
über Jordansches Maß und Riemannsche Integrale, die Definition der Mengen vom 
Lebesgueschen Maße Null und notwendige und hinreichende Bedingungen der 
Riemannschen Integrabilität einer Funktion. Definitionen und Sätze werden zuerst 
für E! und später für den allgemeinen Fall des Euklidischen Raumes #” eingeführt. 


— Das Lehrbuch ist sehr klar und verständlich geschrieben und erfordert keine be- 


sondere mathematische Vorbereitung des Lesers. Roman Sikorski. 


Dörge, Karl und Klaus Wagner: Bemerkung über die Grundbegriffe der In- 
finitesimalreehnung. Math. Ann. 123, 1—33 (1951). 

Verff. bezeichnen es als Ziel ihrer Arbeit, ‚die verschiedenen Begriffe der Infinitesimalrech- 
nung“ (u. a. Differenzierbarkeit, Existenz eines Schmiegpolynoms, Integrierbarkeit) ‚in einem 
allgemeinen, topologischen Oberbegriff zusammenzufassen‘‘. Zur Veranschaulichung dieser nach- - 
stehend wiedergegebenen Begriffsbildung diene hier folgendes Beispiel: Es sei p Punkt der eukli- 
discheu Ebene NM mit den konzentrischen Kreisscheiben U um p als Umgebungen. Ferner sei 
M CM eine Punktmenge mit p als Häufungspunkt (bezüglich des Systems u der U). Jedem 


UM werde der kleinste abgeschlossene, UM enthaltende Doppelsektor S des Einheitskreisesum - 


p zugeordnet. Der Durchschnitt sämtlicher 8 ist dann ein, evtl. in einen Durchmesser ausge- 


arteter, Doppelsektor des Einheitskreises (im letzteren Falle könnte M als in » differenzierbar 


bezeichnet werden). Übrigens können die Sektoren S als eindeutige Bilder $S = o(A) z.B. von 
abgeschlossenen Bogen A und evtl. Punkten der Peripherie eines festen Kreises R gedeutet 
werden. — Nun zum allgemeinen Begriff: Vor. (a) Grundbereich ist eine (feste) Punktmenge M. 
Es sei p ein fester Punkt von Wi, und u sei ein gewöhnliches Umgebungssystem von p (d. h. 
ein p zugeordnetes, nicht leeres System von nicht leeren Teilmengen U von M derart, daß im 
Durchschnitt je zweier U € u wieder ein U Eu enthalten ist). Sind P, @ beliebige Teilmengen 
von WM, so wird gesagt: P umschließt Q bzw. ist fremd zu @ bei p, in Zeichen O < P(u) bzw. 
Q > P(u), wenn ein U Eu existiert mit UQCUP bzw. mit UQP = (p) oder = 0. — (b) Ein 
gewisses System © von Teilmengen $ von M sei eindeutiges Bild eines Systems A von abge- 
schlossenen Teilmengen A des topologischen bikompakten Raumes R, also $ = o(A), mit fol- 
gender Rigenschaft: (1) Ist 4’, A’ EW, so ist A’ A” EX oder A’ A” = 0; (2) Ist AAN 
AEX, ACUA,,sogilt 0(4) <U0(4,)(u); (3) Aus 4’, A’EW, pEo(A’)o(4”) und A = A’A"—0 
folgt peo(A); (4) Es ist REVX und M <o(R)(u); (5) Zu je zwei beliebigen Punkten 
T,gq’ER,g’+g”, existieren A’, A’ EN mitg’€A’,g’€ A” undo(4’) o0(4”) (vn) [A offener Kern 
von 4]. S wird als topologisches Sektorsystem von p bezeichnet, S als Sektor. — Folge- 
rung („Allgemeiner topologischer Hilfssatz“): Ist » Häufungspunkt (bezüglich u) der Teilmenge 
M von WM, so existiert eine abgeschlossene, nicht leere Teilmenge K von R, der Kern von M 
bei p, mit folgenden Eigenschaften: (I) Aus KCA,AEN folgt M <o(A) (u); (II) Aus 
KALAEN folgt M << o(A) (u); (III) Zu jedem g€E R—K existiert ein AEA mit qeA und 
o(A)o M(u). Es gibt Kerne K, die überdies der folgenden Bedingung genügen: Eine von K 
verschiedene Teilmenge K’ von R besitzt die Eigenschaften (I)—(IIT) höchstens dann, wenn 


ER’CcK und wenn aus K’CA folgt: KCA. — Spezialisierungen des Sektorsystems: 


(a) In wichtigen Beispielen ist R eine linear geordnete, lückenlose Menge G und X ein System 


_ abgeschlossener Intervalle von @. (Werden die offenen Intervalle in @ als Umgebungen ge- 


wählt, so wird R bikompakt.) Das erste bzw. letzte Element des (in diesem Falle eindeutig 
bestimmten) Kerns heißt dann untere bzw. obere Approximierende von M bei p. — (b) Es 
sei © ein spezielles topologisches Sektorsystem, d. h. zu jedem z€ R und jedem «ER 
mit & + x’ existiert ein AEWV mit vz€E A und x€E R— A. Bezeichnet man dann ein Teilsystem 
©’ von © als vollständig, wenn zu jedem z€ R ein o(A)€ & existiert mit x & A, so gilt: 
Der Kern K von M ist genau dann einpunktig, wenn es in jedem vollständigen & ein 
o(4) gibt mit M < 0(A) (u). Dabei soll » Häufungspunkt von M sein. — Wegen weiterer 
Spezialisierungen von © und Anwendungen muß auf die Arbe‘t selbst: verwiesen werden. 
Otto Haupt. 

Smithies, F.: Abstraet analysis. Math. Gaz. 35, 2—7 (1951). 

Übersicht der Entwicklung des Limesbegriffs: Grenzwerte von Zahlenfolgen, 
Grenzwerte von Funktionen einer und mehrerer Veränderlicher, Konvergenz von 


Punktfolgen, metrische Räume, topologische Räume, Cartansche Filter, gerichtete 
Mengen von Moore und Smith. Akos Üsaszdr. 
Hadwiger, H.: Über die Jordansche Meßbarkeit von Vereinigung und Durch- 


. sehnitt beliebig vieler Punktmengen. Compositio math. 9, 80—84 (1951). 


Let A be a bounded point set in k-dimensional euclidean space E,, P, a cube 
with centre P and measure o* (with edges parallel to a given set of coordinate axes). 
J(X), J(X) the interior and exterior Jordan measures of a set X and 

N A ER er FR ee a ER de 
AN ui T PA VER SL PER: 


The author proves that A is Jordan-measurable if x(A) >0 or if x(A)<1. E U 


is the sum (or V the product) of an arbitrary (finite, enumerable or non-enumerable) 
aggregate of sets A all Iying in a bounded part of E,, and if x(A) 2a >0 [resp. 
&(A) <a <1] for each A, then a(U) >a [x(V) <a], i.e. U[V] is also Jordan- 
measurable. This result generalizes and dualizes a result by the reviewer [Math. 
Ann. 111, 289—292 (1935); this. Zbl. 11, 77] who considered the case where the 
A’s are congruent spheres or convex sets containing congruent spheres. 
Felix A. Behrend. 

Dubrovskij, V. M.: Über die Eigenschaft der gleichgradigen Stetigkeit einer 
Familie von vollständig additiven Mengenfunktionen bezüglich einer eigentlichen 
und einer uneigentlichen Basis. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 333— 336 
(1951) [Russisch ]. 

Fortsetzung ähnlicher Untersuchungen (z. B. dies. Zbl. 29, 115, 32, 339, 34, 182). 
Die Terminologie aus Zbl. 29, 115 wird ohne weiteres hier übernommen. Es werden 
einige Sätze bewiesen, etwa: Die auf W definierte Klasse N volladditiver Mengen- 
funktionen sei gleichgradig stetig hinsichtlich einer eigentlichen Basis m(e) [d.h. 
m(X) ist endlich]. Dann gilt dies auch hinsichtlich einer beliebigen uneigentlichen 
Basis M(e) [d.h. M(X) = + 00]. Aber: W,, W,... sei eine Folge paarweise fremder 
Mengen CM mit U, + U, + :::= MW. M(e) sei eine nichtnegative, totaladditive, 
auf M definierte Mengenfunktion mit MX) =, MU +4, +: - + A,) end- 
lich für jedes n. Dann kann man eine Folge totaladditiver Mengenfunktionen ®,(e), 


_ die auf M definiert und endlich sind, auswählen, für welche M (e) uneigentliche 


Basis ist und hinsichtlich welcher die ®,(e) gleichgradig stetig sind, doch gilt dies 
für keine eigentliche Basis. Leo Schmetterer. 
Kozlov, V. Ja.: Ein Beispiel von Gol’dovskij. Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70). 
197—204 (1951) [Russisch ]. 
Gol’dovskij hat 1930 auf dem allrussischen Mathematikerkongreß in Charkov 


mitgeteilt, daß er ein Beispiel einer stetigen Funktion besitze, deren Ableitung nicht 


Denjoy-(D-Jintegrierbar ist. Infolge seines Todes (1931) wurde das Beispiel niemals 


“ veröffentlicht. Auf Anregung von N. Bary konstruiert Verf. solche Beispiele. 


na 


Er zeigt genauer: Sei f(x) die Ableitung einer stetigen Funktion auf [0,1]. Dann 


8 


re 


bilden die Intervalle, auf denen f(x) summierbar ist, eine auf [0, 1] überall dichte 


Menge. (Also: Für die Ableitung einer stetigen Funktion ist der 1. Konstruktions- 
schritt für das D-Integral stets möglich, so daß die Aufstellung des erwähnten Bei- 


spieles auf der Undurchführbarkeit weiterer Schritte gegründet sein muß.) Das 


Weitere beruht auf 2 Hilfssätzen, deren zweiter zum Teil den ersten voraussetzt 
und so lautet: [a,b] und zwei beliebige positive Zahlen u,» seien gegeben. Es 
- existiert eine auf [a, b] stetige Funktion p(x) mit @(a) =, ob) =B,P-a su 
deren gesamte Schwankung auf [a,b] = u ist und welche überall auf [a, b] eine 
b 
Ableitung besitzt mit @’(a) = p’(b) = 0. Weiter gilt i p'(x) dx <—v. Hieraus 
a 


fließen zwei Beispiele stetiger Funktionen, deren Ableitungen in einem Intervall 


existieren und bzw. die Unmöglichkeit gewisser weiterer Konstruktionsschritte für 


ihr D-Integral erkennen lassen, also nieht D-integrierbar sind. — p. 201 13.2. v.o. 
heißt es o(x) statt f(x). Leo Schmetterer. 
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Poplavskaja, G. Ja.: Die Äquivalenz verschiedener Definitionen des Flächen- ; 
inhalts einer stetigen Fläche 1 = f(x, y). Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 7%, 


21—24 (1951) [Russisch ]. 


Nöbeling (dies. Zbl. 28, 188) hat ausführlich das Verhältnis mehrerer Flächen- 


maße untereinander untersucht und festgestellt, daß diese i. a. nicht äquivalent 
sind. Erste Untersuchungen in dieser Richtung stammen von Geöcze, später 
Radö u.a. Vorliegende Arbeit beschränkt sich auf stetige Flächen der Gestalt 
(1) z= f(x, y), die im Einheitsquadrat definiert sein sollen und beweist für diesen 
Fall die Aquivalenz der Flächenmaßdefinitionen von Geöcze, Peano, Lebesgue, 
Caratheodory(wc) undHausdorff(up). Die Aquivalenz der ersten drei Definitionen 
hatte unter weiteren Bedingungen schon Geöcze. Zum Beweis werden Begriffsbil- 
dungen aus der Arbeit von Kronrod, Uspechi mat. Nauk 5, 24—134 (1950) (vgl. auch 
Kronrod, dies. Zbl. 36, 170) herangezogen und insbesondere das Flächenmaß u von 
VerGenko [Mat. Sbornik, n. Ser. 10, 11—32 (1942), vgl. auch dies. Zbl. 33, 355, 
bzw. 37, 41] verwendet und folgender Haupthilfssatz gezeigt: Wenn M eine Menge 
auf der Fläche (1) von endlichem Lebesgue-Inhalt ist, dann hat u(M) = 0, 
tc(M) = un(M) = 0 zur Folge. Leo Schmetterer. 


Paue, Christian: La derivation dans les r&seaux incomplets et les fonetions de 


Haar. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1387—1389 (1951). 


1. Es sei b ein derivierendes System bezüglich des Maßes u.|3 im Sinne von Denjoy (dies; 
Zbl. 39, 50); dabei ist jeder Menge J € b eine Menge #(J) mit J( E(J) zugeordnet. Man kann 
b als Ableitungsbasis (im Sinne von de Possel) betrachten, wenn man das „sich Zusammen- 


ziehen‘ einer Folge von J, € b gegen der Punkt x erklärt durch u.(J»)— 0 mit x € E(J,). Weiter 


läßt sich mit Hilfe von E(J) erklären: Die „Inzidenz“ R(J, X) von J € b mit der Menge X durch 
XE(J) + 0; die Konstituenten des „Halo“ von JEb als die J’Eb mit R(J, J’). Der Defini- 
tion von R(J, X) entspricht die ‚„Fremdheitsbedingung‘ für die J, einer Vitalischen Überdeckung 


bei Denjoy: Es gilt R(J,, J,) nicht, falls p < n. — 2. Es sei 8 ein Quadrat in E,, ferner I" 


eine Gitterfolge in 3 und 5 bzw. g der o-Körper der Bor. Ischen Mengen in 3 bzw. der kleinste 
o-Körper über dem System der Maschen von I. Die Verengung des Borelschen Maßes in E, 
auf 4 bzw. g sei ala bzw. y|g. Ist f|3 absolut additiv (und endlich), so sei f7 die (y-fast überall 
vorhandene) Ableitung von f nach der durch I’ bestimmten Ableitungsbasis bezüglich y|g. 
Sind dann die Lebesgueschen Erweiterungen von ‚3 und y|g verschieden, so ist f7, i. a. verschie- 
den vom Integranden f’ von f bezüglich u|z. Ist f sogar u-totalstetig und f’ quadratisch u-sum- 
mierbar, so läßt sich f, im Hilbertschen Raum deuten als die Orthogonalprojektion von f auf 
den linearen Unterraum der quadratisch y-summierbaren Funktionen. — 3. Es sei Q,,@,, 


die durch schrittweise dyadische Unterteilung des Intervalles I, = [0, 1) in E, erzeugte Gitter. | 
folge, u |3 bzw. u,|g, die Verengsrung des Borelschen o-Körpers in E, auf den kleinsten o-Körper 


über dem System der Maschen aller @,,@,,... bzw. der Maschen von @,. Weiter sei H bzw. 


HH, der Hilbertsche Raum (über S3,) bzw. der durch die charakteristischen Funktionen - 


Ey 2 Op, der Maschen von @, bestimmte lineare Unterraum von H. Schließlich sei F — Stau 


und F', die (w,-fast überall vorhandene) Ableitung von F nach der durch @, bestimmten Ab- 


en... I ° > 
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leitungsbasis bezüglich u,|g,. Dann läßt sich F/, deuten als die Orthogonalprojektion in H 

von fauf H,. Die Orthogonalisierung des Systems der nach wachsendem p geordneten c,,, liefert 

das System von Haar und die F’, liefern die Anfangsabschnitte der entsprechenden Fourier- 

‚entwicklung von f. Beistetigem f ist lim F’, = f gleichmäßig. — Hinweis auf die Verallgemeine- 
[0,0] 


p> 

rung für abstrakte Netze. Keine Beweise. Otto Haupt. 
| Paue, Christian: Les th&eor&mes fort et faible de Vitali et les conditions d’6yanes- 
cence de halos. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1727—1729 (1951). 

Verf. gibt zunächst (Theorem I) die Übertragung eines Satzes von de Possel [J. Math. 
pur. appl., IX. Ser. 15, 391—409 (1936); dies. Zbl. 15, 205] über die Äquivalenz der schwachen 
Vitalischen Eigenschaft W (s. u.) it zwei weiteren Figensshaften auf den Fall Boolcscher Maßver- 
bände. Sodann (Thcorem II.) bemerkt er, daß W Folge der „Approximierbarkeitseigenschaft‘‘ A 
und der „Nulleigenschaft‘‘ & der schwachen Halos ist. Erklärung von A, W und E: Essei Bein 
Boolescher o-Verband mit Einheit e, M Verengerung von B,e€E M, u|M ein vollständiges, abzählbar- 
endlichesMaßund N das o-Nullideal von «|M, ferner (ein System u-meßbarer Somen endlichen 
Maßes. Es besagt dann A: Esseif € B fest. Sind x C fund e>Obeliebig, so gibtes Co EOrO 2 


mit zCs (mod N), wenn s=Uec,, und u(s—x) < e, wenn & eine u-Hülle von x ist. Es 


o $ 
besagt W: Zu beliebigen zCf, e>0,17>0 gibtes C, € ©, so daß A gilt und daß das „‚Über- 


[0,0] 
lappungsmaß“ I u (c,)— u(s) der c, kleiner ist als ,. Es besagt #: Sei 0<a<1; unter 
0o=1 


dem.&-Halo k(m; x) von m € M verstehe man die Vereinigung mod N aller c€ CO, für die 
u(em) > x u(e). Und nun soll für jedes x mit O0<x<1 und jede nicht steigende Folge von 
m,€M aus u (m,) > 0 folgen u (him ,; &)) > 0, wenn g— oo. — Aus Theorem II wird (unter 
Benutzung eines Satzes von de Possel) folgende Interpretation eines neuen Ergebnisses von 
C.A.Hayesund A.P.Morse[Proc. Amer. math.Soec. 1,107 — 126(1950) ; dies. Zb!.36, 169] gewonnen: 
Ist ein „annular blanket‘“‘ schwache Vitalische Ableitungsbasis, so auch starke. (Bei der „starken“ 
Vitalibasis wird in W die Überlappungsbedingung ersetzt durch die Forderung der Fremdheit 
der c ).— Anwendung: Es sei ® ein Finslerscher Raum, d.h. eine »-dimensionale (n > 2), 
stetig differenzierbare Mannigfaltigkeit, deren affiner Tangentialraum in jedem Punkt p von ® 
mit einer positiven Minkowskischen Metrik versehen ist, die sich mit » stetig ändert. Auf © gibt 
esein nicht triviales Radonsches Maß .ı (eindeutig bis auf einen konstanten Faktor), für welches 
die geodätischen Kugeln vom gleichen Radius infinitär äquivalent sind, d.h.: Sind K(z, r) 
und K(y; r) die Kugeln um x bzw. y vom Radius r, dann ist u(K (x; r)):u (K (y; r)) —>1 für 
r—0 und zwar gleichmäßig in »und y auf jedem Kompaktum. Dieses Maß ist das n-dimensionale 
von G.Choquet [G. Bouligand-G. Choquet, C.r. Acad. Sci., Paris 218, 696ff. (1944)] 
und kann als Haarsches Maß in ® angesehen werden. Für den (starken) Halo von A. P. Morse 
ist Z erfüllt. Daher bilden die Kugeln in ® eine starke Vitalische Basis. — Keine Beweise. 
Otto Haupt. 

O&an, Ju. S.: Ein verallgemeinertes Integral. Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 

293—336 (1951) [Russisch ]. 


p(x) > 0 sei eine nichtbeschränkte und über einer Menge E meßbare Funktion. 
Dann kann man bekanntlich das Lebesguesche Integral [v (x) dx durch 
E 


lim [pi. t) dx —= lim /(t) definieren, falls dieser vorhanden und endlich ist; 
i>oo E t> oo 


9(2,1)=o(x) für p(a)<St, p(w,t)=t für p(x) >t. Falls lim / (t) = oo, emp- 
t> 00 
fiehlt Verf. folgenden Vorgang: Sei f(t) >0. Ist dann lim /(t)/f(t)  vor- 


t> 00 
handen, dann heißt dieser verallgemeinertes Integral mod f(t) (v. I.). Symbolik des 


Verf.:(f(t)) (x) dx . In leicht einzusehender Weise läßt sich auch ein oberes und 


unteres v. I. definieren. Für das weitere soll f(t) stets folgenden Bedingungen ge- 
& 2) Fr Be. 

nügen: f(t) ist monoton nicht fallend und (1) lim 1 —=1 für beliebiges a >0. 
} t— 00 

Nun entwickelt Verf. ausführlich die Eigenschaften des beschriebenen v.I. Aus- 
gangspunkt ist die Kennzeichnung einer Funktion ® (t) durch eine notwendige und hin- 
reichende Bedingung dahin, daß ®(t) = I(t) für irgendeine niehtnegative meßbare 
Funktion p(x). (1) gewährleistet, daß das v. I. ein linearer Operator ist, jedoch 
impliziert die Existenz des v.I. auf E nicht dieselbe auf einer meßbaren Unter- 


menge aus E. Für f(t)— oo ist das v. 1. i.a. keine‘ total additive Mengenfunktion. 
Eine Menge nicht negativer Funktionen p(2,&) heißt halbgleichmäßig ver ee 
integrierbar mod f(t), wenn (in leicht verständlicher Bezeichnung) [1/f(t)] /(t,x) S 


je (2,0) de +e(e >0) fürt >T, T unabhängig von x. (f bezeichnet das v. 1. » 


Yehiöge dieses Begriffes verallgemeinert Verf. den Satz von Fatou und den Satz 
von Lebesgue über gliedweise Integration einer Folge monotoner Funktionen. 
Weitere Bemerkungen über das iterierte und Doppelintegral, welche den Be- 
griff der gleichmäßigen v. Integrierbarkeit benutzen, sowie Herleitung der Analoga 
zur Hölderschen und Minkowskischen Ungleichung. Die Definition des v. I. (sowie 
des oberen und unteren v.]I.) wird ausgedehnt auf den Fall von Funktionen be- 
liebigen Vorzeichens. Insbesondere untersucht Verf. ausführlich das Verhältnis 
zwischen dem Lebesgueschen Integralbegriff und einer weitergehenden Definition 
(vgl. Zygmund, Trigonometrical Series, Warschau 1935, dies. Zbl. 11, 17) einer- 
seits und dem folgenden Sonderfall seiner Definition andererseits: Sei @(x) = 


7+(2) — p_(x) (p,9- >0) die übliche Zerlegung. Dann soll sein J o(z)dr— 7 


lim [tpxt (x, mt) — o_(z,nt)| dx, falls dieser Limes für alle m,n > 0 | 

t>oE 

und unabhängig von m,n ist. Leo Schmetterer. 
Sargent, W. L. C.: On the continuity (C) and integrability (CP) of fraetional 

integrals. Proc. London math. Soc., II. Ser. 52, 253—270 (1951). ! 
Given a function f(x ) moasurable and Bonnded in the closed intervall (a, b). 


the function (1) F,(x) = [1/I'(« If x —t)*1 fltl)dt is generally called the 


(fractional) integral of f(x) of ee x >0 and has remarkable applications in. 
various parts of Analysis. For any x >0, F,(x) is thus a continuous function of 
x in (a, b) and Hardy and Littlewood [Math. Z. 27, 565—606 (1928)] have studied 
F,(x) ih f(x) satisfies a Lipschitz condition, or is LP-integrable in (a,b). The 
author, in connection with a previous paper (dies. Zbl. 32, 341), discusses the proper- 
ties of F„(x) under the hypothesis that f(x) is C, P-integrable in (a, b) and (1) is a 
C,P-integral, i. e. a Cesaro-Perron integral x order 4. By nern of appropriate 
corresponding concepts of boundedness (C', A), i. e. boundedness of the Cesaro means 
of order A, and of C',-continuity, i. e. continuity of the Cesaro means of order A, the 
following statements are proved: (i) f0 <A <x<A + Land f(x) is bounded (CO, A). 
then F,(x) is Lip(x - A); H) FO <a <A y >A—x and f(x) is bounded (C, A), 
then F,(x) is C,-continuous; (ii) ff x >0 Ne ) is C, P-integrable in (a, b), then. 
Kulr)-is CyP- tel provided y>A—x .! 0 za SA > A 
The ne for y cannot be improved. Lamberto Cesari. 

Gäl, I. S.: New proof of two theorems concerning tauberian reduetion of inte- 
grals. Math. Ann. 122, 390—399 (1951). 

Die nicht Hogan Funktionen F(M,N;x)(M,N =0,1,...) mögen “id 
einer meßbaren Menge © in einem euklidischen Bo der Klasse L£ (p =1) ange- 
hören und den Bedingungen F(M,0; x) =(0 und EM, IN #3) <F(M, Nee) 4 
F(M + N,N-N';,x)(MN=0,1, N = 0,1,..%,N)- genügen Verf. be- 
weist zwei Sätze, in denen aus dem Vorhandensem einer Abschätzung [für jedes 
Paar (M,N)mitO <N <M —1, sowie (0, En 


rar, N; a)? de =O(®(N)y(M,N)), 


auf eine fast überall an S gültige krottnng 


(I) F(0,N;x2) =o(®(N)Y(N)y(N) (log N) oe) 
geschlossen wird, falls y eine positive a Funktion mit 9(2*) > y(0, 2”) und 
(ID ver) > SE N 20-n)(ı+ )p(2R + u, 24, 2-1) 
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(Summation über A, u, mit IS/A<n, 0<u < 2” + 1)ist. Hier ist weiter 9(N) 
eine positive wachsende Funktion, für die N (n p(n))-! konvergiert. In dem ersten 
Satz wird ®(N)/N wachsend angenommen, (II) nur mit x = 0 vorausgesetzt. In 
‘dem zweiten Satz wird vorausgesetzt, daß D(N)/N!+7(y >0) eine wachsende 
‚Funktion von N ist und die Gültigkeit von (II) für 0 <x < y vorausgesetzt. In 
dem letzteren Falle bleibt überdies (I) auch ohne den Faktor (log N)P-! gültig 
[vgl. auch I. S. Gäl und J. F. Koksma, Nederl. Akad. Wet., Proc. 53, 638-653 
(1950)].- Hendrik Douwe Kloosterman. 

Hammersley, J. M.: A theorem on multiple integrals. Proc. Cambridge philos. 
Soc. 47, 274—278 (1951). 
| Als Sonderfall eines allgemeinen Ergebnisses über lineare Funktionale wird 
‚folgender Satz bewiesen. Es seien bei i=1,...,n dieX ‚nach Borel (kurz B-) 
meßbare d,-dimensionale Mengen mit den Inhalten V, und den Ortsvektoren x, 
ihrer laufenden Punkte. Es bezeichne ferner y(&,.. ., x,) eine B-meßbare vek- 
torielle Funktion innerhalb ihres (d,+ - : : + d,)-dimensionalen Definitionsbereiches 
mit ihrem k-dimensionalen Wertbereich Y. Dann ist für eine B-meßbare vektorielle 
Funktion 2(y) über Y: 

[2 


; er .. Selva BR 7 jo dF (y), 


wo F(y) die Verteilungsfunktion von y in Y bezeichnet unter der Annahme, daß 
‚die Zufallsvektoren x, in den X, gleichmäßig verteilt sind. Tibor Szentmärtony. 

'  Jaeobsthal, Ernst: Zur Theorie der reellen Funktionen. Norske Vid. Selsk. 
Forhdl. 23, Nr. 20, 88—86 (1951). 

L’A. dimostra il seguente Teorema, intuitivo: Una funzione definita in un 
intervallo chiuso (a, b) la quale sia tale che: a) se (c, d) & un qualungue intervallo 
‚parziale di (a,b) per cui f(c) = f(d), f(x) assume ogni valore compreso fra f(c) 
e f(d), b) sec e d sono due qualunque punti (distinti) di (a, b), & f(c) # f(d), risulta 
in (a,b) continua e monotona. Landolino Giuliano. 

Pueei, Carlo: Serie di funzioni a variazione limitata. Boll. Un. mat. Ital. 
III. Ser. 6, 1—3 (1951). 

Sia ff, (@)} (n=1,2,...) (a <x <b) una successione di funzioni a variazione 
limitata. Supposto che: a) le serie X f,(a);, &f,(b) siano convergenti b) una 
‚qualunque delle tre serie 2 P,(b), 2 N,(b), 2! V,(b) sia convergente [P,(x); N,(%) 
V,,(x) indicano rispettivamente le variazioni positiva, negativa e totale di /,„(x) in 
(a, x)], Y’A. dimostra: 1. la serie 2’ f,(x) € uniformemente convergente; 2. posto 
fx) = 2 f,(x), & quasi ovunque in (a, b): f(x) = 2 f„(x). — Viene dato un esempio 
che prova come sia necessaria l’ipotesi b) perla validitä di2. Landolino Giuliano. 

Cantele, Maddalena: Sulle funzioni quasi eontinue. Boll. Un. mat. Ital., 
III. Ser. 6, 30—32 (1951). 

Sidäa un esempio di una funzione quasi continua, secondo Tonelli, in un inter- 
vallo /, ma non continua su nessun sottoinsieme di / di misura eguale a quella di /. 

Landolino Giuliano. 

Timan, A. F.: Über quasiglatte Funktionen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, 
Ser. mat. 15, 243—254 (1951) [Russisch]. 

Eine in einem Intervall |a, b] stetige Funktion f(x) heißt quasiglatt, wenn für 
alle Punktepaare x), x, € [a. b] die Ungleiehung 


Ifz,) > 2,(® 5 7, an f(xa)) mM ER — | 


gilt. Verf. beweist unter der Annahme M = 1: (1) Jede in [—1, +1] quasiglatte 
und an den Intervallenden verschwindende Funktion genügt bei M—=1 der Un- 


gleichung max [|f(«)|<z;. (2) Ist p(&)=sup|f(«)| für alle Funktionen der 
—1ssıs+l1l 
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in 1. erklärten Klasse, so ist 

1 1 8 
(3) Ist f(x) in [a, b] quasiglatt, st O<Sh< (b—a)2 und ist der Stetigkeitsmodul 
o(f;h)=sup|f(z,) —- f(xz)|; |&ı — %|<h, so wird die Abhängigkeit dieser Größe 


von h durch die Ungleichung w(f;h) < _ h 18 +0 (h) gekennzeichnet. Die Kon- 


stante 5 läßt sich nicht verbessern. (4) Ein weiterer Satz betrifft die Annähe- 
rung einer quasiglatten Funktion durch die Abschnitte ihrer Entwicklung nach 
Tschebyscheffschen Polynomen. Die Beweise sind bemerkenswert einfach und be- 
stehen eigentlich nur darin, daß die Definitionsungleichung auf passende Vergleichs- 
funktionen in geeignet gewählten Teilintervallen angewandt wird. Wolfgang Hahn. 

Gant, P.: Differentials.. Math. Gaz. 35, 111—114 (1951). | 

Boggio, Tommaso: Sulla serie di Taylor. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 6. 
55—56 (1951). 

Kozakiewiez, Waclaw: A simple evaluation of an improper integral. Amer. 
math. Monthly 58, 181—182 (1951). 

[0,0} 


" sin® 


Es handelt sich um | da: 
Ö 

Truesdell, C.: A form of Green’s transformation. Amer. J. Math. 73, 43—47 
(1951). 

Herleitung einer recht allgemeinen Formel für die Transformation eines Volumen- 
integrales in ein Oberflächenintegral. Diese Formel enthält neben dem Gaußschen - 
Integralsatz eine Reihe in der Literatur verstreuter ähnlicher Sätze als Spezialfälle. 

Karl Maruhn. 

Sargent, W. L. C.: Some properties of C,-continuous functions. J. London 
math. Soc. 26, 116—121 (1951). 

L’A. etablit pour les fonctions C,-continues [ef. pour definition Burkill. 
J. London math. Soc. 11, 220—226 (1936); ce Zbl. 14, 258] un th&or&me des accrois- 
sements finis: Si f(x) est O,-continue en a<x<b, et si la derivee CO, Df(x). 
finie ou infinie, existe pur a <x<b, ilexistec, a <c<b telque f(b) — f(a) = 
(b—a)C,Df(c). Il prouve que les fonetions C,;-continues possedent la propriete 
de Darboux et enfin qu’il y a &quivalence entre la O',-continuite et la M „-continuite 
(cf. H.W. Ellis, ce Zbl. 33, 54). Andre Revuz. 

Kametani, Syunzi and Shizu Enomoto: On differentiation of set-funetions 
with some of its applications. Osaka math. J. 3, 1—9 (1951). 

Let m be a o-finite measure on an abstract space E. Let A(p) be a directed set 
associated with every p&€ E, and let ®;(p) be a class of measurable sets [A € A(p)]; 
Vılp)CBr(p) if A’<A. The classes ®,(p) [AEA(p)] are called the system of 
neighbourhoods of p. Let D be an m-absolutely continuous o-additive set-funetion. 
The least upper bound of the numbers u such that, for every A€ A(p), there is a 
set VER,(p) with @B(V) >um(V) is called the upper derivate D(p) of ® at the 
point p. The definition of the lower derivate D(p) is analogous. If D(p) = Dip) = 
D(p), then D(p) is called the derivate of ® at p. The derivative of ® is a function f 
such that ®(A) — the integral of f over A for every measurable set A (Radon- 
Nikodym). Some necessary and sufficient conditions are examined under which 
the derivative is almost everywhere equal to the derivate. It is also shown that 
if E is a locally compact separable metrie space and if m is a Borel measure finite 
for compact sets, there is a system of neighbourhoods such that the derivative is 
equal almost everywhere to the derivate for every absolutely eontinuous o-additive 
set-funetion ® such that DB(A) <o if m(A) < eo. Roman Sikorski. 
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Stuloff, N.: Die Differentiation beliebiger reeller Ordnung. Math. Ann. 122, 
400—410 (1951). 

f(x) estune fonction r&ellede variablereelle definie pour x > HESSEN < 180), 
h un nombre positif, x un nombre reel quelconque. Utilisant une döfinition de Knopp 


” . oO 
relative aux suites, l’A. pose A* f(x, h= 5 (—- 1) (‘ (x + p h) lorsque la serie 
p=0 
du 2° membre converge; si, en'outre fl*(x)— lim en f(x) est dite a- 
kh>-+0 


fois A-differentiable pour x > x, et fl*/(x) est la x® A-derivee. Si la derivee usuelle 
f(x) existe, flrl(x) existe aussi et on a f(x) = (— 1)” f(x). Mais la reciproque 
est fausse. fl*!(x) constitue une veritable generalisation de la derivee et a l’avantage 
sur les gen6ralisations anterieurement proposees (ef. Bochow, Differentiation zu 
beliebigem Index, Diss. Halle 1885) d’&tre univoquement determinde. Application 
aux fonetions totalement monotones, c.-ä-d. verifiant (— 1)” f®(x) > 0 pour 
z>0etn=1,2,.... L’A. prouve qu’elles verifient fll(x) > 0 pour tout x > 0 
et 2 >0 et qu’on a en outre pour h>0, x >0,x >60 arbitraires un 0<9<1 
tel que nn — flel(2 +x0h). Andre Revuz. 
» 
"Ostrowski, Alexandre: Un nouveau theor&me d’existence pour les systömes 
 d’&quations. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 786—-788 (1951). 
Frühere vom Verf. aufgestellte Existenzsätze (dies. Zbl. 39, 56, 40, 5) über die 
‚, Lösbarkeit eines Gleichungssystems y, = f,(x,..,2,)® =1,...,n) in der Um- 
gebung eines Punktes (a,....,a,) werden verallgemeinert durch Zugrundelegung 
des Begriffs einer ‚„‚verallgemeinerten Entfernung‘ nach Minkowski. Diese Ent- 
; fernung zweier Punkte P = (9,),Q = (g,) ist dabei die ‚‚verallgemeinerte Länge‘“ 


p(PQ), wobei @ die Bedingungen erfüllt: o(&) =>0, o(&)=0 nur für E=0, 
pltE)=ty(£) für t>0, @ ist stetig und genügt der Dreiecksungleichung. Unter 
‚ gewissen Voraussetzungen über die Jacobische Matrix (0f,/0x,) und ihre Umkehr- 
matrix existiert dann mindestens eine Lösung in einer genauer festgelegten Um- 
gebung von (a,,.-.,Q,). Lothar Collatz. 

Bonsall, F. F.: Inequalities with non-conjugate parameters. Quart. J. Math., 
Oxford II. Ser. 2, 135—150 (1951). 

1 


Ist 9» >1,9 >1 mit A=2- —— Fi si (wenn A=1, heißen p, q kon- 


jugiert) und existieren für die nicht-negativen Funktionen f und g 


[6'°) 1/p [6'°) 1/q 
F= (f [f (=) |]? 1a) und = (f [9 (&)]* da) » 
Ö 


oo © 0 


4 > fe) g(y) 7 Al Y Be va an n . 2 rn ar 

so gilt j / ne dy ZK (p,gq)FG. Verf. gewinnt durch einen Kunst 
v0 Re Er, 14 

- griff allgemeiner Natur in einfacher Weise die Abschätzung X <= (mjsin n (1 = =) 
von V. Levin [J. London math. Soc. 11, 119—124 (1936); dies. Zbl. 14, 152]. Die- 
selbe Methode dient auch zum Beweis ähnlicher Ungleichungen, zum Teil mit 
scharfen Faktoren X. Direkte Ableitung der Hilbertschen Ungleichung für Doppel- 
reihen aus obiger Integralungleichung führt in Vereinfachung V. Levinscher Ent- 
wicklungen [J. Indian math. Soc. 2, 111—115 (1936/37); dies. Zbl. 15, 156] zu 


deren verschärften Form 


x ET DER) 2IA+NG+)A+I), N 
NE a a a Er 


m=1in=| 
1 2 [6°] l/p Ds) \1/q 
2 er A a Sg 
= D q 
= (z/sin ae -—)) > 2 > | % 
. 2. | ww] 
worin im konjugierten Falle auch das Gleichheitszeichen eintreten kann. 
Georg Aumann.- 


PR: 
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Mitrinoviteh, Dragoslav 8.: Sur une propriste des op6rations max et min. 


€. r. Acad. Seci., Paris 232%, 286—287 (1951). | 3 
Der folgende evidente Satz wird bewiesen: Für a, <a, <::: <a, , <a, Ist: 


min [max (@,, 43, . - -, @,), Max (a,, 0 3 Gi)» max (Ü,_41 mt > a,„)] =— 


> max [min (a,, @ - - -; 4,), MIN (Gy, 4. - > Apyy)s - +, MN (Q, 415 Anogrzs a,)]; 
je nachdem a,>a,y; d.h. k>24(n + 1) ist. Das Gleichheitszeichen gilt nur, 


falls die Zahl n ungerade ist, und nur für k — Un +1). Janos Aczel. 


Jacobsthal, Ernst: Über das arithmetische und geometrische Mittel. Norske- 


Vid. Selsk. Forhdl. 23, Nr. 29, 122 (1951). 


Aligemeine Reihenlehre: 


Cavallaro, Vincenzo 6&.: Sul’approssimata rappresentazione di aleune serie 
con polinomi sempliei eostruibili elementarmente. Archimede 3, 78—82 (1951). 


Cavallaro, Vincenzo 6.: Sull’approssimata rappresentazione di aleune serie 


con polinomi sempliei eostruibili elementarmente. Gaz. Mat., Lisboa 12, 9—11 (1951). 
Rahman Nasir, Abdur: Arithmetieo-geometrieal progressions having three 
common terms. Amer. math. Monthly 58, 325—327 (1951). 


Miechalup, Erie: On the summation of power series. Math. Mag. 24, 129—133 


(1951). 


dent 18, 47—49 (1951). 
Aus Bromwich, An introduction to the theory of infinite series, 2. ed., London, 
New York 1926, wird das Beispiel 12, S.50 behandelt. Robert Schmidt. 


Borel, Emile: Le ealeul num6rique des series divergentes. C. r. Acad. Sei., 


Paris 232, 457—458 (1951). 

Verf. hält es für wünschenswert und wichtig, daß der von P. Vernotte [Theorie 
et pratique des series divergentes. La sommation des series divergentes par l’inter- 
polation ideale. Publ. Sci. Tech. Ministere de l’Air, Paris no. 207 (1947)] eingeschla- 
gene Weg zur näherungsweisen Berechnung von konvergenten Reihen und der 
näherungsweisen Summation von divergenten Reihen weiter ausgebaut wird. 

Robert Schmidt. 


H 
. 


Calabi, E. and A. Dvoretzky: Convergenee- and sum-factors for series of eom- 


plex numbers. Trans. Amer. math. Soc. 70, 177—194 (1951). 


Hier wird eine Theorie der konvergenzerzeugenden Faktoren von Reihen ge- 
geben [ein typisches Beispiel gab Ref., Monatsh. Math. Phys. 45, 432—-434 (1937); 
dies. Zbl. 16, 355]: als Konvergenzfaktormenge wird eine Menge Z der komplexen 
Ebene bezeichnet, wenn für jede Folge von komplexen Zahlen (a,) mit a, — 0 eine 


Folge von Zahlen (£,) mit Z, aus Z existiert, so daß & a, £, konvergiert. Als Summen- 
faktormenge wird eine Menge Z bezeichnet, wenn für jede Folge (a,) mit a, — 0 
und 2 |a,| = oo und für jede Zahl s eine Folge (£,) mit £, aus Z existiert, so daß 


2a, C, konvergiert, und zwar gegen s. Ist dann X die abgeschlossene und CX die 


konvexe Hülle einer Menge X, so gilt: Eine beschränkte Menge Z ist Konvergenz- 


faktormenge genau dann, wenn der Nullpunkt in UZ liegt, und eine Summenfaktor- 


menge genau dann, wenn der Nullpunkt ein Innenpunkt von CZ ist. Diese beiden 


Sätze werden noch dahin in geeigneter Weise erweitert, daß Folgen von Mengen 
(Z,) betrachtet werden, so daß £, jeweils in der Menge Z, liegen soll. Sind die Z, eine 
solche gleichmäßig beschränkte Summenfaktorenfolge und ist (@,) eine Zahlenfolge 
mit a,—>0 und 2 |a,| = 00, so gibt es eine Folge (£,) mit Z, aus Z,, so daß die 
Häufungspunktmenge der Partialsummen von Ya,l, ein vorgegebenes Konti- 
nuum ist (wobei das Unendliche in geeigneter Weise zu adjungieren ist). Endlich 
werden auch unbeschränkte Mengen Z betrachtet und als Anwendung auch Reihen 
von Funktionen behandelt. Hans Hornich. 


> 


Ganapati Iyer, V.: Some interesting problems and their solutions. Math. Stu- 


A | ES 65 


Ogieveckij, I. I.: Über das Sıımmierungsverfahren von 8. N. BernStejn. Do- 
 klady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 635—638 (1951) [Russisch]. 


Sei Im) — 22 a, € rn [Bernsteinverfahren (B,m), m ganz]; of) = 
n + r\-1 we 5 +r 1 2 k 
h ) > ( a, "ar [Cesaroverfahren (C, r)]; r, = >: = (1 za A) en 
n+1l 
k 
K=0 (1 E% a A (Verfahren M 0). Verf. zeigt: Aus o() —s folgt tm — s für 


—1<r Sm [kürzer:(C,r) C (B,m)]. Aust, —sfolgto® —s[d.h.M C,C(C, 2); 
dies war im wesentlichen schon bekannt]. Nun ist 7, —$ gleichbedeutend mit 
{D > s[d.h.MC, = (B,1)] (s. Karamata, dies. Zbl. 29, 208; 34, 35). Daran schlie- 
ßen weitere Folgerungen betreffend den Vergleich der Verfahren (C, r) und (B, m) 
an. Der erste Satz wurde für r—=m=2 von Kharchiladze (dies. Zbl. 24, 395) 
bewiesen. < Karl Zeller. 

Timan, M. F.: Über die (C, «,8)-Summierbarkeit von Doppelreihen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 647—649 (1951) ee 

‚Verf. betrachtet die Cesaroverfahren (C,a,ß) («,ß >— 1) und das Abelver- 

fahren A für Doppelreihen. 02, seien die haretel N I HR I 
EU „n %” y" die Abeltransformation; (*) 2% U, ist (©, &, ß)-summierbar zum 
Werte S. (**) 02, = o(m’), 0%, = o(n®) mit yö <(x +1)(ß +1). Satz 1: Aus 
(*) und (**), folgt: f(x, y) konvergiert gegen S für >1-, y>1- mit 
(1 -y)BHEDBP I <I- 2 <SIAl— yerdA DI) Satz4: Aus (* und 
(**) folgt: 0%% konvergiert gegen S unter den Bedingungen ">a,P >ß; 
K .nöle+) <m <Mn$+DIlv, Bei beiden Sätzen darf in (**) o nicht durch 
O ersetzt werden. Satz 1 verschärft ein früheres Ergebnis des Verf. (dies. Zbl. 35, 
Eu): Balz 5: Bere u So,B <= PB =<Pß. Aust(*) und" 04H) <M Tolet die 
(€, x’, ß")-Summierbarkeit von ZU, „. Satz 2 und 3 behandeln Fragen der 
Nichtvergleichbarkeit der Verfahren (C', x, ß) untereinander und mit dem A-Ver- 
fahren. Karl Zeller. 

Zak, I. E. und M. F. Timan: Die absolute Abel-Summierbarkeit von Doppel- 
reihen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 849—852 (1951) [Russisch ]. 

Eine ren 22 a,, heißt | A |-summierbar, wenn die Funktion g(r,o) = 
2 a,„„r”o" in 0<r,o<1 endliche und integrierbare partielle Ableitungen 
029, Or do, ©g/er, ©g ©o hat; sie heißt A-summierbar wenn, lim g(r,o) existiert 


r,o>1-— 


(vgl. vorsteh. Referat). Für die Erklärung des |0, x, ß|- ershren: sehe man Zak, 
dies. Zbl. 40, 27. Die Verff. beweisen äreleichsäätze für die genannten Limi- 
tierungsmethoden und wenden das |A|-Verfahren auf Fourierreihen an. Satz 
1 und 2: Ist eine Doppelreihe |C, x, ß|-summierbar (mit ©, >— 1), so auch 
| A |-summierbar. Ist sie |A -summierbar, so auch A-summierbar. Nun sei 
rl +sytN) tra y+h)+rea + Ss y-)+ FR, y—-N—4flm,y), 
9a t+ts)- Ft, = yt+Nd- Ts Y). 


Satz3: Gilt /[ Je, SH|sır1+ Ip, | st + |p, (8, 1 | 6? ds dt < oo, so 
0.0 


ist die Fourierreihe von f im Punkte (x, y) | A |-summierbar. Satz 4 (ohne Beweis): 
Ist f in einer Umgebung von (x, Y) von beschränkter Schwankung im Sinne Cara- 
th&odorys und dort außerdem in jeder einzelnen Variablen von beschränkter 
Schwankung, so ist die Fourierreihe von f im Punkt (x, y) | A |-summierbar. 
Karl Zeller. 
Kuttner, B.: A note on some relstions between methods of summability. J. 


London math. Soc. 26, 111—116 (1951). 
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Es sei A(r) = B5 a,(x)s, eine reelle Transformation reeller Folgen s,, 
a) . 


wobei die Funktionen a,(x) für x 20 definiert sind. B(x) sei eine Transformation 


oo 
der gleichen Art. A(x) geht in die Matrixtransformation A, = =, 
n= 


Sn üben 


mit A(x) = A, für m se <mH+ 1, wenn a,(%) =4,m für-m Se <m I 


(m = 0,1,...). Die Folge s, heißt A-limitierbar zum Wert !, wenn die Reihe für 
A(x) konvergiert für hinreichend große Werte von &, und wenn A(xz) —I! für 
zoo. A>B sollhheißen, daß aus A-lim s, =! stets B-lim s, = lfolgt. A> B' 
(total) soll besagen, daß A — B und daß für jede Folge s,, für die A(x) > +09 
strebt, auch B(x) — + oo strebt (stets für x — oo). Dabei soll z. B. die Aussage 
A(x) — +00 nicht notwendig die Konvergenz der Reihe für A(x) bedingen, 
sondern eine abgekürzte Bezeichnung für den folgenden Sachverhalt sein: zu jeder 


— 
N>on=0 


N 
Zahl M >0 gibtes = x, (M), sodaß (1) im Ya,), 2M für 2%. 
A, — B, soll besagen, daß für jede Folge s,, für die A(x) >20 füralle x >0 ist, 


auch B(x) >0 füralle x >0 ist. Dabei soll z. B. die Aussage A(x) >0 wiederum 
nicht die Existenz von A(x) bedingen, sondern besagen, daß die linke Seite von (1) 
nicht negativ ist. Es handelt sich nun um die Beziehungen, die zwischen den Aus- 
sagen A— B usw. bestehen. (Über derartige Aussagen bei den Üesäroschen, 
Hölderschen und Rieszschen Verfahren vgl. Arbeiten von Verf. und S.K. Basu, 


dies. Zbl. 31, 209 und 295; siehe im gegenwärtigen Zusammenhang auch H. Hur- 


witz, dies. Zbl. 24, 154.) — Verf. beweist den folgenden Satz: Die Verfahren A 
und B seien permanent; A besitze die Eigenschaften: a,(x) >0 für alle x und n, 
und: zu jedem X 0 gibties n,=n,(X).. so daß a,(2)=0 für 0 ze 2X 


und n >n,; weiter gelte A—B und A,—B,; danngilt A — B (total). Etwas 


allgemeiner: Sind die Voraussetzungen des Satzes erfüllt, abgesehen möglicher- 
‘weise von A— B, so folgtaus A(x) > +00, daß B(x)— + oo. Daßaus A—B 
und A;,—B, allein noch richt A— B (total) folgt, selbst wenn A und B per- 


manente Matrixtransformationen mit a,„,=0, b,m Z0 für allem und n sind, 


nm 


wird durch ein Gegenbeispiel belegt. Mit Hilfe des Satzes lassen sich zwei der Sätze 
von 8. K. Basu unmittelbar aus Sätzen des Verf. ableiten. Eine weitere Anwendung 
kann der Satz finden im Zusammenhang mit Sätzen des Verf. (dies. Zbl. 33, 258) über 
Rieszsche Mittel. Es gilt der weitere Satz: A und B seien permanent; ferner gelte 
A— B, undaus A(x) > für hinreichend große x folge B(x) >0 für hinreichend 
große x; dann gilt A—B (total). Werner Meyer-König. 

Kuttner, B.: Note on the „second theorem of eonsisteney‘“ for Riesz summa- 
bility. J. London math. Soc. 26, 104—111 (1951). 


Es sei im folgenden stets k eine natürliche Zahl, ®(t) eine für {>0 reelle, 
nicht negative und zunehmende Funktion. P(k,®) bedeute die Aussage: Ist A, 


eine den Bedingungen 0 </A,<A,<::-, A,„—0oo genügende Folge, so ist jede 
durch das Rieszsche Verfahren (R,A,,k) summierbare Reihe zum jeweils gleichen 
Wert auch durch das Verfahren (R,®(A,),k) summierbar. Nach G.H. Hardy 
[Proc. London math. Soc., II. Ser. 15, 72—88 (1916)] weiß man, daß P(k, ®) richtig 
ist, wenn — roh gesprochen — ®(t) nicht zu schnell wächst und sich genügend re- 


gulär verhält. Allgemeinere hinreichende Bedingungen für die Richtigkeit von 


P(k,®) gab K.A. Hirst (dies. Zbl. 3, 393). Verf. fragt nach hinreichenden und 

notwendigen Bedingungen und erzielt den folgenden Satz: Ist ®(t) das (k + 1)-te 

unbestimmte Integral einer Funktion B%+1)(f) [dies soll heißen: es ist 
t 


Dt) = (T(k +1) BRD (u)(e—u)kdu für > 0], so ist die Bedingung 
10) =) 


w 
(1) f rlo@+n (t)| dt =O [®(w)] notwendig und hinreichend für die Richtig- 
0 


6 


‚keit von P(k,®). Um zu zeigen, daß (1) hinreichend ist, kann Verf. an Hirst an- 
"knüpfen. Das Schwergewicht des Satzes liegt jedoch in der Tatsache, daß (1) not- 
wendig ist: Ist (1) nicht erfüllt, so gibt es eine Folge A, und eine (R, A,, k)-summier- 
bare Reihe, deren (R, ®(},), k)-Mittel nicht beschränkt sind. Das Krtenind gilt 
in einer analogen Form auch für den Fall, daß ®(t) erst für hinreichend große t-Werte 
(k + 1)-tes unbestimmtes Integral ist. Werner Meyer-König. 
Garreau, 6. A.: Absolute egqwivalenee of general and row-finite T-matrices. 
Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A. 54, 31—34, Indagationes math. 13, 31—34 (1951). 
Zwei T-Matrizen (a,,), (b,,) heißen absolut äquivalent für eine gegebene 
Menge M von Folgen {2,}, wenn für jeder Folge {z,} gilt, daß lim (2, — 2) = 0 
N 00 


ist, wenn 2, = er G,. 2, und: 2) 3 b,x 2%, ist. Gibt es zu einer T-Matrix 


2 .(a,,), eine obs &2,>0 und Zecken k,(e,), so_daß für jedes n =n, 
I@.,x41/@nz| < En für % Sk, gilt, so ist die Pleninied Matrix B= (b,,) mit 
EN==@,,. für k <2k, und b,,—=0 für k>2k, zu A absolut äquivalent für 
die Menge aller Folgen {2%}, z komplex; ist n <n,, so kann k,(e,) beliebig gewählt 
werden. Aus diesem Satz folgt, daß man die Summationsverfahren von Borel, 
Mittag-Leffler, Malmquist für die Partialsummen von Taylorreihen 
durch absolut äquivalente Verfahren ersetzen kann, in deren Matrizen die 
Elemente oberhalb der Hauptdiagonale verschwinden. Gottfried Köthe. 
Garten, Viktor: Über eine Erweiterung der Sätze von G. Frobenius und 0. Höl- 
‚ der in der Limitierungstheorie. Math. Nachr. 5, 129—134 (1951). 
Ist s(t) eine über jedes endliche Intervall (0, x) mit x > 0 integrierbare Funk- 
tion, so werden die Hölderschen Integralmittel der Ordnungen k =1,2,... durch 


= 
h% (x) = kW (x; 5(t)) — a! [ h®=U(t) dt mit KO (x) = s(x) 
ö 
definiert. Die Cesäroschen Mittel der gleichen Ordnungen lassen sich durch 
z 
Brest) > kakf kl ck-UD(t)de mit c(V(x) = s(x) 
0 


definieren. Werden noch die Laplaceschen Mittel 


Liy) = L(y;sW))=yJ e'vstt) dt 
1) 


herangezogen, so gilt in Analogie zu dem auf die Mittelung von Folgen bezüg- 
lichen, auf G. Frobenius und O. Hölder zurückgehenden 4,— A-Satz, daß für 
festes k = 1,2,... aus hM(x)—s oder cM(2)—s für 2—coo je L(y) —s für 
y— + 0 folgt, sofern noch die Existenz der L-Transformation für alle hinreichend 
kleinen positiven Werte von y vorausgesetzt wird [vgl. K. Knopp, Math. Z. 50, 
155—160 (1943); Verf., dies. Zbl. 23, 312]. Analog zu von S. Dobrowolski [Bull. 
internat. Acad. Polon. Sci. Lettres, Cl. Sei. math. natur., Ser. A 1925, 259-264 
(1926)] eingeführten Mittelbildungen für Folgen, welche die Hölderschen und die 
Cesäroschen Mittelbildungen für Folgen als Spezialfälle enthalten, hat J. Kara- 
mata (Gastvorlesung Tübingen 1937,38, unveröffentlicht; vgl. auch Verf., dies. 
Zbl. 23, 27) für Funktionen die folgenden o,-Mittel eingeführt (k = 1,2,...): 


or) =0o)(z;sit)) = Pur, tr f Fr oR=3) (ty) dt, 00x) =s(k) 
0 


(P,—- Pı-i = m 209; P, = I, Pi = pı >). Diese enthalten für P, = 1 die Hölder- 
schen, für P, = k die Cesäroschen Integralmittel. — Verf. erzeugt nun auf rekursivem 
"Wege eine M,„-Mittelbildung, welche die Eigenschaft hat, die Karamataschen Mittel 
in die Laplaceschen Mittel zu transformieren, für welche also (1) M,(y;o® (t)) 
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— L(y; s(t)) ist, wobei noch die Existenz der L-Transformation vorauszusetzen ist. 
Es wird gezeigt, daß M, permanent ist. Daraus folgt dann der o,—L-Satz: Aus 
oM(x)—s für x >oo(k=1,2,...) folgt, falls noch die L-Transformation von 
s(t) für alle hinreichend kleinen en Werte von y vorhanden ist, daß L(y) —s 
strebt für y— + 0. Werden die o,-Mittel nur als beschränkt vorausgesetzt, so 
ergibt sich aus (1) eine Abschätzung des Schwankungsintervalles der als existierend 
vorausgesetzten L-Mittel durch dasjenige der o,-Mittel. Diese Abschätzung be- 
leuchtet die früher vom Verf. und K. Knopp (dies. Zbl. 16, 20) bemerkte über- 
raschende Tatsache, daß für das H,-Verfahren (im Gegensatz zum ('-Verfahren) 
der klassische Höldersche Satz nicht mehr allgemein richtig ist. 
Werner Meyer-König. 
‘Steglov, M. P.: Zur Verallgemeinerung Tauberscher Sätze. Mat. Sbornik, 
n. Ser. 28 (70), 245—282 (1951) [Russisch ]. 


I. Die Reihe N a, heißt Abel-summierbar, wenn > det =olt) us 


n=0 
existiert und lim @(t) vorhanden ist. Verf. variiert nun dieses Verfahren, indem 
t> +0 
er letztere Bedingung durch ‚lim @(t,,) existiert“ ersetzt, wobei t,, irgendeine 


M— Oo s 
festgelegte, monoton gegen Null fallende Folge ist. Er untersucht, welchen Ein- 
fluß die Abänderung des Verfahrens auf die Umkehrsätze (Konvergenzbedingungen, 
KB) ausübt. SatzlI: a,= o(—) ist KB, falls lim m co, ıst, Satzıad 


m—oo "m+1 


a, =0.(.) ist nicht KB, falls lim „""-—0oo ist. Satz 3 und 4 machen ent- 
m oo" : 
sprechende Aussagen für O (1/n). — II. Verf. untersucht nun die Beziehungen zwi- 
schen den Häufungsgrenzen d,, D, der Reihe N a,, den Häufungsgrenzen d,, D, 
der Funktion (ft) (für 6— + 0) und den entsprechenden Mengen von Häufungs- 
punkten E, und E,. Er stellt 10 Sätze auf, von denen als Beispiel Satz 2 genannt 
sei: Ist a, = 0 (1/n), so gilt entweder E,„= E,, oder E,(C E,, wobei im letzteren 
Fall eine der Beziehungen (I), =d,<D,<D, V)d,<d<D,=D, 
B)d<i<D,<D, [bei (l) ist d,= —©0, bei (2) D, = +00 zugelassen] 
gilt. Abgesehen von diesen Einschränkungen können die Häufungsgrenzen be- 
liebig vorgeschrieben werden. Karl Zeller. 


Postnikov, A. G.: Das Restglied im Tauberschen Satz von Hardy und Little- 
wood. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 7%, 193—196 (1951) [Russisch ]. 


Verf. beweist den Satz: Für 0>0 + sei Y a,e "= - +0(1), weiter gelte 


: IR 

@, 0. Dannist Ve = PH o( =) Für ähnliche Sätze vgl.manKaramata 

SB VYInp i 

dies. Zbl. 1, 18. Karl Zeller. 

Schmid, Hermann Ludwig: Über Polynomkettenbrüche. Math. Nachr. 4, 
Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 481—488 (1951). 

The following theorems are proved: (I) Let P(x) and Q(x) be polynomials 
of degrees p and q, respectively, and r = max (p + 1,g). Let H(x) be an integral 
of the hypergeometrie differential equation aby=[c—(l+a+b)a] y-+ 

Then the function 2= P(x) H(x) +Q(x)H’(x) is an integral of the 


(2) y”. 
differential equations A,29 — B,2"+D + C,zr+2)) (n—= 0,1,2,...), where the 
coefficients A,, B,, ©, are polynomials in x and n such that ER. —ı% A,. 
B, = Ba Anı YA» u =YA,_ı. The A, are polynomials inn and wor de- 
grees at most. dr, and are determined by the recurrence relation 

An = - 5 1). y’ => In +2 —r,r— u Nn, Da ne, 


v2>0 uzZv 


a | Ka | 69 


m—\1 < 
eu (n) 
Tn,m — ae Anus m = 0, TTy,0 >= Au Ur = N My„+2»— a Mn +2,u-+1: 


n v— N v 
IM —— 6% 3 P (x) + ( a (x), | == De Byım + XAn+mY N 


The %» Pn, y are polynomials in x of degrees = 0, <1, <2, respectively, and 


polynomials in n of degrees <2, <1, = 0, respectively. (II) Let x +0 and dif- 
ferent from the zeros of (PH + QH’)' and the zeros of all A OEL 
The polynomials P(x) and Q(x) are so chosen that PH +QH' has zx—1lasa 
singular point. Otherwise let the real part of x be smaller than 3. Let neither of 
the numbers a, b belong to the series 0, —1, —2,... Then the infinite continued 
fraction 


BR ne se er Baar. er an: 
| PzAu— YA, Ve 
converges and has the value 
N hehe 
j BEAT IP BEN HT” 


with H = ,F,(a,b;c; x). [The hypergeometric differential equation has exactly one 
integral regular at x — 0, namely, H = ,F,(a,b;c; x) if neither a nor b belong to 
the series 0, — 1, —2,...]. The continued fraction is called a „polynomial conti- 


‚ nued fraction‘ since the partial numerators and denominators are polynomials 


(ef. Perron, Die Lehre von den Kettenbrüchen, Leipzig 1929, Chapter XI) 
Evelyn Frank. 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Buchner, P.: Bemerkungen zur Stirlingschen Formel. Elemente Math. 6, 
8—11 (1951). 

Ausgehend von der bekannten Potenzreihenentwicklung für In(1 — xz)/(1 + x) 
wird ganz elementar (natürlich unter Verwendung des Wallisschen Produktes) die 


Abschätzung 


a: PAPIM 1 
y2 zn n"exp = n + 2% 0:38) N! < y2 zn n"exp (- n-+ 12 .) 


hergeleitet und an Beispielen für n! und Binomialkoeffizienten gezeigt, daß die 
Annäherung schon bei kleinem n sehr gut ist. Die entsprechende untere Schranke 
mit 12n +6 statt 12n + 0,25 wurde schon von Uspensky mit Hilfe der 
Eulerschen Summenformel und von Vietories in Vorlesungen mit Hilfe einer 
Fehlerabschätzung für eine numerische Quadraturformel hergeleitet. 
Gustav Lochs. 

Fejer, Leopold: Beste Approximierbarkeit einer gegebenen Funktion dureh ein 
Polynom gegebenen Grades, wenn das Polynom sonst beliebig oder wenn es noch einer 
interpolatorischen Beschränkung unterworfen ist. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt 


"2. 75. Geburtstag, 328—342 (1951). 


Biano 2, 25..,%, 9 pünti distinti interni all’intervallo (— 1,1) e posto 
. . . . N ey ER, 3 BR 
Bir) (2ER): (eo %,) risultino i punti x,+ ® (x,)/® (x,) esterni 


_ all’intervallo (—- 1,1), o come si dice con l’importantissima nozione introdotta 


dall’A., i punti x, 2,,...,x, siano normalmente distribuiti in (— 1,1). — 
L’A. dimostra che se f(x) & una funzione continua in (— 1,1), se T,,_,(%) ® il poli- 
nomio diTchebycheffdigrado non superiore a 2» — 1 di migliore approssimazione 


di f(x) in (- 1,1), se F,,_,(x) & il polinomio di grado non superiore a2n — 1 de- 


finito dalle relazioni F,,_,(%,) = Io yes) We 12) 


vale allora la limitazione . 
max |7,1@)-fa)|< max |Pynal®) — fa)|<2 max |T,,,(2) -I@)] 
=1isr<1 —ı1<a<1 a: 
e questa limitazione non puö essere migliorata (a destra). Giovanni Sansone. 
Berman, D. L.: Über Approximation stetiger Funktionen durch Interpolations- 
polynome. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 173—176 (1951) [Russisch ]. 
Essei_ (2,,) (,k 1,2, 2..32 =k) eine Dreiecksmatrix, deren Elemente der 
Bedingung -1<2,<%,<'''<&,n S+ 1 genügen. Bildet man nun die 
zu einer im Intervall [— 1, + 1] definierten Funktion f(x) die der Matrix entsprechen- 
den Lagrangeschen Interpolationspolynome L,„(f, x) oder definiert einen anderen 
Interpolationsprozeß A, (f, x), so interessiert die Frage, ob es eine Matrix derart gibt, 
daß A,(f, x) für jede stetige Funktion in [— 1, + 1] gleichmäßig gegen f(x) konver- 
giert. Verf. betrachtet den Operator 


Ab) = Lil) + EAN)  m<o). | 
r | 


Darin sind die AW(f) beliebige lineare Funktionale mit beschränkten Normen, 
und die p(® sind beliebige Polynome mit Graden <n + m. Es wird nun bewiesen: 
Wenn es eine L-integrable Funktion g(x) derart gibt, daß g(x) Z0 in [— 1, + 1] und 
+1 | 
1 \ 
1 p(®” (x) cos (j arccos x) g(x) de—=O (-): =(, 72.2, nu — an nr 2 
=a 
gilt, dann kann man für m = o(n) und o = o(n) die Doppelfolge der Funktionale 
A(®(f) keinesfalls so wählen, daß der obige Operator für jede in [— 1, + 1] stetige 


Funktion f(x) gleichmäßig gegen f(x) konvergiert. — Einige weitere Sätze geben 
Anwendungen, z.B. auf den von Bernstein definierten Interpolationsprozeß. 
Vgl. auch Berman, dies. Zbl. 31, 16 und 34, 332. Wolfgang Hahn. 


Cenov, I. V.: Über eine Frage der Annäherung einer Funktion dureh Polynome. 
Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 473—478 (1951) [Russisch ]. 

Verf. beweist einige bemerkenswerte Analogien zwischen den gewöhnlichen 
(Tschebyscheffschen) Minimalpolynomen und Polynomen, die durch eine andere 
Minimalbedingung definiert sind. Es sei f(x) in dem reellen Intervall [a, b] stetig; 

b 


es sei o(”)(f) das Minimum des Integrals [ f(x) — Pix) dx (s>0), gebildet 


mit allen Polynomen P(x), deren Grad die Zahl n nicht übertrifft; P*(x) sei das 
Minimalpolynom. Dann hat die Gleichung f(x) = P*(x) im Inneren von (a,b) 
mindestens n Wurzeln. Erklärt man in analoger Weise die Ausdrücke 0(”) (g) und 
Q* (x) und setzt von den Funktionen f(x) undg(x) voraus, daßsiein [a,b] mindestens 
(n + 1)-mal differenzierbar sind, so zieht die Ungleichung |" +D(a)| <|gr +Y(z)| 
die Ungleichung 0” (f) < o(”)(g) für alle s >1 nach sich. Verf. vervollständigt 
damit eine frühere Note (dies. Zbl. 29, 257). Wolfgang Hahn. 

Gukevie, V. I.: Die beste Annäherung im Mittel der Funktion In(a —x) 
nn Polynome. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 785—786 (1951) [Rus- 
sisch ]. 

Nikol’skij hat vor einiger Zeit eine asymptotische Formel für die beste An- 
näherung im Mittel der Funktion |a — x|' mitgeteilt (dies. Zbl. 29, 28). Verf. er- 
mittelt unter Benutzung der gleichen Methode die analoge Formel 


te u IR) 
RT“ ale ulcos v| du dv Inn 
Ean-ı In |a 2 =, —— | N (v2 + u2) (e" + €”) )- 
0.0 
Wolfgang Hahn. 


Timan, F. A.: Die Approximationen von Funktionen, die einer Lipschitzbedin- 


gung genügen, durch gewöhnliche Polynome. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 
77, 969—972 (1951) [Russisch]. 


Erg dr Bin 2 ES x 7 4 r % 
3 5 a 


CL 


f(x) gehöre in [—1,1] zur Klasse Lipx (Konstante M), 0<«x <i1. Verf. 
betrachtet die Approximation der Funktionen dieser a durch ihre 


„Fourier-Tschebyscheff“-Polynome, genauer: E(x)= sup |/f(x)—S,(x)| mit 
n fcLipa 
8, Dec T (x), T,(x) das k-teTschebyscheffpolynom, T, = T = " Tx() Er 
k=0 = Vi 2 
und erhält: 
Dt M N) 1% 
(1) E(x) — = x ya Inn aa t? sin t dt Aw (9) (a: ;) 


gleichmäßig für x in [—1,1]. (In der Arbeit steht statt Inn/n* versehentlich 
lun/n.) Für x = 1 wurde dieses Ergebnis schon von Nikol’skij, Izvestija Akad. 
Nauk SSSR, S.r. mat. 10, 295—322 (1946) gezeigt. Verf. untersucht ebenso die 
Approximation, wenn man S, durch die zugehörigen arithmetischen Mittel o,, er- 
setzt. Ganz roh gesprochen kann man für 0 <a <lin (1) dann In n/n* durch 1/n* 
ersetzen. (Tatsächlich müssen im Ergebnis 0<a<1! x=4 x>1 unter- 
schieden werden.) Für f(x)CLipl folgert man die „scharfe“ Abschätzung: 
(+ Sr 0.) )|=M;jn. an analogen Ergebnisse für alle hier betrachteten Fälle 
bei der Annäherung durch trigonometrische Polynome findet man bei Nikol’skij, 
Approximations of periodie functions by trigonometrical polynomials, Trav. Inst. 
math. Stekloff 15 (1945). U. a. formuliert Verf. noch folgenden allgemeinen 
Satz: Wenn un Be ch &, gibt es ein Polynom P,(x) von höchstens n-tem Grade, 


B0daßb |F— P. = |wi># 2)” + (eiy7] ‚ © unabhängig von x und n, was 


Nikol’skij ra all [Für 0 <x<}# folgt dies sofort aus den Ergebnissen 
des Verf. über die Approximation durch die o,]. Keine Beweise. Leo Schmetterer. 

Timan, A. F.: Eine Verschärfung des Satzes von Jackson über die beste Approxi- 
mation stetiger Funktionen durch Polynome auf einem endlichen Intervall der reellen 
Achse. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 17—20 (1951) [Russisch]. 
/ Die Verschärfung lautet folgendermaßen: Es habe f(x) in -1<xr<s-+i 
eine stetige r-te Ableitung mit dem Stetigkeitsmodul w,(h). Dann gibt es eine 
von x und n unabhängige Konstante (© derart, daß sich für jedes n = 1,2,... ein 
Polynom P,(x) höchstens n-ten Grades finden läßt, das im Intervall [—1, +1] 
die Ungleichung 


If) — P,(@)| < (ea) (Yı 2 + |e|myr (o, (Ya — 2) /n) + ©, (|x|n)) 
befriedigt. [In dem Satz von Jackson steht rechts Un” w,(n-!).] Der Beweis 
benutzt Induktion nach r: das Polynom, das die Ungleichung für r = k befriedigt, 
läßt sich aus denen für r<%k konstruieren. Der Beweis für r = ( benutzt eine 
Integralabschätzung für die Tschebyscheffschen Polynome, deren Beweis nicht 
mitgeteilt wird. Wolfgang Hahn. 

Gel’fond, A. 0.: Über Quasi-Polynome, die im Abschnitt [0,1] am wenigsten 
von Null abweichen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 15, 9—16 (1951) [Rus- 


sisch ]. 
Verf. gibt obere und untere Grenzen für den absoluten Betrag desjenigen 
„Quasipolynoms“ T(x) =a, + 4,2% +. -.+ x°, das im abgeschlossenen Inter- 


vall [0, 1] am wenigsten von Null abweicht. Die x, bilden eine feste wachsende 
Folge positiver reeller Zahlen. (Daß genau ein solches „Polynom“ existiert, ist 
schon länger bekannt.) Er Er zunächst die genaue Gestalt des Quasipolynoms 


‘S(x) an, für das das Integral f S?(x) "dx (t >1) bei variablen Koeffizienten 
) 


ein Minimum ist. Diese Darstellung gestattet, die gesuchte Abschätzung herzu- 


02 | 
leiten: Ist M, das Maximum des Betrages für das Polynom T (x), so ist bei beliebigem 
i, > 0 
a n ‚ 1: 
M,> (tw V2a, + %) „II, 0) II @&n + 0% + Wo) 


für die Abschätzung nach unten ist der erste Faktor durch einen etwas komplizier- 
teren Ausdruck zu ersetzen. Wolfgang Hahn. 

Bern$tejn (Bernstein), 8. N.: Über Gewichtsfunktionen. Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 77, 549—552 (1951) [Russisch ]. 


Verf. behandelt die Bedeutung der Reihe S, = An für die Funktion 
EZ 


®(x); dabei ist A, = min Nasa Vo(a). Unter Bezugnahme auf frühere Er- 
—o<r<+oo 
gebnisse beweist er u.a. 1. Wenn S, divergiert, so ist D(x) eine „‚Gewichtsfunktion‘“, 


d.h. jede auf der reellen Achse stetige Funktion f(x) mit der Eigenschaft 
nn: f(x)/®(x) = 0 läßt sich gleichmäßig durch Polynome P(x) derart approxi- 


a daß für beliebiges vorgebenes & auf der reellen Achse |f(x) — P(x)| <e®(x) 
R 
gilt. 2. Ist D(x) = eP(®) eine gerade Funktion und sind die Integrale f 22p(x)da 
i 


für R— oo nach oben beschränkt, so konvergiert die Reihe S,. 3. Unter gewissen 
einschränkenden Voraussetzungen über ®(x) läßt sich dieser Satz umkehren. 
Wolfgang Hahn. 
Bernstejn (Bernstein), 8. N.: Über den Zusammenhang der quasianalytischen 
Funktionen mit den Gewichtsfunktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 
773—776 (1951) [Russisch]. ! 
Formulierung einiger Sätze im Anschluß an die vorstehend besprochene Note 
n u Sue oo 
des Verf. Ist o(,=maxpyE, f(x) < A, und 9 A7! divergent, so bilden die 
>0 n=1l 
Funktionen f(x) SEHESIEERE: quasianalytischer Funktionen analog den von Carleman 
eingeführten. Konvergiert die Reihe, so gibt es unter den Funktionen mit 0, < kA, 
(k konstant) nicht-quasianalytische. — Ferner gilt: Es sei D(x) eine beliebige 
gerade monotone Gewichtsfunktion (vgl. zitierte Note). Wenn E, f(x) <(®(n))-! 
(n Z1) ist, dann ist /(x) quasianalytisch. Ein ähnlicher Satz besteht auch, 
wenn ®(x) keine Gewichtsfunktion, sondern eine ‚normal wachsende Funktion“ ist. 
Wolfgang Hahn. 
Dzjadyk, V. K.: Über die beste Annäherung im Mittel periodischer Funk- 
tionen mit Singularitäten. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 949—952 (1951) 
[Russisch ]. 
Favard [Mat. Tidsskr. B 1936, 81—94 ; dies. Zbl. 16, 58 hat die beste Annähe- 
rung im Mittel der Funktion 


{0,0} 
R u cos (kt + r n/2) 
DR () w2 = 
durch. trigonometrische Polynome berechnet, das „beste“ Polynom stimmt mit 
Dt) an den Nullstellen von cos (nt + r x/2) überein. Bezeichnet man es mit 
22, (t), so-eılt 


1: 


m = ı 
l ID (t) _ T*_,(b) ()|at BRRAER I & (— 1? (r+1) 
7 am er a 
Verf. untersucht; den Einfluß, den die Unstetigkeitsstelle der (r — 1)-ten Ableitung 
von D”(t) am Nullpunkt auf dies Integral hat, und beweist, daß für 0<e <— 


und 2 — oo 
47 + [ion - Fr t)|di = al) 


A) 
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ist. Das Ergebnis läßt sich für die Bestimmung der Annäherung periodischer Funk- 
tionen benutzen, deren r-te Ableitung eine Unstetigkeitsstelle hat; dadurch werden 


. Ergebnisse von Nikol’skij (dies. Zbl. 33, 357, 34, 39) auf periodische Funktionen 


übertragen. _ = Wolfgang Hahn. 

Sz.-Nagy, Bela: Über die Konvergenz von Reihen orthogonaler Polynome. 
Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 50—55 (1951). 

L’A., in prosecuzione di un lavoro di G. Alexits (questo Zbl. 28, 397) dimostra 
il seguente teorema. Sia x(x) una funzione non decrescente in (—1,1) che assume 
infiniti valori, E indichi l’insieme dei punti di discontinuitä di x (x), sia Z’ P’insieme 
dei punti ove a’(x) esiste finita [pereiöo mis (—1,1)— E—- E'] = 0]. Sia {p„(x)} 
la successione dei polinomi ortogonali e normali caratterizzati dalla relazione 


TE 
S pm(®) p,(&) dla) = e,m: uni, m=0 per nm], 
al 


ed esista un intervallo aperto A di (—1,1) tale che ad ogni intervallo chiuso 6 

appartenente a A corrisponda una constante (', per la quale sussistano le limitazioni 

?,(2)| SC, (n=0,1,...;xin 6). In queste ipotesi se fc,} & una qualsiasi succes- 
. x : = : ee 

sione di costanti reali tale che (1) N c}logn<oo, alloralaserie (2) N c,p,(x) 
n=1 0 


N= 
converge in tutto E,ein A-E’ salvo un insieme di misura nulla rispetto ad « (x). — 


Se in A, salvo un insieme di misura nulla in senso ordinario & x’(x) > 0, allora 


dalla (1) segue la convergenza della serie (2) quasi ovunque in A (nel senso ordinario). 
La dimostrazione si fonda sul fatto che le funzioni di Lebesgue 


{li n 
L,(«) 37 J — Px(%) Pr (9) 
in ogni punto x di A-E’ soddisfano la relazione L,(x) = O (log n). 
Griovannı Sansone. 

Mandelbrojt, Szolem: Theoremes generaux de fermeture. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 232, 284—286 (1951). 

Soient f(x) et g(x) deux fonctions appartenant ä la classe L des fonctions ab- 
solument integrables sur la droite — 00 < x < 00. L’A. enonce sans demonstration 
quelques conditions suffisantes pour que pour tout a f(x + a) puisse &tre approche 
dans Z d’aussi pres que l’on veut par des expressions de la forme 


dx (Y) 


N N 
Saba). 
Nn=0 n=0 
Ces resultats contiennent en particulier une gen6ralisation du theoreme de fermeture 
de Wiener donnee par l’A. et Agmon (ce Zbl. 36, 352) et un autre theoreme de 
l’A. concernant l’approximation dans L par les derivees successives f(x) d’une 
fonction f(x) EL (ce Zbl. 3%, 325). Janos Horvath. 
Ste@kin, 8. B.: Über die Konvergenz und Divergenz trigonometriseher Reihen. 


Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 2, 148—149 (1951) [Russisch ]. 


Gacharija, K. K.: Die Summation trigonometriseher Doppelreihen mit der 
Riemannsehen Methode. Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 337—350 (1951) [Russisch ]. 

Verf. überträgt einige Sätze der Riemannschen Theorie der trigonometri- 
schen Reihen (man vgl. Zygmund, Trigonometrical series, Warszawa-Lwöw 
1935, 8. 267—278; dies. Zbl. 11, 17) auf trigonometrische Doppelreihen 


ee) il ee 
EI 15 Ann (59), WO I > Ai Ag Dal 1,25...) 1(m-n #0) 
M,Nn—=O 
und Aun(& Y) = Un 608 mx cosny + b,,, Sin mx cos ny 


+ C,,„ 608 mz sinny + d,,, Sin mx sin ny 


NS 


auf einer Menge positiven Maßes, sogiltauch lim a„„=0,..., lim Ann: 
m+n— 00 a ET EN j 
Satz 7: Konvergiert (*) (im Pringsheimschen Sinn) in R, gegen eine (2 zs-periodische) 


"Funktion f(x, y),giltfernerinR, lim A,„,(2,4) = 0 und |S,„,„(® y)| <p(z, y) 
m-+ 1 — 00 
(m,n = 0,1,...), wo S,„„ die Teilsummen der Reihe sind und g endlich und in- 


tegrierbar ist, so ist (*) die Fourierreihe von f. R, ist dabei ein Quadrat der Seiten- 
länge 2, wie aus dem Beweis hervorgeht. — Aus diesem Ergebnis folgt leicht ein 
Eindeutigkeitssatz für trigonometrische Reihen. — Beim Beweis von Satz 7 ver- 
wendet Verf. eine mittels Differenzen gebildete ‚„verallgemeinerte Ableitung zweiter 
Ordnung“ D?F(x, y). Sie nennt (*) Riemann-summierbar zum Werte /(z,y) an 
der Stelle (x, y), wenn für die Funktion 
& An N x S Aon y? = Amo x y? 
NT > min 4 2 n? 4 e> m? | 16 00 


m,n=|l n=1 


die Beziehung D?F(x, y) = f(x, y) gilt. Satz 7 wird nun zunächst in einer Form 
bewiesen, in der „Konvergiert (*)‘“ ersetzt ist durch ‚‚Ist (*) Riemann-summierbar“ 
(Satz 6). Genügt aber (*) den Voraussetzungen von Satz 7, so ist (*) Riemann- 
summierbar, woraus man Satz 7 erhält. Literatur: Miranda, dies. Zbl. 15, 64. 
Karl Zeller. 

Ogieveckij, I. I.: Über einige Eigenschaften der Sinusreihen der positiven steti- 
gen, nach oben konvexen Funktionen.‘ Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 
13—16 (1951) [Russisch ]. 

The following two theorems are proved: I. Let (Qn,x$ be an infinite matrix 
‘such: that. .(i) 0.<q,„< 1: for k=%r.., N, ande dq, „= (nor akSEN 
(ü) 1+2 8q, 008 kr >20, n=1,2,... — li f(x) is positive and convex from 

k 


above in (0,rx), and = | fe) sinkxdz, U,„(2)= 3 q,,b,sinkxz, then 
Ö k 


U,(x) <f(x) in (0,%).— II. Let {q,,.} be an infinite matrix such that q,,.> 9,r1 
IOreER— 1, ., N, and nr = 0 fork >N,, and let U,(x) have the meaning as 
before. If f(x) is positive and convex from above in (0,7), then U,(x) >0 in 
(0,7). — The sumation methods {q,,.} of Hölder, Cesäro (C,6),ö >1, de la 
Vallee Poussin, Jackson, satisfy the hypotheses of Theorems I and II. Clearly, 
the condition (i) in Theorem I may be replaced by 0 <q St (Ref.). 
Y Roman Sikorski. 

Ogieveckij, I. I: ÜUter eine genaue Abschätzung. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 78, 201—204 (1951) [Russisch ]. 

Let {q,,.} be an infinite matrix such that () O<q,„,<lif k=1,...N, 
and „= 0 E k>N,., Wü) 1l+ 2 3 9q,,, 005 kx On KO Ehe 

k 


class of all continuous functions f(x) of the real variable, such that f(x + 2) = f(x) 
and |" (x)|<1 is denoted by Wr. For every fe Wr let 
U (SC 2 + = 9n,r(@; 608 kx + b, sin kx) 
where a, and b, are Fourier coeffieients of f(x). It is proved that 
oo N’ v(r+ 
max.up|flr) - U,( a) = Su iyesn a nn 
feWr x ER (Maren en 2, ++! 
where N’ is the greatest integer less than (N, — 1)/2. — The sumation methods 
{q„,.} of Hölder, Cesäro (0,6) 6 >1, de la Vallee Poussin, Jackson, satisfy the 
hypotheses of the above theorem. — Several unessential errors are in the text 
[e. g. the formulation of (ii) is incorrect in the paper]. Roman Sikorski. 


| | En 
‚Spezielle Orthogonalfunktionen: 


Pollaezek, Felix: Familles de polynomes orthogonaux avec poids complexes. 
C.r. Acad. Paris 232, 29—31 (1951). 
Verf. erdaet einer dürch eine Rekursionsformel P,(2) = (A, a 
—C, Pa-2(2),; Po(2) = konst., definierten Polynomfolge formal eine Momentenfolge: 
zu — die im Falle von Düneslalpolndren mit den gewöhnlichen Momenten 
übereinstimmen —, zeigt, daß man den die Momente liefernden Operator durch 


ein komplexes Integral der Gestalt fi 2" x(2) de darstellen kann, und teilt einige 
Ä 


Eigenschaften der Funktion y(z) mit. — Ref. bemerkt, daß es sich im wesentlichen 
um eine andere Formulierung des Zusammenhangs zwischen den Näherungsnennern 


' eines Kettenbruchs und seiner assoziierten Potenzreihe handelt. 


Wolfgang Hahn. 

Jackson, F. H.: Basie integration. Quart. J. Math., Oxford II. Ser. 2, 1—16 
(1951). 

Unter „basic‘“-Integration (mit Basis q) versteht Verf. die Umkehrung der 
Differenzenoperation D,D(x) = (B(x) - ©(qx)) x, nämlich 9 D(x)d(qx) = 
(1=q) D7'P(x), was formal gleich (1 —g) x{®(x) +q4PD(qx) +}. Der Zu- 
sammenhang mit gewöhnlicher Integration wird durch q? 1 hergestellt. Mit 
[r]! = (1 — 2 Ag A -(1—g”) werden die „‚basic“-Exponentialfunktion 


E(x)=1+ +... und die „basic“-Gammafunktion /'fa +1] = 


an an 
(1-1 8 {x°/E(x)} d(gx) definiert. Damit läßt sich der Ramanujanschen 


> 2 

Gleichung J F(— x) &"!dx = I‘(s) f(— s) mit F(x)=f(0 )+77 1) + 57 f(2) +... 
1G. H. ray Ramanujan, Cambridge 1940, S. 186; dies. Zbl. 27, 196) ein „‚basie‘“- 
Analogon gegenüberstellen. Noch mehrere solche Übertragungen werden gebracht, 
welche auf Reihen aus der Theorie der Theta- und Kugelfunktionen Bezug nehmen. 
Über die genauen Gültigkeitsbereiche dieser mehr formalen Emtwicklungen werden 
aber nur spärliche Angaben gemacht. Georg Aumann. 

Sears, D. B.: Transformations of basie hypergeometrie funetions of special 
type. Proc. London math. Soc., II. Ser. 52, 467—483 (1951). 

Verf. entwickelt eine neue Methode, mit deren Hilfe man Transformations- 

00 

formeln für basische hypergeometrische Reihen ® (a, ,Q3,...;561,by,...;2)= N u,x° 


Eee kann. Er betrachtet diese als Spezialfälle allgemeinerer Reihen von Typ 


> u,x0,; dabei ist 0,6,,... eine Zahlenfolge. Bedeutet E den Operator, 
Er 6, in 6,,, überführt, so kann man symbolisch die zweite Reihe in der Form 


©(a,,...; di;---; xE)6, schreiben. Durch einfaches Umordnen gewinnt Verf. 
für die allgemeineren Reihen Transformationsformeln; spezielle Wahl der 6, läßt 
daraus (z. T. bekannte) Formeln für die basischen hypergeometrischen Reihen 
entstehen, insbesondere für den ‚‚well-poised‘‘ and ‚„nearly poised‘“ Typ. Als Bei- 
spiel sei die einfachste der entwickelten Formeln mitgeteilt. Es sei (a,=(1—o)- 
(1—-ap):---(1—ap*!). Dann gilt 

3D, (a, De ;5E)6, 


Dee bie 
= m 2( p® a p«4 -> E 8. 
Barrel. BE mern 
“Durch die Substitution 0, = (bex/pa)‘, «= p"*" folgt daraus z.B. eine Be- 


ziehung zwischen abbrechenden ,®, und ‚®,. Wolfgang Hahn. 
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Chaundy, T. W.: Some ni identities. J. London math. Soc. 26, 


42—44 (1951). 
Es werden gewisse hypergeömetrische Identitäten gegeben, deren EN 


lautet: 


(k— an + 12) (e)n a,6,1+ h/(1l—o),—n a 
Mi on. 


n=0 
xFle+n,kh+(l-o)n;c+n;%) 
und wie folgt bewiesen werden kann. Durch Herausnahme des Koeffizienten von 
(a)y ee wird die Identität 
(e)n (h an N N)y n 
Or N m, n(k-an+ 1) Ge 21 
Mit n=N-+r kann dies geschrieben a 
oo 
BR (et MIR EN 
a, ICE M, (— ar) 
xF(le+N+rh+(il-o)(N+r);c+N -+r;e). 
Das von x unabhängige Glied ist gleich eins, und es bleibt zu zeigen, daß der Beiwert 
einer beliebigen Potenz auf der rechten Seite verschwindet, oder, wenn M >, 


(er RtÜ-)N+i-aru, 
(N | 25 (Mn)! 


ur 


Dies kann als der Koeffizient von «#1! in der Entwicklung von 
(e+ Nu —h—-(1-c)N—1 1] M 
ee 
gedeutet werden, wo x das Glied niedrigsten Grades in x ist. Damit ist die Be- 
ziehung (1) bewiesen. Die anderen Identitäten ergeben sich aus (1) als Sonderfälle, 
die Verf. ebenso wie den Beweis zum Teil J.L. Burchnall verdankt. 
Rolf Gran Olsson. 

Seidel, W. and Otto Szäsz: On positive harmonie funetions and ultraspherieal 
polynomials. J. London math. Soc. 26, 36—41 (1951). 

Sei P®(x) das ultrasphärische Polynom vom Grad n und Ordnung A. Es wird 
gezeigt, daß die a Form 


12 ’y)» 2 ’ ’ ee 


uv=0 
positiv definit ist, für A>0 und —1<x<1. Der Beweis beruht darauf, daß 
für dieselben /, x die Funktion 


1 3) 2" 
(*) n = ne 


positiven Realteil in |2| <1 Sen Der Beweis dieser Tatsache benützt die Gegen- 
bauersche Verallgemeinerung der Laplaceschen Integraldarstellung für Legendre- 
Polynome 


ehe 


p% @) _ en Se m f 
PA) Vario 
Durch Einsetzen in (*) erhält man unter dem Integral eine geometrische Reihe, durch 
deren Summation die eu folgt. Es wird noch bemerkt, daß jedenfalls 
nicht für alle A mit -I<A<O (*) an Realteil hat. Karl Prachar. 
Beckenbach, E. F., w. Seidel and Otto Szäsz: Reeurrent determinants of Le- 
gendre and of ultraspherical polynomials. Duke math. J. 18, 1—-10 (1951). 


+ Va? — — 1 cos pr" sin??=-Ipdo. 


17 


In proseeuzione di ricerche di vari Autori (efr.: G. Szegö, questo Zbl. 32, 
275; G.Sansone, questo Zbl. 34, 190; O. Szäsz, questo Zbl. 37, 330) gli AA. 
osservano che se P,„(a) € I’n-esimo polinomio de Legendre, la funzione 


| log|P,(x)| &® una funzione strettamente convessa dellindice n: 


log | P„_.(z)| + log |P,,.(2)| > 2 log Ba: 
Se fa,(x)} una successione di funzioni e col simbolo Df[a(x)]? si indica il deter- 
minante di Hankel 


. a A;yı°"l 
Die(li = |%41%42°*"%4ı |; 
9%: Axrı Ayr-i) 


se P() (x) & l’n-esimo polinomio ultrasferico di parametro A gli AA. provano in 
generale 
DIPS EIS CHR ZI I>0, A,=lPR A) W= 0,12...) 
con C;,„, eonstante positiva espliecitamente determinata. La relazione & estesa ai 
minori estrattida D[A, P®%(x)]5-!. — Gli AA. partendo infine da un teorema di 
Pölya e Schur stabiliscono le seguenti limitazioni 

(20 + 1) [pin (@))? - (en pin.) Pirr 2 > 0, 

(en +3) [pin+ı ("an + 1) pP) > 0 
con PX) = PA()PAN); A>—12%, n >21,.|2|<S1. 

Giovanni Sansone. 

Landauer, R.: Asseciated Legendre polynomial approximations. J. appl. 
Phys. 22, 87—89 (1951). 

Für die zugeordneten Legendre-Polynome werden Näherungen gewonnen mit 
Hilfe von Phasenintegralen. Das Verfahren ist eine Erweiterung der Wentzel- 
Kramers-Brillouin-Methode. Bernhard Kockel. 

Toscano, Letterio: Sulla norma del complemento /'(x, x) della funzione gamma 
incompleta per «x = —.$%. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 6, 27—29 (1951). 

Aus einem Resultat von F. Tricomi (dies. Zbl. 38, 221) über die Funktion 


[0,0] 
N (&,x) = I(#,ix) I (x,—ix), worin Fa, x) = dh: etti*1dt ist, leitet: ‘Verf. 
% 
eine Darstellung von N (— 1/2, x?/4) als Laplacetransformierte von J3)(t?) ab. 
Gustav Lochs. 
B"rehnall, J. L.: The Bessel polynomials. Canadian J. Math. 3, 62—68 (1951). 
Dies sind Polynome y,, die der Differentialgleichung 
2yn = (2x + 2) Y) ra n(n er 1) Yn = 0, 4,(0) = 1, 


‚genügen. Einige Eigenschaften dieser Polynome wurden von Krall und Frink 
(dies. Zbl. 31, 297) hergeleitet. Verf. ist in anderem Zusammenhang bereits früher 


auf diese Polynome gestoßen und leitet einige Eigenschaften neu und einige 
neue Eigenschaften her. Unter anderem folgende: Wenn y,(x) = x"0,(1 x), 


B d 
so genügt y=e-°9,(£) der Gleichung dd —2n—1)y=&y, wo ö= ge 
Es ist weiter 6, = (-1ree(ö-1)(ö—3)---(d—2n+]) e-®. Die Nullstellen 


n 
b(r) von y,„(x) erfüllen zb = —-1, (m -1=0 (s=2,3,...,n) und 
=1 r=1 
00 
En RE } | ; er. au 0,(2) ul — u)]” 
sind die einzigen Lösungen dieses Systems. Es ist Broyren mE A l 2 


Einige Resultate werden auf die Lösungen der allgemeineren Gleichung x2?y’” + 


(ax +b)y —n(n+a—1)y= 0 ausgedehnt. Karl Prachar. 
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Bouwkamp, (. J. and H. Bremmer: A note on Kline’s Bessel-funetion expan- — 
sion. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 54, 130—134; Indagationes math. 13, 130 


—134 (1951). 
Seien J,(z) und Y,(z) die Funktionen von Bessel und Weber und 


G,(0, 2) = J,( sec 6) Y, (z + v sec 0) — Y, (v see 6) J, (2 + v sec 8). 


G, als Funktion von » hat als einzige Verzweigungspunkte v» = 0 und v = — 208 0. 


v—= 00 ist kein Verzweigungspunkt, wie leicht zu sehen. Die Verff. zeigen: Die 


Entwicklung 


(die von Kline herrührt, dies. Zbl. 40, 31) ist für |v| > |zcos@| konvergent, 


d.h. es ist » = oo überhaupt keine singuläre Stelle von @,. Als Hilfsmittel zur 


Abschätzung der a, dient die „Differentialrekursionsformel“ 
(D2 + sin?0) a, + (22D2+D,+22)a, + (2 D+z2D,+2P)a,.=; 
wo D,= dd. Karl Prachar. 


Kapica, P. L.: Die Berechnung der Summen der negativen geraden Potenzen 
der Nullstellen der Besselschen Funktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 


77, 561—564 (1951) [Russisch ]. 
Sei J,(x) die Besselfunktion v-ter Ordnung, 0 <A, <A, <::: seien die Null- 
stellen von J,in & > 0. Verf. gibt eine neue Methode zur Berechnung der Potenz- 


oo < 
summen 0) = ES en 4 an. Er benutzt dazu die Entwicklung 
k=] 
S 1 Jy-ı (2, «) 


E Jau ) = av B-1J, RR ne 
(E) Pa) = Pt Jlp)® PAD ne ar zn 


u 9 % 


Durch Bildung von 3 xdae.-: [ 2% dx [ (E) &” ie erhält man 
(0 0 =] 


0 


P7 bare Jy+m(ß) = Ds J,(B)”2 KG = : > (v in m)]=' 


en N 2 = Jy+m (Ar) 
—2B I) ZA mr 
P A, h \ R A) J,-ı (A) 


Nun ist J, 4m (Ar) = — Jr —ı (A,) Rm-ı1,»+1(4,) (wo R ein Lommelsches Polynom ° 
ist). Durch Vergleich der niedersten Potenzen von ß erhält man eine Rekursions- 
formel für die 0". 09, a”, 0)”, o{!® werden explizit angegeben. Ein ähnliches 


Verfahren kann zur Berechnung der negativen Potenzsummen der Wurzeln von 
EIAE) — x J,(£) = 0 verwendet werden. Karl Prachar. 

Buchholz, Herbert: Die Summe der reziproken Potenzen der Nullstellen von 
M,, „ı2(2) hinsichtlich z. Z. angew. Math. Mech. 31, 149—152 (1951). 


Die genannte Summe ist eine gebrochen rationale Funktion von x und u. 
Ihrer Herleitung geht ein allgemeiner Überblick über das Nullstellenverhalten von 


M,, ul2(2) voraus; mit einer Betrachtung von Sonderfällen (modifizierte Besselsche 
Funktion Is, Laguerresche Polynome) schließt die Arbeit. Erwin Kreyßig. 


Funktionentheorie: 


® Behnke, H. und F. Sommer: Vorlesungen über klassische Funktionen- - 


theorie II. 2. Aufl. (Ausarb. mathemat. und physikal. Vorlesungen Band XIII.) 
Münster: Aschaffendorffsche Verlagstuchhandlurg 1951. III, 304 S. 

Der vorliegende zweite Teil enthält solche Abschnitte der Funktionentheorie, 
wo vorzugsweise mit Riemannschen Flächen gearbeitet wird. Diese werden axio- 


matisch definiert. Hierbei — wie auch sonst im Buche — werden belehrende Bei- 


spiele vor abstrakten Definitionen gegeben, so daß ein konkretes Bild für den Leser 
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‚auch verwickeltere Dinge verständlicher macht. Verff. beginnen mit dem Schwarz- 
schen Spiegelungsprinzip und dem Randverhalten bei konformer Abbildung. Nach 
Einführung allgemeiner Riemannscher Flächen werden speziell die geschlossenen 
Flächen betrachtet. (Ihrer Topologie ist ein Anhang gewidmet.) Abelsche Integrale 


werden besprochen. Verf. gibt dann einiges aus der Theorie der normalen Familien 


meromorpher Funktionen, leitet mit deren Hilfe die Verzerrungssätze schlichter 
Funktionen qualitativ ab und besitzt damit Hilfsmittel, um den allgemeinen Unifor- 
misierungssatz zu beweisen. Fragen über die Decktransformationen und die Typen 
der universellen Überlagerungsflächen leiten ungezwungen zu den automorphen 
‚Funktionen über. Hier stehen die elliptischen Funktionen im Zentrum der Be- 
handlung, und über die Modulfunktionen gelangen Verff. an den Satz von Picard. 
Nach allgemeiner Untersuchung eigentlich diskontinuierlicher Gruppen linearer 
Transformationen mit dem isometrischen Kreis als zentralem Hilfsmittel schließen 
Verff. mit der Konstruktion automorpher Funktionen mit Hilfe von Poincareschen 
Thetareihen. Gunnar af Hällström. 


e Titchmarsh, E. C.: The theory of the Riemann zeta-funetion. Oxford: At 
the Clarendon Pıess 1951. 346 p. 40 s. 
Dieses Buch ist ein stark vergrößerter Nachfolger des ‚Cambridge Tract“ (The Zeta- 


' funetion of Riemann, Cambridge 1930) des Verf. Wegen der vielen seit 1930 erhaltenen neuen 


Resultate in der Theorie von £(s) war es nicht mehr möglich, im Rahmen eines „Cambridge 
Tract“ eine Übersicht über die gesamte Theorie zu geben, und das jetzige Buch hat dann auch 
einen viel größeren Umfang als sein Vorgänger. Von den neu aufgenommenen Resultaten seien 
besonders erwähnt: die Verschärfung der approximativen Funktionalgleichung zu einer asym- 


‚ptotischen Entwicklung (Siegel); die Anwendung der zahlentheoretischen Abschätzungsmethode 


von van der Corput in der Theorie von £(s) (Titchmarsh); die Vinogradoffsche Abschätzungs- 
methode; den Selbergschen Satz, daß jedenfalls ein endlicher Bruchteil der Nullstellen von 
&(s) (s = co + it) auf der kritischen Geraden o — 4 liegt. Die Beweise sind immer lückenlos 
und klar dargestellt und öfters einfacher als die ursprünglichen Beweise der Entdecker. In 
Fällen, wo eine Wiedergabe der schärfsten in der Literatur vorhandenen Resultate allzuviel 
Raum beanspruchen würde, hat Verf. sich Beschränkungen auferlegt (wie z.B. bei der Ab- 
schätzung von £(4 + it)). Er gibt aber eine wohl nahezu vollständige Übersicht über die in 
der Theorie von £(s) bisher angewandten Methoden. Die 15 Kapitel enthalten u. a. folgendes: 
I (The function £(s) and the Dirichlet series related to it): Dirichletsche Reihen für 1/£(s), 
E(s)/E(s), &*(s), E*ls)/E(2 s), &(2 s)/£(s), usw.; II (The analytic character of {(s) and the func- 
tional equation): 7 Beweismethoden für die Funktionalgleichung; die ganzen Funktionen £(s) 
und #(z); Charakterisierung von {(s) durch die Funktionalgleichung (Hamburger); III (The 
theorem of Hadamard and de la Vallee Poussin, and its consequences): die klassischen Sätze 
über das Nichtverschwinden und die Größenordnung in Teilgebieten des kritischen Streifens 
0< o <1; der Primzahlsatz; Gültigkeit der Dirichletschen Reihen für 1/£ (s), &’(s)/& (s), log & (s) 
auf o = 1; IV (Approximate formulae): die approximative Funktionalgleichung; die schärfste 
Form, sowie die asymptotische Entwicklung von Riemann-Siegel werden durch komplexe 
Integration beweisen; V (The order of £ (s) in the criticalstrip): die Methoden von Weyl-Hardy- 
Littlewood und van der Corput; mit der letzteren Methode wird u. a. ein Be- 
weis gegeben von (4 +it) =0O(t"''®) (Titehmarsh); VI (Vinogradoff’s method): Be- 
weis von £(1-+ it) = 0 ((log t log log t)?); VII (Mean-value theorems): die asymptotische 
2 


Formel für [ Je +iN)dt= TlogT+(2y—1—log 2) T + Restglied O (T}'*) (Be- 
0 


weis nach Atkinson); die schärferen Resultate (Ingham, Titehmarsh) werden ohne Beweis 
7 


mitgeteilt; ähnliche Probleme für [ I&to +it)|’"dt (Hardy-Littlewood, Ingham) und 
) 


RD 

J [lo +i% 
Approximationssatzes zum Beweis von Sätzen wie (1 + it) = Q(log log t); IX (The general 
distribution of the zeros): die Formel von Backlund für N(T) (Anzahl der Nullstellen in 
0<o<1,0<t< T); das Restglied S(T) in dieser Formel ist O(log T) und wechselt unend- 
lich oft sein Vorzeichen (Titchmarsh); Sätze über N (o, T) (Anzahl der Nullstellen # + .y 
mit ß>0,0<ys T) von Bohr-Landau, Carlson, Titehmarsh, Ingham, Selberg; 


2% „dt (Titchmarsh); VIII (2-theorems): Anwendung des Kroneckerschen 


| “X (The zeros on the critical line): mehrere Beweise des Satzes von Hardy über die Existenz 


unendlich vieler Nullstellen von £(s) auf «—=4; N,(T) (Anzahl der Nullstellen 43 +it mit 


h 
N; 


0<t<sT) ist > AT (Hardy-Littlewood 1921), > A TlogT (Selberg 1942); XI (The 
general distribution of the values of &(s (s)): Anwendung des Kroneckerschen A ae 
satzes; Resultate von H. Bohr; XII (Divisor problems): Abschätzung des Restgliedes A,(z) 
in der asymptotischen Formel für > d.(n), wo d,(n) die Anzahl der Darstellungen von n als 
n = ® 
ein.Produkt von k (positiven, ganzen) Faktoren ist; von den tieferen Sätzen aus diesem Gebiet 
wird 'A,(&) = O(&”'®?) (vanderCorput) bewiesen; XIII (The Lindelöf hypothesis): notwendige 
und hinreichende Bedingungen (Hardy-Littlewood) für die Gültigkeit von£ (4 + it) = O(f?); 
XIV (Consequences of the Riemann hypothesis): Beweis, unter Annahme der Riemannschen Ver- 
mutung, von Sätzen über das Anwachsen von £(s) auf vertikalen Geraden (Littlewood, Bohr- 
Landau), über das Restglied $(7) in der Formel für N(T) (Bohr-Landau, Littlewood, 
Cramer, Titechmarsh, Selberg); über die Konvergenz von _V u(n) n”’; über die Größen- 


ordnung von M(x)= _* u(n); die Vermutung M (n) =O (V n) von Mertens; die notwendigen 
se 


n 
und hinreichenden Bedingungen von Riesz und Franel für die Gültigkeit der Riemannschen 
Vermutung; XV (Caleulations relating to the zeros): Numerische Berechnung der Nullstellen; 
ältere Resultate von Gram, sowie neuere von Comrie (die ersten 1041 Nullstellen über der 
reellen Achse liegen alle auf der kritischen Geraden im Intervall 0 < t < 1468). 
Hendrik Douwe Kloosterman. 


Denjoy, Arnaud: Expressions sommatoires de series appartenant & la elasse 
de £(s). €. r. Acad. Sci., Paris 232, 365—368 (1951). 
Die Summenformel 


e p (k—1) 
zZ %=H,(o) + (-1P B,(w) mit H,u) = &(- De la Ü)) 
nzl 
(wobei ur (2 fe usw.), 

1 1 
B,(u) = el Een) u (n Fuer a a 

Ö n= 

ergibt für lim B,(u) = 0, angewandt auf 
Pp>o 


oo 


(005) Dt (s) f ER EN 2 E 
Ö 


(es gebe &, so daß @(x) e”®— 0 mit x), eine in einer s-Halbebene konvergente 
Darstellung von 
2 en 
Dis) Zune) No Za i = 


() 6 
(wenn 9 =1, so Z(s) =£(s)). Es ist 


und 


To) B,=(-1p-1 | yalı- ST) ar, 


wobei B, sich vielfach gut annähern läßt. Guido Hoheisel. 


Denjor. Arnaud: Une expression de la fonetion &(s) de Riemann. ©. r. Acad. | 
Sci., Paris 232, 9C5—908 (1951). 


"Es wird be 


2-3(s)—= lim f: y°?(3—A,(y)) dy 


p>oo0 
für 0 <o<1, wobei 2sin}y-A,(y) = cPsin(p®—1y) und 
ee’=yıly—siny-+i(l— cos y)] 
ist. Ob diese Approximation neue Einsichten bringt, bleibt ungewiß. 
Guido Hoheisel. 


SO 
iR =, 


_ Mironov, V. T.: Zur Frage nach den Nullstellen der Riemannschen Zetafunk- 
tion. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 15, 91—94 (1951) [Russisch]. 
f(@) = 22-42), in der Halbebene R(2) >1 + e regulär mit I <e-|2]=%, 


"kann nach R. Lagrange [Acta math., Uppsala 64, 1—80 (1935); dies. Zbl. 11, 14] 


ae werden durch 


U (2 — u) (2 — nu) 


le a ra rer SEE a B 
Ehe die reellen Interpolationspunkte |nw| größer als 1+ e sind; 


u (n + k—1)! f(k u) (1) "+! 
ar) > Kik—1)E( m—k+Di 


k=1 
[0,0] 
__be| I Ira, 
Die Reihe ist konvergent für R(z2) >} = > lim = I 7 . Darausliest man 


ein notwendiges und hinreichendes Kriterium ab für die Riemannsche Vermutung, 
nämlich lim A(g) = 4, wobei 
: log |) Ä 


4>00 
“ 21(q) = u ( + lim Ir 

| g Guido Hoheisel. 
Emersleben, Otto: Über die Konvergenz der Reihen Epsteinscher Zetafunktionen. 


n+1 k=1 
(rk) Fk) 
= k?(n—k-+1)! 


n>00 k= 


Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 468—480 (1951). 


Es werden Abschätzungen für die Konvergenzabszissen der Dirichletschen 
Reihe gegeben, die durch 
” S exp (2rilkky ++ k5h,)) _ De RR 
k=—-0 kp=— oo (kit +)” e 
erklärt ist. Für rationale A, und p >5 ist dabei z. B. Hilfsmittel die Landausche 
Abschätzung 


Sn) 3 55 exp2ri(yhy+::-+k,h,) = O(mpr-1) 
m=1 k+k+--+k=m 


n=1 


für die summatorische Funktion der Koeffizienten a,. Daraus schließt man nach 


einem allgemeinen Satz über Dirichletsche Reihen für die Konvergenzabszisse & 
die Ungleichung x <p— 2 (insbesondere für h,=1 2 gilt Gleichheit). Wenn die 
obigen Einschränkungen für h, und p nicht erfüllt sind, schließt man mittels der 
Br Landauschen Abschätzung S(n) = O(nr®—VDR@+H)),auf x <p—2+ 

2(p +1). Im Fall p= 2 und h, = h, = 12 werden unter Verwendung der be- 
kannten Resultate über die N nr Gitterpunkte in einem Kreis genauere 
Schranken für x gegeben. Weiter werden einige Bemerkungen über den Zusammen- 
hang der obigen Reihen mit Gitterpotentialen gemacht. (Man vergleiche zu der 
ganzen Arbeit auch J. Mitchell, Amer. J. Math. 73, 211—226 (1951)]. 

Karl Prachar. 


Dugu6, D.: Analyeit6 et convexit6 des fonetions earaeteristiques. Ann. Inst. 


“ Henri Poincare 12, 45—56 (1951). 


Si f(z) est une fonction analytique dans un domaine du plan z=r-+iy 
comprenant un intervalle de l’axe reel et si (a +iy)|< |f{e)|, alors arg f(x) 
est indöpendant de x et log |f(x)! est une fonction convexe de x. A partir de cette 
remarque, l’A. deduit KR liinegalit& de Liapounoff sur les moments d’une 
variable aleatoire; il retrouve aise&ment les thöoremes de Raikoff et de Levy-Cramer; 
il &tablit que les seules fonetions caracteristiques entieres d’ordre fini ayant une 


 valeur exceptionnelle de Picard sont les fonctions caracteristiques des quantites 


certaines et des quantites normales. Jacques Dufresnoy. 


Zentralblatt für Mathematik. 42. 6 


ui 
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Rauch, Louis M.: Some general inversion formulae for analytie functions. 
Duke math. J. 18, 131—146 (1951). 

Soit w = f(z) holomorphe au voisinage de 2—= 29; (2%) = Wo; SEE 0. Soit 
2= g(w) la fonction inverse, holomorphe au voisinage de w = wg. Les derivees 
successives 2], 29... de g(w) peuvent s’exprimer & l’aide des derivees successives 
WW, ... de f(2). Apres avoir rappel& les expressions de Lagrange et de Ward, 
VA. donne la nouvelle expression suivante oü intervient l’ensemble S(r) des suites 
de r entiers non negatifs (X, &g; « - -,&,) veriliant Sau, er-i1 Iroze2lkr I 


r a 
w7.K 


De (— 1)rta-1(2r — ao, 2)! wa rel — 
f (&1,&2,. 2.) ES (r) k=2 Ar! (ki) 
Applications: Calcul des racines d’une &quation du 5° degre; caleuls numeriques 

relatifs aux fonctions elliptiques de Jacobi. Jacques Dufresnoy. 


Krasnostekova, T. I.: Ein Satz über Polynomreihen. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 77, 787—789 (1951) [Russisch ]. 

Verf. beweist einen Satz der Nichtfortsetzbarkeit analytischer Funktionen. 
e(@)=2+0,+ a2 + ::: bilde das Außere der Jordankurve C eineindeutig auf 
|w| >r ab. C,(e >r) seien die Urbilder der Kreise |w| = o, die P,(z) Polynome 
der Ferm 2" + al” , z"”'+ »-- + aß” mit der Eigenschaft |P, (2) <M-(R-+ e)" (eeCz) 
für jedes R>r und &>0, wobei M nur von R und e abhängt. Ist lim |c, |!” = 1/0 
(e >r), so konvergiert &c,P,(2) im Innern von (,. Ferner gibt es Zahlen 
&,= 5 1, so daß die Funktion 2e,c,P,(2) die Kurve (©, zur natürlichen Grenze 
hat. — Al’per (dies. Zbl. 32, 155) behandelte Fragen der Überkonvergenz bei solchen 
Polynomreihen. Karl Zeller. 


Radon, Johann: Zur Polynomentwicklvng analytischer Funktionen. Math. 
Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Gekurtsteg, 15€—157 (1951). 

Verf. leitet folgenden Satz her: Es sei f(z) eine analytische Funktion in einem 
schlichten Bereich B der 2-Ebene, der die Strecke [0,1] im Inneren enthält. Sei 
r der kleinste Abstand der Strecke [0,1] vom Rand von B. Die Bernsteinschen 
Polynome 


2.10 S(H)eu- 3) 


Kk=0 
konvergieren gleichmäßig gegen f(z) in jeder abgeschlossenen Menge, deren Punkte 
von [0, 1] einen Abstand < r haben. Janos Horvath. 
Martin, Yves: Sur un thöor&me deM. Radstrom. C. r. Acad. Sei., Paris 232, 
.156—137 (1951). 
Im Anschluß an ein Theorem von H. Radstrom (dies. Zbl. 33, 116) gibt Verf. 
folgende Sätze bekannt: 1. Für eine Folge komplexer Zahlen b,, bus Sr 


n+1 


by 


lim sup 


= D(>0). Dann existiert eine Folge ®, mit ®, = 1 oder a(=+1) 
N>00 


£ 


so daß die Nullstellen der successiven Derivierten der Funktion ®(2) — Se 22 
1) 2 
iR Ä s 
— ae mindestens einen Häufungspunkt haben. Für D= 0 ist 
= 0 ein solcher Häufungspunkt. 2. Für D = 0 ist 2 = oo der einzige Häufungs- 
punkt, welche Werte auch die &, annehmen, sofern nur die Bedingung 


im Kreis 


2 


lim “m — () erfüllt ist. Albert Pfluger. 


N >00 
Mergeljan, 8. N.: Über die Darstellung von Funktionen als Reihen von Poly- 


nomen auf abgeschlossenen Mengen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 405 
—408 (1951) [Russisch]. 
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Verf. beweist folgenden Satz: Es sei E eine abgeschlossene beschränkte Punkt- 
menge der Ebene. f(z) sei auf E stetig und im Inneren von E analytisch. Notwendig 
und hinreichend dafür, daß sich f(z) in eine Reihe von Polynomen entwickeln läßt, 
die in # gleichmäßig gegen f(z) konvergiert, ist die Bedingung, daß E die Ebene nicht 
zerlegt. Die bisherigen Ergebnisse in dieser Richtung lieferten nur hinreichende 
Bedingungen, so daß der Satz in gewissem Sinn als abschließendes Ergebnis an- 
gesehen werden kann. Wolfgang Hahn. 

Evgrafov, M. A.: Potenzreihen mit ganzen Koeffizienten. I. Mat. Sbornik, 
n. Ser. 28 (70), 715—722 (1951) [Russisch]. 

Verf. beweist: Die Funktion f(2) = 2'a,2" mit ganzzahligen a, sei in |2| <41 
eindeutig, habe in |2|< 1 nur endlich viele Singularitäten und möge über einen 
Bogen des Einheitskreises fortgesetzt werden können. Dann ist f(z) rational. — 
Dieser Satz ist enthalten in einem Ergebnis von G.Polya, Proc. London math. 
Soc., II. Ser. 21, 22—38 (1922). Karl Zeller. 

Shah, S. M.: On the eoeffieients of an entire series of finite order. J. London 
math. Soc. 26, 45—46 (1951). 

Ist f(z2) = 2a, 2” eine ganze Funktion von der endlichen Ordnung o und setzt 


man 
lim Be AUT und lim anla er] == 5: 
r>© X \t n—=co |%® fr [) 

so gilt T=® (G. Valiron, Integral functions, Cambridge 1923) und, wie gezeigt 
wird, >06. Wenn |a,/a,,.,| von einem gewissen n = n, an mit beliebig wachsendem 
n nicht abnimmt, so wird sogar t = 6. Erwin Kreyßig. 

Hayman, Walter K.: Sur le module des fonetions entieres. C. r. Acad. Sci., 
Paris 232, 591—593 (1951). 

Betrachtungen über den Zusammenhang zwischen Maximalmodul und Mini- 
malmodul einer ganzen Funktion auf |2|=r in Anschluß an Sätze von Wiman, 


Beurling und Littlewood. Gunnar af Hällström. 

Baganas, Nicolas: Un critere de normalite d’une famille de fonetions alg6- 
broides. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 1534—1536 (1951). 

Les fonctions algebroides & n branches, definies dans un domaine D, qui ne 
prennent jamais, au m&me point z, aucune des valeurs d’une fonction algebrique don- 
nde ayant au moins 2n + 1 branches distinctes, forment une famille normale. 
[Cf. P.Montel, J. Math. pur. appl. 20, 305—324 (1941); dies. Zbl. 28, 400.] 

Jacques Dufresnoy. 

Nehari, Zeev: Extremal problems in the theory of bounded analytie funetions. 
Amer. J. Math. 73, 78—106 (1951). 

Sei B bzw. Bz die Familie der analytischen Funktionen f(z), welche in einem 
n-fach zusammenhängenden Gebiet D regulär und eindeutig sind und daselbst der 
Bedingung |f(z2)| <1 bzw. |Re{f(z2)}}| <1 genügen. Verf. legt eine Methode vor, 
welche erlaubt manche Extremalprobleme über die Funktionen der Klassen B und 
Br zu lösen. Einige derartige Probleme sind von H. Grunsky (dies. Zbl. 24, 722 
und 28, 405), L. V. Ahlfors (dies. Zbl. 30,30), P.R. Garabedian (dies. Zbl. 35, 54) 
_ und dem Verf. (dies. Zbl. 31, 298) behandelt worden. Die Klassen B und B7, lassen 
sich durch eine elementare konforme Abbildungineinander transformieren, und Extre- 
malprobleme in einer Klasse sind äquivalent zu denen in der anderen Klasse. Die 
Methode des Verf. besteht darin, daß jedes gegebene Problem durch ein anderes 
Extremalproblem ersetzt wird, wo es sich um eine von endlich vielen Parametern 
abhängige Familie handelt. Zunächst wird das Schwarzsche Lemma auf Funk- 
tionen der Klasse B verallgemeinert: Wenn f(z2)€ Bund LED, so ist |f’(d) | PH) 
“ wo F(z) das Gebiet D auf einen n-fachen Einheitskreis konform abbildet. Ein ent- 
sprechendes Problem wird für die höheren Ableitungen gelöst, wobei sich Verf. 


6* 


34. | Er 1 
5 


auf die Klasse Br beschränkt. Es gilt Re fe‘? g%) (£)} zu maximieren, wo p(2)E Br, 
EeD und ein beliebiger fester Winkel ist. Als Lösung ergibt sich eine Funktion 
w= ®(z), welche D auf den m-fach bedeckten Streifen |Re {w}| <1 abbildet, 
wo m <n +k-— 1. Nach derselben Methode wird folgendes Interpolationsproblem 
gelöst: Es seien a, - - „a, Punkte von D und q,,...,0, komplexe Zahlen, derart 
daß eine Funktion p,(2) der Klasse B existiert, für welche @,(&,) =a,;, W =1,...,p). 
Sei BY? diejenige Unterklasse von Br, die aus sämtlichen Funktionen @(e) obiger 
"Art gebildet ist. Dann gilt Re {eg (O} <Re{e’o®(d}, wo w=Blk)eBR 
das Gebiet D auf den m-fach bedeckten Streifen |Re {w}| <1 abbildet, wo 
m <k+p-+n-—1. Von den übrigen, vom Verf. behandelten Problemen sei 
noch erwähnt, daß die Schranken von Schlichtheit, Sternigkeit und Konvexität 
bestimmt werden. Die Extremalfunktionen bilden wieder D auf den mehrfach be- 
deckten Streifen |Re {w}| <1 ab.  Kaarlo Veikko Paatero. 
Nehari, Zeev: Sur la conjuguee d’une fonetion harmonique bornee. C©.r. Acad. 
Sci., Paris 232, 1626—1627 (1951). 
Es sei D ein von einer endlichen Anzahl geschlossener analytischer Kurven | 
begrenztes Gebiet und u (2) in. D harmonisch mit |u(2)| <1. Wenn die konjugierte 
Funktion v(z) von u in D eindeutig ist, so gibt Verf. für die Differenz |v(&) — v(n)| 
mit &,n in .D eine obere Schranke, in welcher die Neumannsche Funktion von D, 
Konjugatfunktionen der harmonischen Maßfunktionen in bezug auf die Rand- 
komponenten, sowie verfügbare Parameter eingehen. Extremalfunktionen werden 
angegeben. Gunnar af Hällström. 
Dinghas, Alexander: Sur quelques th&or&mes du type de Phragmen-Lindelöf 
dans la theorie des fonetions harmoniques de plusieurs variables. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 232, 1394—1395 (1951). 1 
Soit U(P) une foncetion harmonique dans un domaine infini G de E,, ayant 
une frontiere contenant O et separant E,. Soit S, la section de @ par la sphere de 


centre O et de rayon r. On pose m(r) = H: U?do oü do = do/r"-1, do &tant l’ele- 
5 


ment d’aire de S,. Silim U(P) <0 quand P tend vers un point frontiere quelconque 
& distance finie et s’il existe un point P, telque U(P,) >0, ona 


r 
m(r) 2 > 0, [ ar dem de + Br 
To 
ou 06, >0 et C, sont des constantes et oü 


"Var Oo 
A [3 SEE er 


Pn = 
To 
A(x) ne dependant que de S,. On en deduit une borne inferieure de M (r) = Max U (P). 
P 


(L’A. m’a signal& une erreur typographique: dans la formule (14) le Sahale log 
doit ötre supprim&.) Jacques Dufresnoy, 
Rachmanov, B. N.: Zur Theorie der schlichten Funktionen. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 78, 209—211 (1951) [Russisch]. | 
'Boit K la classe de fonctions fe) = 2 +, 2? +23-+... analytiques et 
univalentes dans le cercle |2| < 1 r&alisant la representation conforme de 2|<1 
sur un domaine convexe et S la classe de fonctions F@) =2+b,22 + b,2° +. 
analytiques et univalentes dans |2| < 1 realisant la reprösentation de 2|<1 sur 
un domaine 6toile par rapport au point 0. L’A. d&montre que les fonctions ©, 2) = 
(1 + et [fle) +2 (2) ei), — n2 <a <m2, ou f(z)€E K sont univalentes dans 
2| < 1 et que le rayon du plus grand cerele, dont l’image par la fonction D,(2) 
est un domaine convexe (ou 6toile), est &gal au 5/5 (ou 2 V5/5). Jerzy Gorski. 
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Jenkins, James A.: On an inequality of Golusin. Amer. J..Math. 73, 181— 


185 (1951). 


Une importante inegalite concernant les fonctions univalentes dans 2|<1, 
etablie par Goluzin [Mat. Sbornik, n. Ser. 18(60), 167—178, 19(61), 183—202 
(1946)] est deduite, par I’A., d’une proposition de Groetzsch [Ber. Verh. Sächs. 
Akad. Wiss. Leipzig, math.-phys. Kl. 81, 38—47 (1929)]. Elle est appliquee & la 


demonstration d’un theoreme de Szegö [Math. Ann. 100, 188—211 (1928)] sur l’uni- 


valence des tranches polynomiales d’une fonction univalente dans |2\< 1, pour 
i2|<4# et l’on peut obtenir ainsi une amelioration de cette derniere &valuation. 


. Une hypothese de Joh [Proc. phys.-math. Soc. Japan, III. Ser. 21, 191-208 


(1939)] est demontree par l’A. au moyen de la m&me inegalite: si f(z) est univa- 
lente dans |2| < 1 et impaire, ses tranches polynomiales sont univalentes dans 
|z2| < 33 et ce nombre ne peut ötre ameliore. Simion Stoilow. 


Bader, Roger et Michel Parreau: Domaines non eompaets et elassifieation des 
surfaces de Riemann. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 138—139 (1951). 

Ein nichtkompaktes Gebiet A auf einer Riemannschen Fläche S heißt von der 
Klasse B (resp. D), wenn es eine in A harmonische, auf dem Rand y von A ver- 
schwindende, nichtkonstante beschränkte (resp. mit endlichem Dirichlet-Integral 
in A versehene) Funktion gibt. Die Klasse D ist in der Klasse B enthalten. Auf 


Ergebnisse von R. Nevanlinna (dies. Zbl. 39, 322) und L. Sario (dies. Zbl. 3%, 


56, 2. Referat) sich stützend, beweist Verf.: Wenn S in zwei nicht kompakte, der 
Klasse B (resp. D) angehörende Gebiete geteilt werden kann, so gehört S nicht 
der Klasse Cyz (resp. Cyp) an. (Üyr ist die Klasse der S, auf denen es keine eindeutige 
nichtkonstante beschränkte harmonische Funktion gibt; O'gn die der S, auf welchen 
es keine harmonische Funktion mit endlichem Dirichlet-Integral gibt.) Es sei C’yır, 
die Klasse der S, auf welche jede eindeutige harmonische Funktion u, für welche 
|u|* eine endliche harmonische Majorante auf S besitzt, eine Konstante ist. Es 
wird bewiesen, daß die Klasse Cyw, mit Cyz zusammenfällt. Schließlich wird, 
mittels der Kernfunktion von S. Bergman, eine notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür angegeben, daß eine Riemannsche Fläche von der Klasse Or sei. 
Simion Stoilow. 


Nevanlinna, Rolf: Beschränktartige Potentiale. Math. Nachr. 4, Erhard 
Schmidt z. 75. Geburtstag, 489—501 (1951). 

Verf. betrachtet eindeutige harmonische Funktionen auf einer offenen Rie- 
mannschen Fläche R und behandelt zunächst die Frage, wann eine solche Funktion 
u beschränktartig, d.h. als Differenz von zwei nichtnegativen harmonischen 
Funktionen darstellbar ist, vu = ul — u?; ul, u? >0. Für kompakte regulär be- 
randete Teilflächen K ist u —= uk — u% eine solche Zerlegung, wo uk und u% in K 
die Lösungen des Dirichletschen Problems mit den Randwerten u* bzw. u” sind. 
u) und u% verhalten sich mit K monoton. u! = sup uk und u? = sup u% sind nicht 

(K) (K) 
negative harmonische Funktionen auf R, und sie liefern die gewünschte Zerlegung 
uw— u! — u? dann und nur dann, wenn uk (und damit auch u%) in einem einzigen 
Punkt beschränkt bleibt. Dafür ist notwendig und hinreichend die Existenz einer 
nicht negativen harmonischen Majorante für u. Die so konstruierten ul und u? 
sind übrigens die kleinsten Funktionen, die eine solche Zerlegung liefern. Dies 
alles gilt ohne Modifikation auch für subharmonische Funktionen; — Verf. betrachtet 
nun gewisse Unterklassen der beschränktartigen Potentiale: Es seip(4) (0 <A < 00) 
eine stetige, monoton wachsende und konvexe Funktion. Die Klasse E, ist dann 
die Menge der eindeutigen harmonischen Funktionen u auf R, wofür (u*) beschränkt- 
artig ist. Die E, sind Unterklassen von E,, d.h. der Klasse aller beschränktartigen 
u auf R.— Jedes E, liefert nun eine Klasseneinteilung der Riemannschen Flächen AR. 
Enthält E, nur Konstante, so gehört R zur Klasse R,(E,), sonst zur Klasse R,(E,). 
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Flächen mit verschwindender Randkapazität gehören zu R,(E,). Ist C die Klasse der \ 
positiv berandeten Flächen, und R,(B) die Klasse der Flächen, auf denen nicht- 
konstante und beschränkte u existieren, so gilt R,(B)CR(E,)C RE) Ce. 
Es besteht also die Frage, welche Stellung R,(E,) zwischen R,(B) und © einnimmt. 
__ Mit Hilfe der Poisson-Stieltjesschen Integraldarstellung beschränktartiger Funk- 
tionen im Einheitskreis, die aus den u durch Uniformisierung hervorgehen, ergibt 
sich, daß auf Flächen der Klasse R,(B) jedes beschränktartige u fast überall den- 
selben Randwert hat. Es spricht einiges für die Annahme, daß R,(E,) eine echte _ 
Unterklasse von R,(B) ist, und sogar, daß die Klasse R,(E,) mit immer stärker 
wachsendem @ eigentlich monoton abnimmt. Albert Pfluger. 

Kuroda, Tadashi: On the type of an open Riemann surface. Proc. Japan 
Acad. 27, Nr. 2, 57—60 (1951). 

Es werden einige bekannte Kriterien dafür, daß die logarithmische Kapazität 
des Randes einer Riemannschen Fläche verschwinde (Nevanlinna, Laasonen), 
betrachtet. Albert Pfluger. 

Pöschl, Klaus: Über die Wertverteilung der erzeugenden Funktionen Riemann- 
scher Flächen mit endlich vielen periodischen Enden. Math. Ann. 123, 79—95 (1951). 

Une surface de Riemann F dont tous les points de ramification sont situes 
sur q points donnes a, (k=1,...,g) est caracterisee par son Streckenkomplex S. 
Lorsque S prösente p bouts periodiques, la surface F est de type parabolique; elle 
est engendree par une fonction f(2) meromorphe pour 2=+00. En utilisant la 
me6thode des representations quasi conformes, deja employee par Wittich dans 
l’etude de la m&me question, l’A. montre comment la connaissance de S permet 
de caleuler l’ordre de f(z) ainsi que les defauts ö(a,) et les indices de ramification 6 (a,.). 

Jacques Dufresnoy. 

Foures, Leonce: Sur les surfaces de recouvrement rögulierement ramifiees. 
C. r. Acad. Sci., Paris 232, 467—469 (1951). 

Verf. behauptet: Über einer geschlossenen Grundfläche ist es immer möglich, 
eine ebenso geschlossene Überlagerungsfläche zu konstruieren, welche über q vor- 
gegebenen Grundpunkten w, lauter Windungspunkte vorgegebener Ordnung », be- 
sitzt, es sei denn, daß im Falle einer Grundfläche vom. Geschlecht 0 g=2 mit 

'vy =», ist. Früher (dies. Zbl. 40, 38) hatte Verf. als regulär verzweigt einen topo- 
logischen Baum definiert, der mit sich selbst topologisch äquivalent wird, wenn ein 
beliebiger Knoten mit einem geeigneten Knoten einer endlichen Menge identifiziert 
wird. Verf. stellt fest, daß dieser Fall bei einfachem Zusammenhang des Baumes - 
genau dann eintrifft, wenn die zugehörige Riemannsche Fläche einer automorphen 
Funktion angehört. Gunnar af Hällström. 

Dugue, Daniel: Sur les valeurs exceptionnelles de fonetions ayant plusieurs 
singularites essentielles. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 380—381 (1951). 

Die Funktion w= w(2) seiin 0 < |z| < oo eindeutig.analytisch. Nach dem 
Picardschen Satz läßt w(z) in der Umgebung von 2= 0 und 2 = oo höchstens 
zwei Werte aus. Berücksichtigt man neben den möglichen Anzahlen P. A. W. (Pi- 
cardscher Ausnahmewerte) in z—= 0 und oo noch ihre Gleichheit oder Verschieden- 
heit, so ergeben sich zehn mögliche Fälle, von denen neun, wie Verf. an einfachen 
Beispielen zeigt, zutreffen können. Die Tatsache, daß der verbleibende Fall: a,b 
PeNSW.oin 2=:0Jund 76, dePrA- Weine 2 eauwobei 0 —.c0,4 undzb cha 
nicht realisierbar ist, bildet den Inhalt eines vom Verf. ohne Beweis angegebenen 
Satzes. Hans Wittich. 

Higgins, Thomas James: An epitomization of the basie theory of the generalized 
Schwarz-Christoffel transformations as used in applied physies. J. appl. Phys. 22, 
365—366 (1951). 

Dieser kurze Bericht enthält eine Fülle von wertvollen Literaturhinweisen auf 
Arbeiten aus dem Gebiet der konformen Abbildung und ihrer Anwendung in der 


37 


' mathematischen Physik. Bei der Aufstellung der bisher behandelten Fälle wird 
‚ unterschieden zwischen Abbildungen von geradlinig begrenzten Polygonen, von 
‚ kreisförmig begrenzten Polygonen und von Polygonen, die teils von Geraden, teils 


von Kreisbogenstücken begrenzt sind. Im besonderen wird auch ausführlich auf 
solche Literaturstellen hingewiesen, die sich eingehender mit den verschiedenen 
Schwierigkeiten auseinandersetzen, die bei der Abbildung linear begrenzter Polygone 
auftreten. Herbert Buchholz. 

Maneill, J. D.: Plane areas by complex integration. Amer. math. Monthly 
58, 232—238 (1951). 

In den Koordinaten = x +iy, 2=x2—iy möge 2=f(2) die Gleichung 
einer geschlossenen Kurve C sein, die einen einfach zusammenhängenden Bereich B 
mit der Fläche A berandet. Dann ist der Flächeninhalt 


1 1 
et, 2 AIR 
A kann, falls f(z2) in B+ © eindeutig und meromorph ist, mit Hilfe des Residuen- 
satzes ausgewertet werden; ist f(2) mehrdeutig, so ist eine Transformation einzu- 
schalten, die C' in eine Kurve C’ von gleichem Typ und f in eine eindeutige mero- 
morphe Funktion überführt. Die Anwendung auf ein Joukowskisches Tragflügel- 
profil (Bild eines geeigneten Kreises bei der Abbildung w= 2 — a?2) ergibt die 
Profilfläche als Differenz der Fläche eines Kreises K und der Fläche des durch 


Inversion aus K entstehenden Kreises. Lothar Collatz. 


Lockot, Georg und Hermann Schmidt: Über Nullgebilde analytischer Funk- 
tionen zweier Veränderlichen, die in singulären Stellen münden. I. Durch ganze 
Potenzen asymptotisch approximierbare Nullgebilde. Math. Ann. 122, 411—423 (1951). 

Wenn in der Gleichung Z a” f,(y) =0  >0) die f,(y) das Aussehen haben: 


| hy) = An + h1ıy +. (Av=0 fürv<n, Ano#0, Aouı#P0), so kann man 


die Gleichung mindestens formal durch den Ansatz y=2C,x’(v > n) auflösen. 
Zur Berechnung der Koeffizienten C, für n <»v < k braucht man dabei die A,; 


nur für» + nA} <k; speziell ist C, = — A,o Apı = 0. Verff. setzen nun weit weniger 


voraus, nämlich nur, daß für einen gewissen Wert k in einem Winkelraum mit der 
Spitze im Nullpunkt 


hy) = Avon + Lıy +: + Ary? + ol) fürvt4ni<k 


ist, während für v» > k die f,(y) nicht einmal beschränkt zu sein brauchen. Es wird 
gezeigt, daß im wesentlichen die zusätzliche Voraussetzung 
alt [fest Pr < [On] = [Ano Ati 

genügt, um zu garantieren, daß eine und nur eine Lösung der Form y= 0,0" +: - 
+ 0, 2% + o(x*) existiert. Zum Beispiel ist f; +,(y) = y’!%®’ erlaubt, was aus ähn- 
lichen Resultaten einer früheren Arbeit des zweiten Verf. [Math. Z. 43, 533—552 
(1938), dies. Zbl. 18, 206] noch nicht hervorgeht. Oskar Perron. 

Stein, Karl: Analytische Funktionen mehrerer komplexer Veränderliehen zu 
vorgegebenen Periodizitätsmoduln und das zweite Cousinsche Problem. Math. Ann. 


. 123, 201—222 (1951). 


In einer früheren Arbeit des Verf. [Math. Ann. 117, 727—757 (1941); dies. 
Zbl. 24, 127], hat Verf. das 2. Cousinsche Problem für ein allgemeines Gebiet @ von 
?n dann gelöst, wenn sämtliche charakteristischen Schnittzahlen verschwinden und 
die erste Bettische Gruppe B! von @ eine freie abelsche Gruppe ist. In der vor- 
liegenden Arbeit wird die Existenz von Regularitätsgebieten in At?” bewiesen, für 
welche B! keine freie abelsche Gruppe ist und in welchem das 2. Cousinsche Problem 


nur dann gelöst werden kann, wenn mehrdeutige Funktionen zugelassen werden. 


Der Verf. zeigt, daß das 2. Cousinsche Problem ohne Voraussetzung über die Betti- 
sche Gruppe eine Lösung besitzt, wenn die charakteristischen Schnittzahlen sämt- 
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lich verschwinden. Die Lösungsfunktion ist jedoch im allgemeinen multiplikativ 
mehrdeutig mit Einheitswurzeln als Multiplikatoren. Diese bestimmen einen 


zyklischen Charakter von B!, der ein Element c in einer gewissen Restklassengruppe 


C der Gruppe der zyklischen Charaktere von B! repräsentiert. C besteht dann und 


nur dann aus dem Nullelement, wenn B! eine freie abelsche Gruppe ist. Nur in 


diesem Fall gibt es eine eindeutige Cousinsche Lösungsfunktion. — Zur Durch- 
führung der Untersuchung beweist der Verf. die Existenz von additiven bzw. multi- 


plikativen automorphen Funktionen, deren Periodizitätsmoduln beliebige eindeutige 


reguläre Funktionen sind. Der Verf. zeigt, daß in Regularitätsgebieten von R?r stets 
additive automorphe Funktionen zu vorgegebenen Periodizitätsmoduln existieren. 
Für multiplikative automorphe Funktionen gilt dies unter der zusätzlichen Vor- 
aussetzung, daß die gegebenen Multiplikatoren eindeutige Log besitzen. Diese 
Aussagen gelten auch für gewisse R-konvexe Gebiete komplexer Mannigfaltigkeiten. 
Walter Sazxer. 


Levin, B. Ja.: Einige Extremaleigenschaften der ganzen Funktionen von f' 
mehreren Veränderlichen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 861—864 (1951) 


[Russisch ]. 


Levin, B. Ja.: Über eine Klasse ganzer Funktionen. Doklady Akad. Nauk. 


SSSR,n. Ser. 78, 1085—1088 (1951) [Russisch ]. 
Verf. sagt, eine ganze Funktion w (z, u) gehöre der Klasse HB an, wenn für 


ER NER 1.0(,u)#0; 2. |o(s,u)| 2|o (u), |o(s | SI 
|o(z,8)|, |v(z,u)| > |w (2%, @)|. Er verallgemeinert damit eine von Krejn für 


Funktionen einer Veränderlichen eingeführte Begriffsbildung. Er beschäftigt sich 


mit gewissen Unterklassen der Klasse HB und mit linearen homogenen Operatoren, 


die in HB erklärt sind und die Funktionen einer Unterklasse wieder in Funktionen 
derselben Unterklasse überführen. Einer der bewiesenen Sätze sagt z. B. aus, daß 


der Operator der partiellen Ableitung diese Eigenschaft bezüglich einer gewissen 
Unterklasse besitzt. — Die in der zweiten Note betrachtete Unterklasse P* wird von 
denjenigen Funktionen gebildet, die sich durch Polynome ohne Nullstellen in der 
unteren Halbebene (bzw. im Gebiet &2<0,%u< 0) gleichmäßig approximieren 
lassen. Diese Klasse besitzt mehrere charakteristische Eigenschaften, die auch als 
Definition dienen können. Beispielsweise gehört die Funktion (einer Veränderlichen) 


© (2) dann und nur dann zu P*, wenn » (2e—-ih)e HB für beliebiges h >0 ist. 


Wolfgang Hahn. 
Bers, Lipman: Partial differential equations and generalized analytie fune- 
tions. IH. Proc. nat. Acad. Sci. USA 3%, 42—47 (1951). 
Zusammenfassung von Resultaten, die eine Verallgemeinerung von früher ge- 
fundenen Sätzen über pseudo-analytische Funktionen bilden [Bers, dies. Zbl. 36, 53]. 


F'(z) und G(z) seien in einem Gebiet @ der z-Ebene stetige und partiell stetig diffe- 


renzierbare Funktionen von z=x+iy mit Im {FG} >0. Jede komplexe 
Funktion w(z) kann in @ eindeutig als w(2) = (2) F(z) + (2) G(z) geschrieben 


werden, wo p und x reelle Funktionen sind. Existiert für jeden Punkt 2, von @ der 
Limes 


(2) = lim ww) — Pl) FR) — Yo) E(2) 
Re 2 
so heißt w(2) {F, G@}-pseudo-analytisch erster Art in G, » (2) seine {F, G}-Ableitung. 
Die w(2) eindeutig zugeordnete Funktion w(2) = @(2) + iy(z) heißt pseudo- 
analytisch zweiter Art. Die Abbildung, die w(z) vermittelt, ist eine innere, quasi- 
konforme Transformation. Das Integral 
f" ? ; 2Gwdz 2F wdz 
wdr,2 = F(2,) Re [ EEE ZENAl R Baer 
e| Se az Re re 


“o 


’ 
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‚ist die Umkehroperation der {F, @}-Ableitung und somit vom Wege unabhängig, 
falls w(2) eine {F, G}-Ableitung ist. — Ein Paar {F,,@,} heißt Nachfolger von {F,@}, 
falls die {F,@}-Ableitung der {F,G}-pseudo-analytischen Funktionen {F ,61}- 
pseudo-analytisch ist; {F,G} heißt Vorgänger von {F,,G,}. In einem endlichen 
Bereich besitzt jedes Paar {F,@} einen Vorgänger und einen Nachfolger. Die be- 
trachteten Funktionen p und y genügen einem elliptischen System von partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung mit variablen Koeffizienten, und umgekehrt 
können zu jedem derartigen Systeme zwei Funktionen F und @ gefunden werden, 
so daß die zugehörige Funktion w(2) {F, @}-pseudo-analytisch ist. Adolf Kriszten. 

Gergen, J. J. and F. 6. Dressel: Mapping by p-regular funetions. Duke math. 

J. 18, 185—210 (1951). 

Eine Funktion f(z2) = w-+ iv heißt p-analytisch, falls die Funktionen u und v 
einmal stetig partiell nach x und y differenzierbar sind und den Gleichungen 
Pu, = dv, Pu, = — v, genügen, wo p eine reelle, positive Funktion von x und y 
bedeutet, deren erste partielle Ableitungen im betrachteten Bereich beschränkt 
sind. Das Hauptresultat der Abhandlung ist die folgende Verallgemeinerung des 
Riemannschen Abbildungssatzes: Sei S’ ein endlicher Bereich der w-Ebene, dessen 
Berandung C’ eine einfache, geschlossene und rektifizierbare Kurve ist. Sind 213 295 28 
drei verschiedene Punkte des Einheitskreises Ü der 2-Ebene und w,, w,, w, drei 
Punkte in gleicher Anordnung auf C’, dann existiert eine Funktion w = f(2), stetig 


in und auf €‘, p-analytisch im Innern von (', deren p-Ableitung f’ = Vp u,t? Be v, 
D 


im Innern von € nicht verschwindet, so daß die durch f vermittelte Abbildung den 
abgeschlossenen Einheitskreis auf S’ + C’ eineindeutig abbildet, wobei das Innere 
von C, C und die Punkte z, dem Innern S’ von O0’, C’ und den Punkten w, ent- 
sprechen. — Eine Reihe von weiteren Sätzen, wie Maximumprinzip, und Randwert- 
problem für p-harmonische Funktionen (Realteil einer p-analytischen Funktion) 
werden unter schwachen Voraussetzungen hergeleitet. Die verwendeten Hilfs- 
mittelstammen von Douglas (dies. Zbl. 1, 141) und Courant [Ann. ofMath., II. Ser. 
38, 679—724 (1937); dies. Zbl. 17, 268]. Adolf Kriszten. 

Zhang, Ming-Yung: Polyanalytische und polyharmonische Funktionen. Sei. 
Record 4, 16—26 und chinesische Zusammenfassg. 15—16 (1951). 

Eine komplexe, n mal stetig nach x und y differenzierbare Funktion f(2) heißt 
n-analytisch, falls Ar {f@)Y=0; A=2O/löx+iolöy. Für n=1 erhält man 
die analytischen, für n = 2 die areolar-monogenen Funktionen. Jede n-analyti- 


n—1 ‘ 
sche Funktion kann als f(z) = N 2 f, (z) geschrieben werden, wo die f, (2) ana- 
s=0 


lytische Funktionen sind. Daraus ergibt sich der verallgemeinerte Cauchysche Satz: 
n—1 wirt 
ee 
nee Sl Od 


n-analytische Funktion bedeutet. Dieses Ergebnis wurde in anderer Weise vom 
Ref. bewiesen (dies. Zbl. 36, 336). Als interessante Anwendung auf biharmonische 
Funktionen u(x, y) wird das Poissonsche Integral verallgemeinert: Ist u (r,6) 
(r ei® = x + iy) eine biharmonische Funktion in der abgeschlossenen Kreisscheibe 
0<r<R, so gilt 


27 


1 E u(R,®) 
u (r,6) = In (R? 7?) Denn 0—-&)+r 
f) 


E Re E ei(?—8) Jog (1 — 5 ee) 35 Al: dd. 
Adolf Kriszten. 
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Reade, Maxwell O.: A theorem of Fedoroff. Duke math. J. 18, 105—109 
(1951). 

D(z, r) sei die Kreisscheibe mit Zentrum 2 und Radius r, C'(z, r) ihre Berandung. 
Eine stetige, komplexe Funktion ist in einem Gebiet @ analytisch, falls für jedes 


Diz,1)in@ [[tE- 2) f(O dEdn = 0 gilt. Dieser Satz von F6doroff wird folgen- 
D 


dermaßen auf areolarmonogene Funktionen übertragen: Damit eine stetige, kom- 
plexe Funktion in einem Gebiet @ areolar-monogen ist, ist das Bestehen von einer 
der beiden folgenden Bedingungen notwendig und hinreichend: Die Gleichung 


[ [te - 2? f(&) d£ din = 0 oder die Gleichung je — 2) f(&) dE = 0 ist für jedes 
3 


D(z, r) resp. C(z, r) in @ erfüllt. Es werden noch entsprechende Fragen für Polygon- 
bereiche untersucht. Adolf Kriszten. 


Modulfunktionen. Fastperiodische Funktionen : 


Bellman, Richard: On the funetional equations of the Dirichlet series derived 
from Siegel modular forms. Proc. nat. Acad. Sci. USA 37, 84—87 (1951). 

Den Siegelschen Modulformen zweiten Grades können Dirichletreihen zuge- 
ordnet werden, die gewissen Funktionalgleichungen vom Riemannschen Typus ge- 
nügen (s.H.Maaß, dies. Zbl. 38, 240). Verf. skizziert eine Methode, die einen ein- 
facheren Zugang zu dieser Theorie vermitteln und eine Verallgemeinerung auf 
Modulformen beliebigen Grades gestatten soll. Um die relativ komplizierten Grenz- 
übergänge des Ref. zu vermeiden, wird ein neues Verfahren zur Bestimmung der 
Funktionalgleichungen entwickelt. Im Falle der Riemannschen Zetafunktion &(s) 
ist hiernach z. B. wie folgt zu schließen: Man beweist zunächst die analytische 
Fortsetzbarkeit von £(s); sodann kann mit Hilfe der Mellinschen Integraltransfor- 
mation und ihrer Umkehrung aus 


TC). ] (Ze) x-!dx für As >1 
0 Dal 
die Formel 


r = | ch Ten er { 
(s) 2) = [ Diez ran on a An A a a <) 
0 n=1 2 2 V& 

gewonnen werden. Die Riemannsche Funktionalgleichung für &(s) ist nun evident 
auf Grund der Transformationseigenschaften der Thetareihe. Die übliche Zerlegung 
des Integrals an der Stelle x = 1 wird also vermieden. Es ist nicht ohne weiteres 
erkennbar, wie alle Schwierigkeiten, die sich bei einer Verallgemeinerung der Theorie 
auf Formen beliebigen Grades ergeben, zu überwinden sind. Eine ausführliche 
Darstellung wird in Aussicht gestellt. — Die Integrationsgrenzen sind teilweise zu 
korrigieren. Hans Maaß. 

Herve, Michel: Sur les fonetions Fuchsiennes de deux variables complexes. 
C. r. Acad. Sci., Paris 232, 673—675 (1951). 

]’ sei eine Gruppe von Automorphismen 2’—= Lz des beschränkten Diskon- 
tinuitätsbereiches D® im Raume der Paare z= (x, y) der komplexen Variablen 
x und y. Eine automorphe Form (zu J') vom Gewicht m ist eine in D reguläre 
analytische Funktion (2), die dort den Relationen 


—m DLz ß 
p(L2) = DE ) o(2) (LCIT, m>0 ganz, De Funktionaldeterminante) 


genügt. Unter gewissen Voraussetzungen wird die (endliche) Maximalzahl d(m) 

linear unabhängiger solchen »(z) vom Gewicht m untersucht. Nachdem Verf. früher 

(dies. Zbl. 30, 387) 0 < lim d(m) m? < lim d(m) m? < co bewiesen hatte, 
5 S M—> 00 M—> 0 

zeigt er nun, daß die Folge d(m) m”? einen positiven endlichen Limes 2 besitzt. Das 


91 


"wichtigste Hilfsmittel ist neben allgemeinen Sätzen der zugehörigen Funktionentheorie 


ein Lemma, nach dem für hinreichend großes und durch eine gewisse Gruppenkonstante 


q teilbares k eine automorphe Form x(z) vom Gewicht %k derart existiert, daß 


x (2) = 2 — le) = (0 in höchstens endlich vielen Punkten z eines Funda- 
0% oY 


_ mentalbereichs von J' gilt. — Die Bedeutung des obigen A erhellt, wie Ref. bemerkt, 


aus folgendem Zusammenhang, der in der Theorie der Grenzkreisgruppen in einer 
Variablen besteht: Hier ist lim d(m) m! =o=2p —2+q>0 (p = Geschlecht, 
m—- 00 - 
q = Verzweigungsmaß) die wichtigste Gruppenkonstante der Theorie. 
Hans Petersson. 
Love, E. R.: A generalization of absolute eontinuity. J. London math. Soc. 
26, 1—13.(1951). 

Love, E. R.: More-than-uniform almost periodieity. J. London math. Soc. 
126, 14—25 (1951). 

Eine komplexwertige Funktion f(x) der Zahlen x eines Intervalls [a, 5] heißt 
VP-stetig in [a, b] oder kurz VP(a, b) (mitp >1), falls zus> O0eino > 0 existiert, 
so daß (&|f(ß,) — f(a,) Pl? <e für jede endliche Menge punktfremder Teilinter- 
valle' (x,, ß,) aus [a,b] mit (2 (ß, — a,)P)UP < 6. Eine in (— 00, + 00) erklärte 
Funktion f(x) heißt V?-stetig, falls sie V? (a, b) ist für jedes [a, b]. Offenbar handelt 
es sich um eine Verschärfung des Begriffes stetig: V!(a, b) bedeutet total stetige 
Funktionen. — Weiter wird eine verallgemeinerte totale Variation erklärt: 


g [ 
v„(f5a,b).— ob Gr Sa) ia, ) 


i 


wobei die obere Grenze bezüglich aller Unterteilungen a =, <::.:<xz,=b 
von [a, b] gebildet wird. — Setzt man Dy» (f) = ob Gr |f(x)| + obGr V, (f; x, +1) 


x TC 
und nennt man 7 eine (V,,e)-Verschiebungszahl, falls Dy» {f(x +T) — f(x)} <e, 
so kann man den Begriff ‚eigentlich fastperiodisch‘ (fp.) von Bohr zu V?-fp. ver- 


‚schärfen: Eine Funktion ist V?-fp., wenn sie V?-stetig ist und ihre (V?, &)-Verschie- 
' bungszahlen relativ dicht liegen. — Die Klasse der V!-fp. Funktionen ist dadurch 


ausgezeichnet, daß sie genau aus allen beschränkten unbestimmten Integralen von 
Stepanoff-fp.-Funktionen besteht. Der Beweis dieser Abrundung eines Satzes von 
Bohr über beschränkte Integrale fp. Funktionen war des Verf. Ausgangspunkt. — 
Die Menge der V?-fp. Funktionen ist die Dy»-Hülle aller trigonometrischen Polynome, 
also offenbar Teilmodul der Menge der fp. Funktionen. Beim Beweis dieses Satzes 
wird benützt: f(x) ist dann und nur dann V?(a, b), wenn es meßbar ist und wenn 
lim V, {fe +h)-f(w); asz<sb-h=)0. 
h>-+0 


Da dieser Satz auch an sich interessant ist (für p = 1 ist er bekannt), hat Verf. 
ihn in einer besonderen Note behandelt, welche der Arbeit über fp. Funktionen 


vorangestellt ist. Wilhelm M aak. 
Maak, Wilhelm: Der Kronecker-Weylsehe Gleichverteilungssatz für beliebige 


Matrizengruppen. Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 17, 91—94 (1951). 


The author generalizes Kronecker’s approximation theorem and Weyl’s theorem 
of equi-distribution to arbitrary groups. For abelian groups such generalizations 
have been given by S. Bundgaard [9. Skand. Mat. Kongr., 219—224 (1938); 
this Zbl. 21, 106]. The two generalized theorems (K) and (W) run as follows. 
(K): I£ DU)(x) and D®(x) are independent representations of &, and a, bE& 
and & > 0 are arbitrarily given, then there exists an z€ & such that | D'(2)— DU )(a) | 


2 and: DO (2) — DEI <E (W)dE DW(z),D&d(y)) is a (uniformly) 


continuous function of the independent representations DU)(x) and D®(y), then 
M, ,{f(DW (x), DO (y)} = M,{f(D® (x), D%(x)}. For the notion of independent 
2 L 


ER - 
representations the author gives two equivalent definitions. The proof of theorem 
(W), which contains theorem (K) as a special case, is carried through in an 
elegant way by help of a sort of Ergoden theorem. Generalization to more than 


two independent representations presents no diffieulty. Erling Folner. 


Gewöhnliche Differentialgleichungen: 


e Bourbaki, N.: El&ments de math&matique. XH.T° Pt.: Les structures fonda- 
mentales de Panalyse. Livre IV: Fonetions d’une variable röelle. (Theorie el&mentaire.) 
Chap. IV: Equations difförentielles. Chap. V: Etude locale des fonetions. Chap. VI: 
Döveloppements tayloriens gen6ralises, formule sommatoire d’Euler-MacLaurin. 
Chap. VII: La fonetion gamma. (Actual. sci. industr. 1132.) Paris: Hermann & Cie. 
1951. 200 p. 

Die Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen r’ = j(t, r) spielt sich hier in einem 
vollständigen normierten Vektorraum $ der Punkte r ab. Der Begriff der Lösung x(t) wird 
etwas weiter gefaßt als üblich: x (f) ist eine stetige Funktion der reellen Variablen t und genügt, 
abgesehen von einer abzählbaren t-Menge, wo die Ableitung nicht zu existieren braucht, der 
Gleichung Y(t) = f(t, x(t)). In entsprechender Allgemeinheit wird von f(f, x) verlangt, daß es 
bei festem x eine Regelfunktion (dies. Zbl. 36, 168) von £ und als Abbildung von 9 in den Raum 
der Funktionen y(t) stetig ist. Im Rahmen dieser Voraussetzungen werden die Fragen nach 
e-Näherungslösungen, nach, Lösungen (Peanoscher Satz bei endlicher Dimension von 9), nach 
Eindeutigkeit der Lösungen (Cauchy-Lipschitz), nach stetiger Abhängigkeit von einem Pa- 
rameter und von den Anfangswerten erledigt. In ähnlich allgemeiner Weise werden die Grund- 
tatsachen über gewöhnliche lineare Differentialgleichungen entwickelt. —, Besondere Beachtung 
verdient die Systematik, mit der die Theorie des Wachstumsvergleiches von Funktionen (in der 
Umgebung einer eigentlichen oder uneigentlichen Stelle) als Ordnungstheorie aufgebaut wird. 
Die Grundrelationen, die auf einen Filter % von Teilmengen einer Grundmenge (Definitions- 
bereiche der Funktionen) Bezug nehmen, sind dabei die folgenden: Sind f und g nicht negative 
Funktionen, so setzt man f<‘g bzw. f< g dann und nur dann, wenn es ein k>0 und ein 
X €%, bzw. wenn es zu jedem k> 0 ein X €% gibt mit f(t) < kg(t) für {€ X. Mit Hilfe von 
„Wachstumsvergleichsskalen“ werden asymptotische Entwicklungen definiert und insbesondere 
die asymptotische Entwicklung reeller Funktionen für x = — oo analysiert. Als Anwendungs- 
gegenstand erscheinen die Reihen mit positiven Gliedern; ein Anhang befaßt sich ausführlich 
mit den sogenannten Hardyschen Funktionenkörpern einer Variablen t bezüglich des Filters 
der Intervalle [f’ <t< + oo]. — Einen großen Fortschritt im Sinne der Vereinheitlichung 
bedeutet die Art, wie die formale Theorie der Taylorschen Entwicklungen dargeboten wird. 
Ausgangspunkt sind die ‚„‚Kompositionsoperatoren‘“ im System der Polynome einer Unbestimm- 
ten (so heißen lineare Operatoren, wenn sie mit den Translationsoperatoren vertauschbar sind). 
Jedem Kompositionsoperator U sind in eindeutiger Weise Polynome u,(X) zugeordnet, Appell- 
sche Polynome genannt, so daß die „verallgemeinerte‘‘ Taylorentwicklung gilt: 

oo 


fx +N= >35 n U X))u,(T), 


k=0 


sofern U von der Ordnung 9» ist [klassische Beispiele: (1) U(f) = f,d.h.p = O und u, (Y) = FF; 
(2) die Bernoullischen Polynome sind die Appellschen zu U(f(X)) = f(X + D>70%% Für 
koinplexwertige Funktionen einer reellen Veränderlichen gilt eine verallgemeinerte Taylorsche 
Formel mit Restglied in Integralform; in dieser Formel steckt bereits die Grundgleichung für 
' die Euler-Maelaurinsche Summenform als Spezialfall. Einige Anwendungen beziehen sich auf 
die klassischen Entwicklungen der trigonometrischen Funktionen und auf asymptotische Ent- 
wicklungen. Schließlich wird die Gammafunktion für reelle und komplexe Argumente (in An- 
lehnung an die Artinsche Monographie) behandelt. Zahlreiche Übungsbeispiele, kurze historische 
Abrisse zu den einzelnen Kapiteln, Verzeichnisse der Zeichen und Begriffe, sowie eine Fort- 
setzung des bereits in einem früheren Bande begonnenen Lexikons der mathematischen Sprache 


sind willkommene Zugaben. Georg Aumann. 

Rabinoviteh, Norman Louis: Sur les courbes d6finies par les &quations diff6- 
rentielles. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 671—673 (1951). 

L’A. considere l’&quation (1) dx X = dy/Y [u X =y+ 2. = 
et ou &,/(@® + yPr—0 si (22 + 92) —0 quel que soit l’entiern]. Contrairement 
au cas ou X et Y sont holomorphes la fonction F = x? + y? verifie formellement 
(1) sans que F soit necessairement une intögrale premiere de (1). George Reeb. 
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Erugin, N. P.: Über die Fortsetzung der Lösungen von Differentialgleichungen. 
Priklad. Math Mech. 15, 55—58 (1951) [Russisch ]. 

Proof of a well known theorem (see, for instance, Kamke, Differentialglei- 
chungen reeller Funktionen, Leipzig 1930, p. 135, Satz 2). Jose Massera. 

Chorosilov, V. V.: Über die Lösungen von Systemen linearer Differential- 
gleichungen mit einem irregulären singulären Punkt. Priklad. Mat. Mech. 15, 37— 
54 (1951) [Russisch]. 

A system is considered X = XP, where P(t) is a matrix of the second order 
whose elements are analytie functions regular at t= oo. The existence of a fun- 
damental system of solutions given by uniformly convergent series in an intervall 
(ty; ©0) is proved and certain asymptotic developments are obtained, as power series 
tl or t-U2 according to the nature of the characteristie roots of the matrix P(oo). 

Jose Massera. 

Sobol’, I. M.: Über das Verhalten der Lösungen einer linearen Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung. Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 2 (42), 149—151 (1951) [Russisch]. 

Hahn, Wolfgang: Über lineare Differentialgleichungen, deren Lösungen einer 
Rekursionsformel genügen. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 
. 1-11 (1951). 

The functions ®,(x) are supposed to satisfy a recursion equation ®,(x) — 
(2 —a,)D,_,(2)—b,®,-.(x) with b, = 0, and an irreducible differential equation 


L,y= B3 ?„,(2) y® = 0, in which r is an absolute constant, and the degree 
i=1 


of the elnoraials P„,;(%) is bounded. Subject to very natural conditions it is shown 
that the equations L,y = 0 have the same singularities and the same monodromie 
group for all n. The theorem is used to obviate the heavy calculations used by 
H.L.Krall in connection with particular orthogonal polynomials [Duke math. 
J. 4, 705—718 (1938); this Zbl. 20, 20]. It is shown that polynomials of Krall’s 
type must satisfy a differential equation of the second order. A particular example 
given by Krall is shown to be hypergeometrie with nebenpoints. — The proofs 
‚contain some reparable errors. The sentence on page 7 „‚Erneutes Einsetzen zeigt, 
‚daß auch A] und Bj gleich Null sind“ is false. When repeated roots occur, the 
‚canonical fundamental system is not uniquely determined. It is not so much that 
A7 and Bj must be zero, as that one can choose a system that makes them zero. 
In section 3 the condition that L, and L,_, have no common solution should read 
L, and L,_,. The paper concludes with some interesting examples, elosely related to 
continued fractions. W. W. Sawyer. 
Friedlander, F. 6.: On the recurrent solutions of a class of non-linear diffe- 
rential equations. Proc. Cambridge philos. Soc. 4%, 315—330 (1951). 
Es handelt sich um das System von Differentialgleichungen 
T=oy+ k f(x, 9, tb); U- — ax + kg(&, y tb), 

wo f und g stetige Ableitungen bis zur zweiten Ordnung einschließlich in einem 
Gebiet D haben, die außerdem einer Lipschitz-Bedingung genügen, und weiter 
periodische Funktionen von t sind. k wird klein angenommen. Verf. beweist, daß 
das System unter einigen weiteren Bedingungen periodische oder fastperiodische 
Lösungen einfachen Charakters (Basis 2) haben. Diese Lösungen werden „simple 
reeurrent solutions“ genannt. — Die Ergebnisse werden am einfachsten mit Hilfe 
.der entsprechenden Differentialgleichung in Polarkoordinaten ausgedrückt 

(1) = kF(n,d,0), E=0+k6,0,1). 

Es wird ein von Kryloff und Bogoliuboff herrührendes Verfahren benutzt, um 
neue Koordinaten einzuführen. Dadurch treten Hauptglieder der rechten Glieder 
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von (1) hervor (in bezug auf k > 0), die zu einem approximierenden System der 4 


Art (1) führen. Die Grenzeyklen und singulären Punkte des letzten Systems sind 
unter gewissen Bedingungen von „simple recurrent solutions“ von (1) begleitet. 
Die Ergebnisse in dieser Richtung werden mit Hilfe eines bekannten Satzes von 
Denjoy [J. Math. pur. appl., IX. Ser. 11, 333—375 (1932); dies. Zbl. 6, 305] ge- 
wonnen. Die erwähnten Hauptglieder sind wesentlich diejenigen Glieder der 
Fourierentwicklung von kF und + k@ nach 6 und t, die für d = &’t nicht von £ 


abhängen, wobei &' = w oder allgemeiner, wenn o = a/p +&k gesetzt wird, 


@’ = gjp ist. — Als Beispiel der Ergebnisse sei folgendes erwähnt: Wenn » irrati- 
onal ist, F,(c) = 0, Fy(c) #0 [wobei F,(r) das von 6 und t unabhängige Glied 
der Fourierentwicklung von F(r,@,t) ist], dann gibt es für genügend kleine k 
in der Nähe von r = c „simple recurrent solutions“ von (1). Jede andere Lösung, 
die in einem Punkte genügend nahe an r = c kommt, konvergiert gegen eine dieser 
Lösungen, wenn t— + 00 (je nachdem kF’(c) <0 oder >0 ist). Der Fall » 
rational wird auch behandelt. Göran Borg. 

Reuter, 6. E.H.: A boundedness theorem for non-linear differential equations 
of the second order. Pıoc. Cembridge philos. Soc. 47, 49—54 (1951). 

Verf. untersucht die Differentialgleichung 


(1) ztkf)irga)=kpfl) k>0,E=0). 
Es werden f(x) und g(x) als stetig, p(t) als integrabel in jedem endlichen Intervall 
t 


vorausgesetzt; es sei Pt) - Ip GES ER (%) Au) EEE) - [v8 dE. 


Verf. beweist: Ist P(t) beschränkt für t>0, gilt F(xz)—+c00o(-x) für 
z—>+90(-0), ferner zg(a)>0 für |x| >x, und G(x2)—-+oo für 
|x| >00, dann existiert eine von k unabhängige Konstante B, derart, daß jede 
Lösung von (1) für hinreichend große t stets |x| <B, |x| < B(k + 1) erfüllt. — 
Zum Beweise wird statt (1) das äquivalente System 

(2) t=y+kPlW-—-KkFea), y=-—g(%) 


benutzt und ein Bereich D der (x, y)-Ebene konstruiert, derart, daß keine Lösung 


&(t), y(t) von (2) D verlassen kann und jede außerhalb beginnende Lösung schließ- 


lich in D eintreten muß. — Die von f, 9, p geforderten Voraussetzungen sind schwächer 
als bei ähnlichen Untersuchungen von M.L. Cartwright und J. E.Littlewood 
(dies. Zbl. 29, 126), M.L.Cartwright (dies. Zbl. 39, 99), M.H.A. Newman 
(dies. Zbl. 39, 312). Die Beweismethode knüpft an an N.Levinson [J. Math. Physies 
22, 181—187 (1943) und Ann. of Math., II. Ser. 45, 723—737 (1944)]. 
Friedrich Wilhelm Schäfke. 

Borg, Göran: On the point speetra of y’—+-(4—g(x))y=0. Amer. J. 

Math. 73, 122—126 (1951). 


T 
Ist gq(x) stetig für 0 <x <o, f \a(d)| dt<Sk,logx (x -> + oo), so gilt für 
N) 


jeden Punkt A, des Punktspektrums von y”’ +(4—gq(x2))y= 0, y(0) cosx + 
y’(0)sina = 0, y(x)&€ L?(0,00) die Ungleichung A, < k2. Es gibt jedoch für 
jedes e>0 Funktionen g(x) der angegebenen Art, für die mindestens ein Punkt- 
eigenwert A = k* die Ungleichung k >k,— & erfüllt. Friedrich Wilhelm Schäfke. 
Djubjak, A. F. und A. $. Monin: Über simultan-orthogonale Funktionen- 
systeme. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 337—340 (1951) [Russisch]. 
The authors generalise parts of Sturm-Liouville theory to the case of N equations 


(kw) —-4,W+4,ß,Ww=0, Ü=1,2,...,N), each with its own interval (05.8); 
0 : ) L N 
and boundary conditions of the form u;(x,) + h,u,(&,) = 0, u;(0) = = 0,4, (0). 


. 3 Br s 
ng certain restrietions on the k,, q,, ß, and on the matrix |a,,|] (in particular 


I ı 


E 
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' this matrix may be symmetrie), Kbey give the extension of orthogonality, normali- 


sation, Bessel’s inequality and the variational method, which, they say, can be 
used to establish expansion theorems. They state that such problems oceur physi- 
cally in connection with propagation in layers. Frederik V. Atkinson. 

Krejn, M. 6.: Lösung des inversen Sturm-Liouvilleschen Problems. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 21—24 (1951) [Russisch]. 

The author gives a more or less complete solution of „Problem A“: Given two 
sequences S = {A,}, 8’ = {A}, with <A <A, <A<:--, and a number |, 
such that as n >00, ),, A, m nn? 2, required to find a function g(2) ( <x<I) 
and numbers x, x’ and ß such that S and S’ are the spectra of the equation y’’ + 
y(A —4q(x)) = 0, with the respective pairs of boundary conditions 

cosa y(0) +sina y’(0)=0, cosßy(l) + sin ß y’(l) ar 
cos a’ y(0) + sina’y’(0)=0, cosßyil) +sinßy/(l)=0. 
He obtains incidentally the uniqueness theorems of earlier a [G. Borg, Acta 
Math. 78, 1—96 (1946); N. Levinson, Mat. Tidsskr. B., Kobenhavn 1949, 25—30 
(1949); L. A. Cudov, this Zbl. 33, 272; V.A.Martenko, Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 72, 457—460 (1950)]. The method is connected with the author’s 
important work on positive definite kernels, and rests on a certain formal analogy 
with power-moment problems. There results a definite procedure for solving Problem 
A; it seems that the result may contain contradietions, in which case Problem A 
is apparently insoluble. Finally it is suggested that a similar method applies to the 
problem of determining f(x) for the equation y’ +AP(x)y=. 
Frederik V. Atkinson. 

Krejn, M. G.: Bestimmung der Dichte einer symmetrischen, inhomogenen 
Saite aus ihrem Frequenzspektrum. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 345 — 
348 (1951) [Russisch ]. 

The string is stretched to unit tension between the points = —1l, x =1. 
By o(x) is denoted the total mass between the point —1 and the point x, inclusive. 
Let the FE of harmonic vibration be the positive increasing sequence 
Pr Pı, .... The author first gives (without proof) the asymptotie law n,p,-— 


= a Vo’(z)dx. This is classical if o( x) is absolutely continuous; however o(x) 


is llswed to consist as well of a „‚singular part‘‘ and a step function. Next Theorem 2, 
the main result of the paper, gives necessary and sufficient conditions for the positive 
increasing sequence 9, P1; - - - t0 be the spectrum of frequencies of a symmetrical 
[0,0] 
string. Writing 2), = p2 it is required that the product A(A)= II (1 —A/A,) 
n=0 
en, 
n= And’ 8 
he determines the distribution of n particles on a alla string so as to give fre- 


quencies corresponding to /y; - “ This is given by the representation as a 
n—1 


= IT: (1 E =). He then makes no, 
Ag 


Par E=o 
and applies a theorem of Helly. Finally he discusses the uniqueness of the solution, 
in relation to the methods of a previous paper (cf. preced. review). 
Frederik V. Atkinson. 

Vasil’eva, A. B.: Über die Differentiation der Lösungen von Differential- 
gleichungen, die einen kleinen Parameter enthalten. Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 
131—146 (1951) [Russisch]. 

The small parameter u appears by way of a le pertur Ben in the system 
dx,/dt = f,(t, %,, 2) (8 ,k=1,2,..,n—1), udedt = Ft, 2,2), u > 0, ‚with ini- 


should converge absolutely and also that — < 00. For the proof 


continued fraction of IrG+ + 


% | | = 0 


tial conditions 2, = = % 2lı=1 = %; let the solutions of this be z,(b, u), 
z(t, u). If we put u = 0 we get the degenerate system dx, dt = f;(l, 2, p(b, %;))3 
with initial conditions x,4=:, = x, where z2=gflt,x,) is one of the roots of 
F(t, x, 2) = 0; let the solutions of this be &,(t). A. N. Tiehonov (this Zbl. 3%, 
344) has given suffieient conditions that, as u — 0, z,(t, u) > %,(), 2(b, u) > ! 
p(t, &,(t)). The present author finds sufficient conditions that dmz/dim — d”p]dt”, 
dx,|dim — d” ©, di”; the system must belong to the „‚type Di. ei theif, (812, 
must be differentiable m — 1 times, F(t, x,, 2) m times, and F%(t, x, p(t, ©,)) < 0. 
There are similar results for 0x, Qu and 02 Qu. Here the system should be of „‚type 
H“,i.e. the f;(t,x,2) and F(t, x,,2) must have continuous partial derivatives 
of the 18% order, F/(t, x,,2) must satisfy a Hölder condition in all arguments, and 
F;(t, x, (tb, x,)) < 0. In all cases there are results relating to the uniformity of 
these limits. The author disagrees with N. Levinson [Math. Rev. 10, 298 (1949)] 
who, in reviewing her earlier paper [Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 61, 597—599 
(1948)] maintained that such results could be deduced from more general work on 
derivatives with respeet to initial conditions, eiting K. Friedrichs and W. Wasow 
[Duke Math. J. 13, 347—381 (1946)] and N. Levinson (this. Zbl. 29, 358). To the 
present reviewer it appears that the various authors consider distinet systems of 
equations. Frederik V. Atkinson. 

Vasil’eva, A. B.: Über die Differenzierbarkeit der Lösungen eines Systems von 
Differentialgleiehungen, die kleine Parameter enthalten. Uspechi mat. Nauk 6, 
Nr. 2 (42), 151—152 (1951) [Russisch]. 

GradStejn, I. S.: Über periodische Lösungen von Systemen von Differential- 
gleichungen mit kleinen Parametern bei den Ableitungen. Uspechi mat. Nauk 6, 
Nr. 2 (42), 152—154 (1951) [Russisch ]. 

Zevakin, 8. A.: Über das Aufsuchen der Grenzzyklen in Systemen, die sich 
von gewissen nieht-linearen wenig unterscheiden. Priklad. Mat. Mech. 15, 237—244 
(1951) [Russisch ]. 3 

The following theorem is proved: Consider the system 
(1) , = X, (2 ne? %,) ae P; (2 ee a) 


where the X, p are analytic funetions, 9,(%1, »- -, %,, 0) = 0; assume that the system 
(2) ,=X, has (n—1) uniform analytie first integrals H,(x&,...%,)= (0%; 
which determine a closed trajeetory of (2) when 0,= (,,; assume that at least 
one of the jacobians |OH, ox,| is + 0 at one point of this trajectory. Then each 
closed trajectory of (2) corresponding to values CO, of the first integrals such that 


2 N oH, ‚Op 
Re e DER N) 
ı=1,..,n—1 [T is the time-length of the trajeetory of (2)], the determinant 


|0K,/00 ,| being == 0, generates a periodie solution of (1) if u is small enough. The 
investigation of the stability of this solution may be reduced to that of the corres- 
ponding equilibrium point of the system C, = uK,(Cy--» (0,1). An application 
to a system appearing in stellar structure theory is given. Jose L. Massera. 

Jakubovie, V. A.: Über das asymptotische Verhalten von Differentialgleichungen. 
Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 217—240 (1951) [Russisch]. 

The author studies the equation (1) dadt = Ax + f(t;x), where x is an n- 
vector and A a constant matrix. The vector f(t; x) is to satisfy either (a) Ir; || 
<g() \\« , or (b) (fa) — fi; || <alt) IIx!— 22], f(t50) = 0, where g(f) 
is continuous. 'Theorem 1 gives upper bounds, too complicated to reproduce, for 
|ıx(t)|| under condition (a), and for the differenee between two solutions. 
I (6) — x’(t)||, under condition (b). A result of A. Wintner [Amer. J. Math. 67. 
417—430 (1945)] is included, regarding the case dxjdt = G(t) x, Gt) = (g;x(t)), 
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9) = O(t#). Theorem 2 gives conditions under which the solutions x(t) of (1) are 


approximated to by solutions of (2) dy/dt = Ay, as t—oo, it being assumed that 
not all the solutions of (2) are o(1) as t— oo. Theorem 3 gives a weaker condition 
under ‚which to each bounded solution x(t) of (1) corresponds a y(t) er a 
mates to it. Both theorems give estimates for the difference I|x(t ||. 


Theorem 4 assumes that all solutions of (2) are o(1), that (a) is satisfied, N that 
t 


for every x >0,—at+ 3 g(t)dt —— co as t—00; the conclusion is that all 


solutions of (1) are o(1). Finally the author indicates various es: In 
place of (a) or (b) we may have (a’) ||/t;») —f(l;0)| <gt) ||x||, or (b’) 
Ir; a) —- fl; 2) || <glt) ||! — @?||; the above theorems need only a Senar 
modification. Also, instead of dy/dt = Ay with constant A we may take as the 
unperturbed system dy/dt = A(t) y, when this is reducible; this means that there 
exists a transformation y = P(t)z, where P(t) and (P(t))-! are uniformly bounded, 
which reduces it to the system dz/dt = Ka, an constant K. 
Frederik V. Atkinson. 

„ Jakubovie, V. A.: Stabilitätskriterien für ein System von zwei Gleichungen 
von kanonischer Form mit periodischen Koeffizienten. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 78, 221—224 (1951) [Russisch ]. 

Es en das System in kanonischer Form 


(1) 4a _&8 dp__ 29 
daB rat >0g 
betrachtet, wo 
(2) 29 =- aM +2PMPıt+YMP 
und x, ß, y stetige, periodische oe mit der Periode » sind. — Nach einer 


früheren Arbeit des Verf. [Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 74, 901—903 (1950)] 
zerfällt die Menge aller Formen (2), für die alle Lösungen des entsprechenden Sy- 
stems (1) beschränkt sind, in eine abzählbare Familie von Stabilitätsgebieten O,, 
(n = 0, ER + 2,...). Es gilt das folgende Stabilitätskriterium1: Wenn 


[27 


Ra< | Amin (t) Ama dA <(n +1)7, Wo Ann Und Amax die kleinste 
0 


und ke größte charakteristische Wurzel der Form 29 ist, so gehört 9 zuO,. Dieses 
Kriterium wird insbesondere auf die Gleichung y’+h(l)y=0 angewandt. 
Auf Grund eines zunächst bewiesenen Vergleichungssatzes erhält man das Stabili- 
tätskriterium2: Wenn 9, <s9<%, und 9,9,€0, so ist auch HEO,. 
Weiter wird ein Satz über Formen mit lauter periodischen und antiperiodischen 
Lösungen aufgestellt, sowie ein Oszillationssatz für Eigenwerte und Eigenvektoren 
der Randwertprobleme x (») = x (0) und x (») = — x (0), wo x(t) = K a 
Jacek Szarski. 
Jakubovie, V. A.: Stabilitätskriterien für die Lösungen eines Systems von zwei 
linearen era n mit periodischen Koeffizienten. Uspechi mat. 


" Nauk 6, Nr. 1 (41), 166—168 (1951) [Russisch ]. 


Malkin, I. 6.: Über die han des Stabilitätsproblems im Falle zweier rein 
imaginärer Wurzeln. Priklad. Mat. Mech. 15, 255—257 (1951) [Russisch ]. 

L’A. indique un proc&de qui simplifie la discussion de la stabilite, au sens de 
Liapounov, du systeme differentiel perturbe ä trois fonctions inconnues, lorsque 
l’&quation caracteristigue a deux racines imaginaires pures. Julien Kravichenko. 

Maikin, I. @.: Ein Satz über die Stabilität in erster Näherung. Doklady Akad. 


* Nauk SSSR, n. Ser. 76, 783—784 (1951) [Russisch]. 


Lorsque la solution 2, =0(=1,2,...,n) d’un systeme diff6rentiel du type 
Bed = X la 5) eh.) I asymptotiquement stable au sens de 


n 


Zentralblatt für Mathematik. 42. { 
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Liapounov, I’A. prouve que cette propriete est encore vraie pour le systeme plus | 
general, obtenu en ajoutant aux X, des fonctions , des x, et du temps. Bien en- 
tendu, les X, et p, sont assujetties ä certaines conditions. Julien Kravtchenko. 
Malkin, I. 6.: Zur Theorie der Stabilität von Regulierungssystemen. Priklad. 
Mat. Mech. 15, 59—66 (1951) [Russisch]. 


n i Ley .BR 
Let N; = = Ga Na + h, fo) (= 1er sn), 0 > Ia No» where 4, h,; 
a= 0 


js are constants, o a parameter defining the state of the regulated organ, flo) a 
function such that: a) the system has a unique solution starting at any point in 
the neighborhood of the origin; b) f(0) = 0, of(o) > if o=0; it is assumed 
that 0 is an isolated point of equilibrium and that the ‚feedback coefficient‘“ 
r = — N js h, is not negative. The following eriterion is proved which is simpler 
‘and more general than other eriteria by Lure [Priklad. Mat. Mech. 9 (1945)] and 
other authors: If the characteristic roots of the matrix (a,,) have negative real 
parts, except at most two roots which may be zero, a suffieient condition for asym- 
ptotie stability [for any choice of f(c) satisfying the assumptions] is that a certain 
determinant of order n — 1 be positive; the elements of this determinant may be | 
caleulated explieitly as functions of the constant parameters of the system and 
of n(n + 1)/2 arbitrary parameters which may be chosen so that the stability is 
guaranteed under the most general conditions possible. Jose L. Massera. 

Lure, A. I.: Zum Problem der Stabilität von Regulierungssystemen. Priklad. 
Mat. Mech. 15, 67—74 (1951) [Russisch ]. 

In a previous paper [Priklad. Mat. Mech. 9 (1945)) the author proved that a 
sufficient eondition for the stability of the system 


GT Ay % tr flo), = ZB: %, rf(o) (k Ge n), 


where A, are the characteristic roots (simple, with negative real parts), , certain 
constants (which are real or complex conjugate in correspondance with the 4,), 
o a parameter determinung the state of the regulating organ, r the „‚feedback eoeffi- 
cient‘“, may be expressed as certain properties of the roots of a complicated system 
of quadratie equations. By means of certain transformations this system is reduced 
to a simpler one and the sufficient condition for stability states that the roots of 
the new system should be real. Practical criteria for n = 2,3, 4 are thus derived. 
Jose L. Massera. 
Rapoport, I. M.: Zur Frage der Stabilität der Schwingungen eines materiellen 
Systems. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 7%, 25—28 (1951) [Russisch]. 
The author derives asymptotie formulas for the boundaries of the regions of 
stability and instability for the solutions of the linear system 2 + 22 Pt)z = 0, 
where z is an n-veetor, P a symmetrie matrix and A a parameter having large values. 
= Jose L. Massera. 
 Nejgauz, M. G. und V. B. Lidskij: Über die Beschränktheit der Lösungen von 
Systemen linearer Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten. Dokladv 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 189—192 (1951) [Russisch]. " 


The authors study the boundedness of the solutions of canonical systems of 
the form 


9, = OH jOyyı 5. Year  0oHloy, se mparsccr 
where H = 2 h,,(t) y, 9, h;; = h,, being periodie functions with a common period. 
In particular, systems of the form Y + Pt) y= 0, where y is a k-vector and P 
a symmetric periodie matrix are considered. Several praetical suffieient eriteria in 
the form of inequalities for the characteristie roots of the matrices (h,,) and P are 
derived. "These results generalize others previously given by Lj apunov [The general 
problem of stability of motion, Moscow 1948 (in Russian)], Krejn [Doklady Akad. 
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Nauk SSSR, n. Ser. 73, 445448 (1950)], Jakubovid (this. Zbl. 42, 97) and 
Zukovskij [Colleeted papers 1, p. 315, 1937 (in Russian)]. Jose L. Massera. 

Farnell, A. B., €. E. Langenhof and N. Levinson: Forced periodie solutions of 
a stable non-linear system of differential equations. J. Math. Physics 29, 300—302 
(1951). 

En utilisant la methode des approximations successives les A. demontrent 
l’existence d’une solution periodique stable de l’&quation differentielle vectorielle: 
dz/dt = Ax + f(x,wt) +kb(wt) |A est une matrice constante, I® 0) et 5b(9) 


sont des fonctions periodiques de de periode 1,ket ww = constantes, J b()dO—=0, 


Kt) - fh) <n(x— y) pour n >0 pourvu que |x| et |y| ent assez petits] 
& condition que & soit assez petit ou que w soit assez grand. Georges Reeb. 

Kasner, Edward and John de Cieeco: Physieal families in the gravitational 
field of force. Amer. math. Monthly 58, 226—232 (1951): 

Les AA. font une &tude el&mentaire des systemes S, dans le plan dans le cas 
d’un champ de forces F uniforme. (S, designe l’ensemble des mouvements lies d’un 
point de masse 1 tels que la reaction P du point sur sa trajectoire et la composamte 
normale N du vecteur F soient lies par la relation P = kN.) Le probleme se ramene 
a une quadrature. Cette quadrature est possible au moyen de fonctions elömentaires 
pour les valeurs rationnelles de k suivantes: k= (1—n)/n et (1— 2n)/(1 + 2n) 
oü n est entier et pour les valeurs entieres de k suivantes: 0,1, —2,—3 ou co qui 
correspondent ä& des systemes ayant une signification dynamique remarquable. 

Georges Reeb. 

Minorsky, N.: Parametrie exeitation. J. appl. et 22, 49—54 (1951). 

Verf. nennt folgende Erscheinung ‚Parametric Exeitation“ (P. E.): Wenn 
in der Differentialgleichung eines schwingungsfähigen Systems ein Parameter peri- 
odisch zwischen zwei Grenzen schwankt, kann es eintreten, daß das System Schwin- 
gungen mit der halben Frequenz und anwachsender Amplitude ausführt, wofür 
die Schaukel ein einfaches Beispiel liefert. Zunächst wird der lineare Fall der Ma- 
thieuschen Gleichung © + (1 +ycosot) x = 0 untersucht. Bei Einführung von 
z=r-cosd, y=r-sin®, P(t) =2-Inr werden nach Art der Störungsrechnung 
P und Ö nach Potenzen von y entwickelt. Die Durchführung der ersten Schritte 
zeigt, daß die P. E. nur für & = 2 auftreten kann; für = 2 kann bei Vermehrung 
von d um 2x die Größe P um einen von der Anfangsphase abhängenden Betrag an- 
wachsen. — Bei der nichtlinearen Gleichung @&+ Byx + (1+ycos2t)x + 
Ay x? = 0 führt die hier ganz entsprechend durchgeführte Störungsrechnung beim 
ersten Schritt auf ein System von zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung, bei dem ein singulärer Punkt auftritt, dessen Natur untersucht wird. 
Die weitere qualitativ durchgeführte Diskussion ergibt für den Phasenwinkel einen 
„Sektor der Selbstanfachung‘‘. Eine übersichtliche Diskussion ist möglich in dem 
weiteren Beispiel, daß in der Differentialgleichung & + a? x = 0 die Größe x = a (ft) 
periodisch abwechselnd in gewissen Zeitintervallen konstant — a,, in anderen kon- 
stant —= x, ist; die Ausschläge können je näch den Phasenwinkeln, bei denen die 
Sprünge in x auftreten, sowohl anwachsen als auch gegen Null gehen. 

Lothar Collatz. 

Minorsky, Nicolas: Sur une &quation differentielle de la physique. ©. r. Acad. 
Sci., Paris 232, 1060—1062 (1951). 

Es wird nach stabilen periodischen Lösungen der nichtlinearen Schwingungs- 
gleichung @+b&+x+(a—er?)zcos2t+tex®=0 gefragt und mit a=eA, 
b=eB,e=eB eine Störungsreehnung (Entwicklung nach Potenzen von e) durch- 
geführt. Dafür wird die Differentialgleichung umgeschrieben in ein System zweier 
Differentialgleichungen erster Ordnung, und die singulären Punkte dieses Systems 
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werden aufgesucht; die singulären Punkte entsprechen periodischen Lösungen, und 
aus der Art der Singularität kann man auf Stabilität oder Instabilität schließen. An 
Stelle einer komplizierten allgemeinen Diskussion im A BE-Raum der Parameter 
wird das Verhalten auf den Ebenen untersucht, wenn mindestens einer der drei 
Parameter A, B, E verschwindet. Für B< 0 gibt es keine stabilen periodischen 
Lösungen. Je nach den Vorzeichen der Parameter bleiben noch 14 Fälle übrig 
eB 1 FelliB EN AI > 0,2.Fall B=0,4 >0,E< 0 usw.). Für jeden 
dieser 14 Fälle wird angegeben, ob 0, 1 oder 2 stabile periodische Lösungen vor- 
handen sind. Lothar Collatz. 

Minorsky, Nicolas: Sur Poseillateur non lin6aire de Mathieu. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 232, 2179—2180 (1951). 

L’A. discute l’existence et la stabilit& d’integrales periodiques de l’equation 
de Mathieu gengralisee (1) X’ +[1+e(A—C a2)cos2t] x = (0, en appliquant 
le calcul des perturbations et en considerant l’image stroboscopique (de p6riode 27) 
des courbes intögrales. La discussion se ramene alors ä celle des points singuliers 
des familles de courbes stroboscopiques. Dans le cas de l’&quation (1), il existe en 
premiere approximation une intögrale periodique stable pour AC > 0, d’amplitude 
(4/C)}, avec un dephasage de k/2 (k entier dependant des conditions initiales). 

Charles Blanc. 

Schäfke, Friedrich Wilhelm: Über die Stabilitätskarte der Mathieuschen Diffe- 
rentialgleichung. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 175—183 
(1951). 

Sei (1) y’’ (2) + (A — 2 h? cos 22) y(2) = 0 und der charakteristische Exponent 
v zu einem beliebig komplexen Parameterpaar A, h? durch die nach Floquet exi- 
stierende Lösung mit der Eigenschaft y(2 + rn) = e®” . y(z) definiert. Ist y, (2;4,h?) 
jene Lösung von (1) mit y,(0) = 1, y4(0) = 0, so gilt coszv = y,(n;), h?) = ganze 
analytische Funktionen in A und Ah?, höchstens von der Wachstumsordnung 4. Durch 
Anwendung der Weierstraßschen Produktentwicklung auf y,(r; A, h?) ergeben sich 
mit Hilfe einfacher bekannter Tatsachen über den Verlauf der charakteristischen 
Kurven in der Stabilitätskarte Aussagen über das asymptotische Verhalten des 
charakteristischen Exponenten und gewisse Produktrelationen zwischen den Schnitt- 
punkten einer Schar charakteristischer Kurven mit zwei Paaren paralleler Geraden. 
Daraus wird eine Darstellung des charakteristischen Exponenten zu einem Punkt 
der A, h?-Ebene durch ein unendliches Produkt gewonnen, in welches beispielsweise 
die ganzperiodischen Eigenwerte und ein weiterer halbperiodischer Eigenwert auf 
einer Geraden durch diesen Punkt eingehen; es konvergiert vergleichsweise so 
schnell wie die Reihe 2’ n”% und ist daher zur numerischen Berechnung der charak- 
teristischen Exponenten gut verwendbar, wenn Tafeln der ganz- und halbperiodi- 
schen Eigenwerte vorliegen. Schließlich wird eine von MeLachlan angegebene 
Näherungsformel für den charakteristischen Exponenten in den schmalen in- 
stabilen Gebieten der Stabilitätskarte mit hoher Eigenwertnummer bzw. mit 
kleinem Ah? neu hergeleitet. Josef Meizxner. 

Haag, Jules: A propos de P’öquation de Mathieu. C.r. Acad. Sci., Paris 232 
661—663 (1951). ; 

Im Anschluß an eine frühere Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 33, 218) werden für 
die periodischen Lösungen von Gleichungen der Form 

9" +9=41[H(0,0') cos wt + F(6, 0')] 
Stabilitätsbedingungen in Form zweier Ungleichungen angegeben und einige Spezial- 
fälle angeführt; z. B. für die Mathieusche Gleichung (H = 6, F=0) ergibt sich 
sofort, daß alle periodischen Lösungen instabil sind und für F=0 ge 
a(63 + %09'3) können eine oder zwei stabile Bewegungen eintreten. 


Lothar Collatz. 
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Haag, Rudolf: Über eine Methode der Störungsreehnung und ihre Anwendung 
auf Schwingungsprobleme. Z. angew. Math. Mech. 31, 12—19 (1951). 

Die Arbeit beschäftigt sich mit einer Erweiterung der üblichen Methode der 
Störungsrechnung auf den Fall, daß die im allgemeinen als Reihe nach Potenzen 
des Störungsparameters } angesetzte Lösung für einen Wert A benötigt wird, der 
größer ist als der Konvergenzradius r dieser Reihe. Nun ist r von den übrigen 
Parametern des Problems abhängig. Ist p ein solcher und gibt es einen kritischen 
Wert p,, so daß r > 0 für p— p,, dann wird durch den Ansatz p— pP, =q:/’ an 
Stelle von p ein neuer Parameter q eingeführt; y ist ein im Einzelfall zweckmäßig 
zu bestimmender Exponent. Jetzt läßt sich eine abgewandelte Störungsrechnung 
durchführen, die für den gewünschten Wert von A nicht mehr versagt. Das Ver- 
fahren wird auf zwei Sonderfälle der Schwingungsgleichung 

zz Bit tocsp.-z FIR = EIK,co (wt—o,) 

angewandt. Zunächst wird der Fall} = 0, alle X, = 0 (lineare freie Mitnahmeschwin- 
gungen, x Störungsparameter) ausführlich behandelt. Mit © = Vo2 — B2/4 ß?/4 sind die 
p-Werte, für de 28 — mp = (0, mganz, kritische Werte, und die abgewandelte 
Störungsrechnung gelingt mittels der Par anteaon p—2 m =: 
Dann folet der Fall x = 0 mit dem Störungsglied K (ei® — e-iwt) unter Beschrän- 
kung Sf den stationären Anteil. Jetzt sind die kritischen Werte des Parameters 
w durch m w= & gegeben, und die abgewandelte Störungsrechnung gelingt mit 
Hilfe der Parametertransformation w= ® + q A®l3. Die physikalische Diskussion 
(Mitnahme- bzw. Kippbereiche usf.) gelingt in beiden Fällen schon mit Hilfe der 
ersten Näherung, ebenso zeigt sich im zweiten Falle leicht die bekannte Tatsache, 
daß es bei nichtlinearen Schwingungen in der Umgebung der Resonanzstelle ver- 
schiedene stationäre Schwingungsformen gibt. Fritz Reutter. 

Wax, Nelson: On amplitude bounds for certain relaxation oseillations. J. 
appl. Phys. 22, 278—281 (1951). 

Es werden Schranken für die Amplitude A der periodischen Lösung in der 
Lienardschen Gleichung £ + f(z)& + g(x) =0 aufgestellt. Es wird voraus- 
gesetzt: Es sei g(x) differenzierbar und ungerade, g(x) >0 für 2 >0, f(x) stetig 

% 


und gerade, f(x) <0 für |x|<x, f(x2)>0 für |2[|>x, F(x) = Je d£, 


- [0 Kaezesser Pos) = 00) = ER) Vie u 


für & * x. Eine grobe untere Schranke ist A >x; eine genauere untere Schranke 
wird aufgestellt, wenn F?(x,) >2G(a) ist und eine obere Schranke, wenn 
—g(x)/f(x) für & <— x, monoton wachsend ist. Eine obere Schranke für A ist 
dann (mit einer gewissen positiven Zahl n die positiv reelle oberhalb x gelegene 
Nullstelle von F(x) — F(- x,) = V2(G(k) —@(x,)) ++ V26 (x) : 
Lothar Collatz. 
Williams, John: Small oseillations with damping. Math. Gaz. 35, 29—31 


(1951). 

Mitrinovitch, Dragoslav $.: Sur une &quation differentielle indetermin6e inter- 
venant dans un problöme important de l’&lastieite. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 681— 
683 (1951). 


Die Differentialgleichung 


Ber ne 7) F’ TR 
7 7 ZN "7 n? = 0 
EDEN 
ist durch Quadraturen lösbar, wenn man zwischen F und f’ eine Beziehung F = o(f) 
vorschreibt, wobei o eine beliebige, zweimal stetig differenzierbare Funktion von 
f ist. M.J.de Schwarz. 
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Mitrinoviteh, Dragoslav $S.: Sur un procede d’int6gration d’une &equation de 
Monge. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 1334—1336 (1951). 
1. La solution ee de l’ö&quation diffsrentielle indeterminee (1) f’/F — 


1) 0/9 = u(a), pour As, estdonnee par (2) [=exp(J Pak), 9=exp(J de), 


ee ee 
(0' + 02 — u), (x) 6tant une fonction arbitraire. — 2. Plus generalement, si (2) 


transforme une öquation differentielle indeterminde en une equation dR/dx = S, 
avec R= R(F,G,x) et S=S(F,@G,x), Ret S sont donnees par R= 0,8 = 0), 
0 &tant une fonction arbitraire, d’ot F et G@ par des @liminations, puis f et g par des 
quadratures. — La methode s’etend & des equations indetermindes d’ordre >2. — 
3. Application & l’&quation ff + (m —1)g”/g =. Charles Blane. 
Nordon, Jean: Quelques eas d’integrabilit6 par quadratures d’une &quation 
difförentielle du premier ordre. I. C.r. Acad. Sci., Paris 232, 140—141 (1951). 
Mitrinovitch [Acad. R. Serbe, Bull. eo Sci. math. natur., AB, 7—19 
(1936), dies. Zbl. 16, 111; 5, 99—120 (1939)] ha studiato l’integrabilitä per quadra- 
ture della seguente equazione differenziale (1) y? + y = f(x) e ha mostrato che 
essa si puö ricondurre all’equazione della balistica esterna studiata da J. Drach 
[Ann. Sei. Ecole norm. sup. 3%, 1—96 (1920)]. Poiche le trasformazioni che devono 
essere utilizzate a questo scopo non permettono facilmente di dedurre dai risultati 
di Drach quelli relativi alla (1), PA. applica direttamente a (1) i metodi di Drach 
e segnala le varie forme, giä trovate da Mitrinovitch in vario modo, non uti- 
lizzando le teorie di Drach, per Pintegrabilitä per quadrature di (1). Il metodo che 
PA. dä ha il vantaggio di dare .esplicitamente le quadrature che permettono di 
integrare la (1). Landolino Giuliano. 
Pedrazzini, Pierino: Sulla risoluzione del sistema di equazioni differenziali 


5) 
IE y2—s2 ap yar — (x +yy)=m?. Periodico Mat., IV. Ser.‘ 29, 
42—45 (1951). 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Frankl, I. F.: Über die Arbeiten der russischen Mathematiker des 19. Jahr- 
hunderts zur Theorie der Charakteristiken partieller Differentialgleiehungen. Uspechi 
mat. Nauk 6, Nr. 2, 154—156 (1951) [Russisch]. 

Gaffney, Matthew P.: The harmonie operator for exterior differential forms. 
Proc. nat. Acad. Sci. USA 37, 48—50 (1951). 

Expose suceinct de resultats relatifs & l’op6rateur harmonique A = dö + dd 
dont le developpement doit paraitre dans un travail pour le Ph. D. degree, University 
of Chicago. — L’op6erateur A est consider& comme une transformation lineaire d’un 
espace de Hilbert; la question se pose de savoir si la fermeture A est hypermaximale- 
syme6trique. Il en est ainsi lorsque l’on choisit pour domaine des op6rateurs d et ö 
l’ensemble des formes differentielles a a, de classe O,, telles que x, da, öx 
soient de carıe sommable et (dx, ß) = (x, dß). Conditions suffisantes pour que 
cette propriete soit remplie. — Lorsque la variset6 riemannienne est suffisament 
differentiable, toute forme x telle que Ax = 0 sera de classe Ü', et par consöquent 
harmonique. Th. Lepage. 

Bouligand, Georges: Sur les transformations de contact r6elles. C.r. Acad. 
Sci., Paris 232, 911—913 (1951). 

€ es un operateur continuement derivable d’ordre 1, faisant correspondre 
a un el&ment de contact (2... ., 2% 2 Pp- - » Pn) = (M, p) de l’espace euclidien des 
m— (%,...,%92) un vecteur OM. Si m decrit une surface 2 — ee 
ou p a des derivees secondes continues, M deerit une image dont le n- plan tangent 


m Te a a a Kae NE ET AR ee 2 rn Eee N N Er ea En 4 


= est en sönira eine par = n vecteurs V, = M„+ PM Mz+ Piı Mai +: 

4 Pin My. Si T est une transformation de contact, l’el&ment de contact du ee 
ordre (m, P7, P,,) est dit „‚ordinaire‘‘ et represente generiquement par ES si le rang 
du systeme des V, est — n, „eritique“ et represente par BE? si ce rang est <n. 
L’auteur etudie la determination des E} lorsque T(m, p) = O m + Ir, oüu r est une 

‘ fonetion vectorielle de (m, p) da a une transformation de contact quelle 
que soit la constante l. La recherche de n-surfaces ne portant que des P} est abord6e 

- lorsque la transformation de contact est definie par des &quations directrices. Dans 
le cas n = 2 et d’une seule &quation directrice F(m, M) = 0, m decrivant une sur- 
face m = m(u, v), le systeme des lignes coordonnees u = Cte, v = Ote est dit 
„systeme conjugue generalise“‘ si la limite de l’interseetion des antecödentes de 
M et M + M „du est tangente & m,. Cette notion se reduit & la notion elassique 
quand la transformation de contact est une polarit& r&ciproque; elle implique la 

_ notion d’,,asymptotique genäralisde“. Christian Pauc. 

Greco, Donato: Una nuova applieazione del metodo delle trasformate alla riso- 

luzione di un problema al contorno per un’equazione di tipo parabolieo. Giorn. Mat. 
Battaglini 80, 102—128 (1951). 

‚ Si eonsideri l’equazione alle derivate parziali di tipo parabolico delle due vari- 
abili indipendenti (1) Au/0x? = öu/et + p(2)u+ F(x,t) con (x,t) variabile nel 
rettangolo R: Oo <x<n, 0 <t<sö, e si cerchino le soluzioni v(z, t) di (1) che 

"'soddisfano le condizioni (2) u Re) eh). im 72,182 ee 
j z>-+ 


2 zon—0 
u(x,t) > ulx) dve H,Wu,t)) =a,u (st) - ulm) —u,(%,t) con a, &, 
gs 3 costanti reali; x, >.0, X <0, p(x), u’(x) continue e a variazione limitata 
in (0,77). — Supposto F(x,t) continua in R, f, (t), f,(t) continue in (0, ö) la (1) am- 
mette al piü una sola soluzione u(x,t) continua in R, con du/öx, Au/ox?, du/dt 
eontinue pr O < x <r, 0 <t<Sö, per la quale risultano verificate le (2). — Ove 
si faciano le ipotesi piü restrittive che 1) F,(x, t) esiste e sia continua in R, 2) che 
fissato t in (0, ö) le # (x, t), F,(x, t) siano a variazione limitata per x in (0,); 3) che 
f, (t) e f,(t) posseggano derivate prime continue in (0, ö), allora esiste una e una sola 
soluzione della (1) che soddisfa le (2). Questa soluzione ha l’espressione 


[0,0] 


t 
url) = a y„(2) |u0 et + y,(0) f hld) et» dr 
0] 


n=1l 


t t 7 
— 4y,„(%) H* f, d) ent de— f ee) dr | Prtest) y,, (8), a8)% 
0 0) 0) 


dove {},} & la successione degli autovalori e {y,(x)} la corrispondente successione 
di autofunzioni (non ortogonale) relativa al sistema differenziale 


(3) d’uld + RA—p(x)] y =, 
(2 + 81) y(0) + 370) = 0, (At u) 4 m = 


7 


0 = u (6) yu(s) da + a1 a (0) 3, (0) — 320) u (a) y (m). 


Il problema & accuratamente trattato dall’A. con il metodo della trasformazione di 
ZReIer. giä usato da C. Miranda per l’equazione del calore d2u/02? — Ou/dt = 
— f(x,t) [Rend. Sem. mat. Univ. Padova 8, 1—20 (1937)] e della trasformazione 
RR ad un parametro di M.Picone; nella risoluzione del sistema (3) U’A. 
si fonda sui resultati da lui stesso Sonseguit! in precedenti ricerche [questo Zbl. 
33..271]- Giovanni Sansone. 

LadyZenskaja, 0. A.: Das gemischte Problem für hyperbolische Gleichungen. 

 Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 1 (41), 168—169 (1951) [Russisch ]. 


% > ı° mer I 
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Volkov, D. M.: Bilineare Integrale von linearen hyperbolischen Problemen. 
Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 15, 75—90 (1951) [Russisch ]. 


m 
Consider the set A of solutions of the wave equation (1) u, Ur = 


(u, = Ou/öx,, u, = Oujöt), in a cylinder parallel to the t-axis, vanishing at the 
boundary. The cylinder meets the planes t = const. in a bounded region D with 

boundary S assumed to be sufficiently differentiable. Let »y(w, v) be a bilinear 
form in the derivatives of u und v of order <N with coefficients independent oft. 
and N + 1 times continuously differentiable in D + S. An integral I/y(u,v) = 
12 oy(uv)dc+ fs ®x_, (uw, v)dS, where u and veA are 2 N +1 times continuously 
differentiable is called an invariant (the author uses the term ‚„integral‘) ifit does 
not depend on t. The classical example is the energy integral Es (or u 
+ u,v,)dx and S. Soboleff [Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 48, Nr. 8 
(1945)] gave the example » IV DI UNVNOLE [sKu, v„dS (u, e&& 
terior normal derivative, K a certain function depending on 5). The author sets 
himself the task of studying all invariants. In the first place, differentiating with 
respect to t one sees that it is sufficient to consider invariants which vanish for all 
u and v (invariants of class zero). Using (1) and integrations by parts one finds that /y 
can be written in the form 2 (uLvo + uwLsovo)dce + fs (u RU Eu Bu 
UuKgav +: :)dS, where L, and L, are linear differential operators of order 
<2N + 1 involving at most one differentiation with respect to tand K„K,:-: 
are linear differential operators involving at most one differentiation along the 
normal, while all others are in S or with respect to t. Because u and u, can be pre- 
scribed for a fixed t it follows easily that /y is an invariant of class zero only if all 
coefficients of L, and L, vanish. By a reasoning (which seems obscure to the re- 
viewer) the author concludes that all the coefficients of K,, K,, - . . also vanish and 
that the totality of these conditions is also sufficient. Corresponding results are 
true when the boundary condition %|s = 0 (u vanishes on the cylinder with basis S), 
is replaced by v4, =0 or (w+huls=0 or w+thu)is=0 (20). 

Lars Gärding. 


Volkov, D. M.: Integrale höherer Ordnung vom Typus der Erhaltungssätze für 
lineare hyperbolische Probleme. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 15, 255— 
278 (1951) [Russisch ]. 


Using the general theory of a preceeding paper (see the pree. rev.) the author 
writes down explieitly Soboleff’s /,, another /,, an I, and proves the existence of 
an Iy for arbitrary N which has the property that /, (u,@) >0 when u=#0. 
He also gives a new invariant for Maxwell’s equations in a vacuum whose boundary 
has perfeet conductivity. Lars Gärding. 


Visvanathan, 8.: A simple method of solving d’Alembert’s equation D?B® — — 2. 
Math. Student 18, 27—30 (1951). 
Mittels einfacher Transformation findet Verf. die seit Kirchhoff her bekannte 


D) 


2 : 5 02 
Lösung der Gleichung: 7° ci . = — 4rxo, aber entsprechend den zwei Mög- 


lichkeiten der Retardierung bzw. Avancierung. Die gleiche Methode mit entsprechen- 
den Ergebnissen wurde von S. N. Bose und Ref. auf die erweiterte Gleichung: 
2 


[7] 
Vo R - k?p = — 4no angewendet in Proc. nat. Inst. Sci. India 0. 93-102 
(1941), woraus sich das dargebrachte Resultat ohne weiteres ergibt. S.C. Kar. 
Haack, Wolfgang und Günter Hellwig: Die Überführung des Randwertproblems 


für Systeme elliptischer Differentialgleiehungen auf Fredholmsche Integralgleichun- 
gen. I. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 408—418 (1951) 
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Gegenstand der Betrachtungen ist das lineare elliptische System mit zwei ge- 
suchten Funktionen in einer x!, x2-Ebene: 


(*) 


OU OU DDr Den 18, %,.4,0), 


au 00 080,2 402 u — (2 0.00), 


L, Lin u, v linear. Verff. wollen ein System von Integralgleichungen für die Lösungen 
des Randwertproblems von (*) herleiten, was von D. Hilbert im Falle des Cauchy- 
Riemannschen Differentialausdrucks durchgeführt wurde. Nach Einführung ge- 
eigneter Linearkombinationen U, V wird (*) unter Benützung invarianter Ab- 
leitungen bez. zweier mit (*) verknüpfter Pfaffscher Differentialformen in eine 
Normalform überführt, wo links der Cauchy-Riemannsche Differentialausdruck. 
auftritt. Nach Aufstellung gewisser Integralrelationen gelangen Verff. zu einem 
System von Integralgleichungen, aus dem sie allerdings noch keine Existenzaussagen 
folgern können. Später sollen die nötigen weiteren Untersuchungen folgen. Nach 
einer Untersuchung des Ref. über lineare elliptische Systeme mit 2n gesuchten 
Funktionen läßt sich die Theorie von D. Hilbert auf (*) direkt übertragen. 
{ Herbert Beckert. 

„° Kornhauser, Edward et Ivar Stakgold: Applieation du caleul des variations 
au probleme Au +Au=0. C.r. Acad. Sci., Paris 232, 390—391 (1951). 

Sei B eine einfach geschlossene Kurve in der &, y-Ebene. Verff. vergleichen 
die ersten Eigenwerte der beiden Eigenwertprobleme zu Au+-/u=0( mit der 


Randbedingung: uz =0 und Av+uv=0 mit der Randbedingung = —., 
| 


Beien: u <h< <A, <<: Wo<hr<Ua< :-- die geordneten Eigenwerte, 

so gilt bekanntlich u, SA,. Verff. kündigen das Resultat u, <A, an. Es ergibt 

sich, daß der Kreis unter allen Gebieten gleichen Flächeninhalts für u, den größten 

Wert liefert. Genauere Einzelheiten der Beweise, die sich sämtlich auf Variations- 

betrachtungen stützen, sollen später folgen. Herbert Beckert. 
Sapiro, Z. Ja.: Die erste Randwertaufgabe für ein elliptisches System von 

Differentialgleiehungen. Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 55—78 (1951) [Russisch]. 
L’A. considere un systeme differentiel 


N 3 E 02 u? 0 | 
(1 N nel welhrssn, 
) yeli,kel 02, 0%, 
les a,, &tant des constantes reelles; (1) est dit elliptique si, en posant A,, = (aiR), 
la forme d’ordre 2n 
(1178 
el as 2 U ch 
(2) ON) N te 
i,k=1 
est determine positive ou negative. — I. Demonstration de l’existence d’une solu- 


tion de (1), definie pour x, >0, avec W(%,, %y, X) >. P(& %) pour x, —0, les 
fr &tant des fonetions continues et bornees pour tout (x, %,). La solution est con- 
struite ä partir de solutions fondamentales, potentiels de double couche, obtenues 
elles-m&me par des integrales abeliennes attach6des a la courbe Qll,s,.t) = 0 et 
de la forme 


+00 
[ b(s)ds 
[a —& + s(&—&) +t2,]?’ 
—00 
b(s) &tant une fonetion convenablement choisie et rationnelle sur 9 = 0. — Il. Selon 


le proced& elassique, la solution pr&cedente permet de ramener l’integration de (1) 
dans un domaine convexe, avec des valeurs donnees sur la surface, a un systeme 
d’&quations integrales de Fredholm. L’A. suppose que la surface est deux fois 
differentiable. Charles Blanc. 
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Simoda, Seturo: Sur le th6or&me de Müntz dans la th6orie du potentiel. Osaka 
math. J. 3, 65—75 (1951). 

L’A. donne une nouvelle simple demonstration du theoreme de Müntz [J. 
reine angew. Math. 139, 55—66 (1911)] qui parcourt analogiquement au cas de deux 
variables independentes m&me si le nombre de celles-ci est plus de deux. 

Jerzy Gorski. 


Verblunsky, 8.: On a fundamental formula of potential theory. J. London 
‚ math. Soc. 26, 25—30 (1951). 

L’A.reprend pourl’interieurDd’une courbesimple de Jordan les formules elassiques 
pour le cercle, exprimant avec la derivee normale de la fonction de Green, toute fonc- 
tion harmonique bornee dans D au moyen de ses limites angulaires presque partout 
A la frontiere ou toute fonction harmonique > 0. Il suppose seulement la courbe 
rectifiable et pour la seconde question, l’existence en tout point-frontiere de deux 
cercles de rayon fixe qui y passent, l’un interieur & D, l’autre exterieur. Il se ramene 
au cas du cercle par transformation conforme mais semble ignorer l’etude direete 
de la question, d’ailleurs dans l’espace, au moins par De LaVall&e Poussin (Ann. 
Scuola norm. sup. Pisa, Sci. fis. mat., II. Ser. 2, 167—197 (1933)]. Marcel Brelot. 


Brelot, Mareel: Sur Yallure des fonetions harmoniques et sousharmoniques 

a la frontiere. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 298—307 (1951). 
L’A. commence par preeiser une extension anterieure d’un theoreme de Seidel 
et Beurling (M. Brelot, Bull. Soc. Sei. Liege 8, 468—477 (1939); ce. Zbl. 23, 
234]: soit u(M) sousharmonique et bornee superieurement dans un ouvert Q de 


R*, de frontiere 2*; soient QE2* regulier et eC Q* un ensemble interieurement 
negligeable (i. e. dont l’intersection avec la frontiere de chaque constituant ö de & 
est de mesure harmonique interieure nulle pour ö); on a: 


lim u(M) = lim lim, u(M) (MER, PEQ* -e) 
M-Q P-Q M-P 


ou lim, w(M) (limite superieure fine) est la plus petite des limites sup6erieures de 
u(M) lorsque M tend vers P en &vitant un ensemble arbitraire effil& en P (dans 
l’article eit& il considerait seulement la limite sup6rieure ordinaire et l’espace Ar). 
Il applique ceci & la theorie des enveloppes de Perron, puis developpe quelques 
resultats Enonces dans deux notes (ce Zbl. 30, 303, 38, 262) concernant les fonc- 
tions localement potentielles (foncetions definies quasi-partout et localement diffe- 
rences de deux fonctions sousharmoniques), afin d’obtenir un theoreme d’unieite 
du type Cauchy-Kowalewska pour une fonetion u harmonique dans un domaine 
2, la derivee normale &tant remplacee par la limite du quotient u/V, oü V est 
localement potentielle, nulle quasi-partout sur une portion convenable de la fron- 
tiere, comme par exemple la fonction de Green de 2, prolongee par 0. 
Jacques Deny. F 

Hopf, Eberhard: Über die Anfangswertaufgabe für die hydrodynamischen 
Grundgleichungen. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 213—231 
(41951). 

Reprenant les idees de Oseen et Leray, l’A. remplace l’&quation de Navier 
et la condition d’incompressibilit6 par des conditions integrales sans derivees se- 
condes. La question d’unieite &tant laissee de cot6, la recherche du champ de vitesses 
a partir du champ initial et des valeurs & la frontiere d’un domaine A deformation 
connue, est traitee alors seulement pour un domaine fixe par une nouvelle methode. 
On utilise un procede d’approximation A partir d’un developpement formel en 
serie de la solution, les coeffieients &tant fonetions du temps (solutions d’equations 


differentielles) et les termes de base des vecteurs ind&pendants du temps d’une 
suite orthonormale convenable. Marcel Brelot. 
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Schubert, Hans: Über ein gemischtes räumliches Randwertproblem der Po- 


_ tentialtheorie. I. Math. Nachr. 5, 93—110 (1951). 


Verf. stellt sich die Aufgabe, die stationäre Strömung in einem (unendlich 
langen) Kreiszylinder, dessen Achse die x-Achse eines x,y,2-Raumes und dessen 
Durchmesser D ist, zu bestimmen, wenn man von dem Mantel einen Teil 
-o<xr<—-qa,0a<x< + oo) als feste Kanalwand vorgibt, den Rest als offen 
annimmt und sich im Punkte x= y = z = 0 einkleines Hindernis befestigt denkt 
(Windkanal mit offener Meßstrecke). Hierbei soll der Strömungsvorgang durch das 
Beschleunigungspotential y(x,r,d) der gesamten Störungsströmung beschrieben 
werden, dessen Bestimmung also das Ziel der Untersuchung ist. Weit vor dem 
Hindernis soll die als reibungslos, inkompressibel und homogen vorausgesetzte 


Flüssigkeit eine konstante Geschwindigkeit V besitzen. Das Hindernis wird als 


Druckdipol mit dem bekannten Beschleunigungspotentiäl ,(%, r,®) eingeführt. 
Wird die vom Hindernis und der Kanalbegrenzung hervorgerufene Störgeschwindig- 


keit als klein gegenüber V vorausgestzt, so kann "die partielle Differentialgleichung 


für y durch Ay = 0 ersetzt und von der Verformung der freien Strahlgrenze ab- 
gesehen werden. Verf. setzt nun y(z,r,d) = yy(&, r,0) + y(x, r,d), unter % ein 
unbekanntes Zusatzpotential verstanden, das, dem Problem entsprechend, auf 
dem Zylindermantel den folgenden gemischten Randbedingungen genügen muß: 


1) Xr=22 = —-Wolr=ne(l2| <a), & Are 3 er -D/2 el 


Als Hilfsbetrachtung wird zunächst die Lösung des Problems für den durchweg 
geschlossenen Kanal (a = 0) in einer geschlossenen Integraldarstellung gewonnen, 
in die der Ausdruck (2) linear eingeht. Diese liefert im Fall des teilweise offenen 


EEE — g(x) cosd — [®e], 2 [9(x) zu bestim- 


mende Funktion] setzt, auf Grund von (1) für g(x) eine lineare Integralgleichung 
erster Art mit einem logarithmisch singulären Differenzkern, die an anderer Stelle 
(M. Hasse, dies. Zbl. 39, 327) ausführlich behandelt wurde. Damit ist durchweg 


3 e, 
Kanals, wenn man für x] <a FE 


auf dem Zylindermantel 4 er bekannt und somit auch das gemischte Problem 
- | r=D]/2 


: gelöst. — Numerische Ergebnisse sollen in Teil II folgen. Karl Maruhn. 


ArzZanyeh, I. S.: Die Integralgleichungen des dritten Randwertproblems für 
die Lamösche Gleichung. Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 2, 146—148 (1951) el 
Roubine, Elie: Sur le ealeul du champ er66 par un eireuit en helice. : C. 

Acad. Sei., Paris 232, 221—222 (1951). 
Durand, Emile: Potentiel et champ d’un type partieulier de lentille eylindrique. 
C.r. Acad. Sci., Paris 232, 314—316 (1951). 


Variationsrechnung: 


Picone, Mauro: Due conferenze sui fondamenti del „ealeolo delle variazioni*. 
Giorn. Mat. Battaglini 80, 50—79 (1951). 

Verf. stellt ein notwendiges und hinreichendes Kriterium für die Annahme des 
Minimums einer über einer abstrakten Menge X definierten reellwertigen Funktion 
f(x) auf. Mittels Umgebungen, die einer X enthaltenden Menge 2 angehören, werden 
zunächst die wesentlichsten Begriffe der mengentheoretischen Topologie aufgestellt 
und Ober- bzw. Unterhalbstetigkeit von f(x) über X definiert. Eine Menge X heißt 
quasielementar, wenn sie sich durch eine Koll X, [X,CX,,1C X] elementarer 
(= an und kompakt) Mengen ausschöpfen läßt. Wenn X quasielementar 
und f(x) inX,(n=1,2,...) unterhalbstetig ist, so ist für die Annahme des Mini- 
mums in X notw endig nad hinreichend, daß ein Index u existiert, wofür gilt: 


eh, X.) = el, Xu, :s=Il... 
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S 2 : u 
e (f, X„) bedeutet die untere Grenze der Werte von (®) über X. Diesen Satz 
wendet Verf. auf mehrdimensionale Probleme der Variationsrechnung beliebig 
hoher Ordnung an, indem f(x) als Variationsintegral gedeutet wird. Die linearen 
metrischen Räume, bestehend aus den Folgen (0,,0,, . ..> von Vektoren mitg>1 
Komponenten, die im Sinne des Verf. regulär sind, gehen nach Einführung der 
Mußbestimmung von Fröchet in quasielementare Räume über. Hieraus folgen 
weitere wichtige Anwendungen des Haupttheorems auf die Variationsrechnung- 
Herbert Beckert. 
Mathis, H. F.: An isoperimetrie problem for multiple integrals in the caleulus 
of variations. Duke math. J. 18, 177—184 (1951). 
Notwendige Bedingungen für das Problem 


I%(x) = [ fit, x, p) dt = Min 
4A 


mit den Nebenbedingungen JP(x) = [ra EEDy le und DrG&,2) U 
A 


Wett ae leer) Be =(E); Dia. ee 
A homöomorph zu einer abgeschlossneen n-Zelle]. x, sei eine Lösung. ‚Schwache 
Variationen‘ »'(t) genügen den Bedingungen ®?, (t,x,) 7’ = 0. Dann gibt es zu 
jeder schwachen Variation n mit 


N : oy'ı 
m = [fe 20 20) n' + Dylan: Po) zu, | = 0 ( ) 
Ä 


konstante Multiplikatoren A, (x =0,...,r), nicht alle 0 und mit /,20, und 
Multiplikatoren /’(t), so daß 
Pib2,D, A) = Alan) VDE) 

auf x, den folgenden Bedingungen genügt: 1. Eulersche Gleichungen; 2. Jacobi- 
sche Bedingung: zweite Variation >60; 3. Weierstraßsche Bedingung 
Bulls 2, 9, PA) Fl; Br Bea p/ (25 — pP‘) I: (2%, PA) Or 
(t,x,p) auf x, und Rge(P—p) = 1; Legendresche Bedingung F 5 pe (& x%, pP, A) 
7,;7%;, 20 aufx, und für Re(r) = 1. — Wenn das Problem ‚normal‘ ist, d.h. 
wenn r schwache Variationen 77, existieren, für welche die Determinante ie (N) + 0 
ist, hängen die Multiplikatoren nicht von ») ab und sind, wenn man — was möglich — 
Ag = 1 nimmt, eindeutig bestimmt. Andernfalls kann A, = 0 sein und können die 
Multiplikatoren von n abhängen. Hermann Boerner. 


Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


Hoheisel, Guido: Über Alternativsätze und Vielfachheit der Eigenwerte. Math. 
Nachr. 5, 231—236 (1951). 

Verf. gibt einen neuen, einfachen Beweis, daß eine nicht selbstadjungierte 
Integralgleichung und ihre Adjungierte die gleichen Eigenwerte mit derselben Zahl 
von Eigenfunktionen haben. Dieser Beweis ist eine Übertragung eines früher ge- 
gebenen (Hoheisel, Integralgleichungen, Berlin 1936) auf lineare Operationen in 
Hilbertschen Räumen und so gehalten, daß er bis auf den letzten Teil im Ba- 
nachschen Raum verläuft. Jerzy Goörski. 

Nickel, Karl: Lösung eines Integralgleichungssystems aus der Tragflügel- 
theorie. Math. Z. 54, 81—96 (1951). 

Sind die Funktionen gi) zu sb we web na EL, 
meßbar und existieren die Lebesgueschen Integrale 


by ER NET ET DR RE 
N: \nl,)?V(b, Zu), a) AR DE ED er 
Qy 


2 Re a re ED DEREN, 7 y = wi. »rT 
E83 ? E 4 ' 
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er 
‚so gilt dasselbe für die Lösungen f,(x,) des Integralgleichungssystems 
} Nn dy 
1 > hy.) 
(1) = ok = mMel.ıın, 
v=1l a 
dessen allgemeinste Lösung lautet 
Er Sa 
(u) hg a 
\- 1%-w@-3,) 
n bu | 
af 1 H Iu (zu) N > . 
E) = STE) RER Er EN 
Y Tu 4=1 
ul au 
wo P(y) ein beliebiges Polynom vom Grade n — 1 mit höchstem Koeffizienten 
n by 
Ar, = = het 2 Y a) dx, 
v=) (Ay 
Br een S Me 2 
ist. ‚Sind sogar die Funktionen |g,(x,) ? —— > ’=l...,n, integrierbar, so 
%,— 4, 
haben die Funktionen 
1 \/_ [pen 3 oa pre 
+8 Bu —Yy IulZu IE Dr 
rn % \ =, 1 / a u BE Bra 
5 k=1l ay 
wieder die gleiche Eigenschaft und sind spezielle Lösungen von (1); analog bei 
Vertauschung von a und b. — Der Beweis wird induktiv erbracht, indem mittels 


der bekannten Lösungsformel für den Fall n = 1 eine der Funktionen f,(y,) eli- 
miniert wird, wodurch ein System von n — 1 Gleichungen gleicher Bauart entsteht. 
Johannes Weissinger. 

Humbert, Pierre: Une nouvelle formule op6ratoire. ©. r. Acad. Sci., Paris 
232, 1397—1398 (1951). Ä 

Doetsch, Gustav: Charakterisierung der Laplace-Transformation durch ihr 
Differentiationsgesetz. Math. Nachr. 5, 219—230 (1951). 

Die L-Transformation hat die folgende Eigenschaft: Wenn L(F’) für ein s 
mit R(s) >0 existiert, so folgt die Gleichung: L(F’) =s_L(F) — F(0). Verf. 
untersucht die Frage, ob die L-Transf. die einzige Funktionaltransf. T(F) = f ist 
mit der Eigenschaft, daß aus der Existenz von T(F’) für ein s mit R(s) >0 die 
Relation T(F')=sT(F)— F(0) folgt. Er gewinnt mit Hilfe bekannter Begriffe 
und Sätze aus der Theorie von stetigen Funktionalen nach einigen Präzisierungen 
der Fragestellung die folg. Ergebnisse: Wenn das Funktional 7’, (F) = f (s) für einen 
bestimmten Wert s mit R(s) >0 im Raum 1? linear und stetig ist und für diffe- 
renzierbare Funktionen, deren Ableitung zu L? gehört, die obige Funktionalglei- 
chung erfüllen, so ist in Z? für jeden Wert vons T,(F) = L(F). Es sei L! der Raum, 
in dem L(F) für R(s) >0 absolut konvergiert und UDL! derjenige Raum, 

"in dem L(F) für s=0 und KR(s) >0 einfach, d.h. nicht absolut konvergiert. 
Mit Hilfe des vorigen Satzes gewinnt der Verf. den Hauptsatz: Wenn eine in der 
Vereinigungsmenge der Räume 2? und L! bzw. L? und U lineare stetige Transf. 
nur in 2? die verlangte Funktionalgleichung erfüllt, so muß es sich um die L-Transf. 
in der Vereinigungsmenge handeln. Walter Saxer. 

Delange, Hubert: Nouveaux th6oremes pour V’intögrale de Laplace. C. r. Acad. 
Sci., Paris 232, 589—591 (1951). 

Verf. formuliert ohne Beweise Verschärfungen von Sätzen von M.Riesz, 
Ingham und Karamata betr. den Zusammenhang von Funktionen V(t), «(t) 
und f(s), wobei V(t) = i®L(t), L(t) positiv und definiert für genügend große t und 
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0 <A, <i<A, lim LAt)/L() = 1, alt) mebbar, 'reell oder komplex, definiert 


t>00 
oo 
für 1 >0, beschränkt für jedes endliche Intervall, f(s) = 3 esta(t) di, kon- 
Ö 


vergent für R(s) >. Walter Sazwer. 
Delange, Hubert: Nouveaux th6or&mes pour Pintegrale de Laplace. U. C. r. 
Acad. Seci., Paris 232, 1176—1178 (1951). 


Als Fortsetzung vorsteh. referierter Note werden Verallgemeinerungen von 


Sätzen von Avakumovic [Math. 2.46, 650-664 (1940) dies.; Zbl. 23, 221] ohne 


Beweise formuliert. ? Walter Saxer. 
Knopp, Konrad: Über die Konvergenzabszisse des Laplace-Integrals. Math. 
Zeitschr. 54, 291—296 (1951), 8 


Die Konvergenzabszisse ß des Laplace-Integrals I e-tx(t)dt bestimmt sich 
0 


bekanntlich aus den Zahlen 

ER, |: EN 50 

Au Rn —.’og I x(e)dr, A” = lim — log f x (7) dr, 
= KÜ t> 00 t 


| | 
zu ß=4' oder ß=4", jenachdem 4° >0 oder 4° <O ist. Nur für = 0 ist 


die Bestimmung nicht eindeutig, da dann $=0 oder $=4" sein kann. Verf. 


gibt in Analogie zu einer älteren Formel für die Konvergenzabszisse einer Dirichlet- 
schen Reihe eine in allen Fällen gültige Formel, die für Laplace-Stieltjes-Integrale 


[e,0) 
S e-*tdy(t) so lautet: Man setze obere Grenze y(t)—x(v)) = x; dann. ist 
Ö stil 

7 


Bl 
ß = lim — logx,. Für das gewöhnliche Laplace-Integral ist , = Max f x (t)deie 


n — 00 ? ’ vstsv+1li | 
zu setzen. — Die obige Bestimmung von ß durch 4’ und A” folgt aus dieser Formel. 


Gustav Doetsch. 
Wintner, Aurel: On the small divisors in integrations by Laplace transfornıs. 
Amer. J. Math. 73, 173—180 (1951). { 


x(s) sei eine Matrixfunktion (s > 0), gebildet aus m Reihen und m Kolonnen 


00 
von Skalarfunktionen. Es sei [x] = !; |dx(s)| die größte der totalen Variationen 
v8 


: [0.0] 
dieser Skalarfunktionen. Für [x] < oo besteht die Matrix (1) A(t) = J: e-ts dafs) 
Ü 


aus m® Laplace-Integralen, die für £ >0 absolut und gleichmäßig konvergieren. 


[0,0] 
Es wird die (für das folgende unentbehrliche) Voraussetzung (2) | ds) < oo 


) 


gemacht. Satz: In dem linearen System von Differentialgleichungen (3) dx/dt = 


‚A(t) w(t), wo x ein Vektor (2,,...,%,,) ist, sei die Koeffizientenmatrix A(t) für 
t =0 in der Form (1) darstellbar mit [x] < oo. «(t) genüge der Bedingung (2). 
Dann hat (3) m linear unabhängige Lösungsvektoren x = alft),..., x = x” (t), die, 
wenn sie in der Form einer Matrix X = (al,..., x”) angeordnet werden, für 


[6 0] 
t>0 in der Form X()= [ e*dß(s) mit [Pl <coo und ß(+ 0) ß(0)=E 


0) 
— Einheitsmatrix darstellbar sind, so daß X) =E+Xy() mit X,() = 


oo 
I IR | N ; Rat 
J e!s dB(s) > 0 für t — 00. — Der Beweis wird durch sukzessive Approximationen 
Ft 


geführt. — Die Bedingung (2) ist automatisch erfüllt, wenn das Integrationsinter- 


vall in (1) nicht bis s — 0 reicht. Für diesen speziellen Fall wurde der Satz bereits 
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_ früher (dies. Zbl. 32, 207) bewiesen. Im allgemeinen Fall versagt die dort benutzte 
Methode, da sie zu „kleinen Divisoren‘ führt. Der obige Satz besagt, daß diese bei 
Erfülltsein der Bedingung (2) harmlos sind (hierauf Becht sich der Titel). — Der 


Spezialfall, daß x(s) eine Treppenfunktion ist, also A(t) die Form B3 Aemt 
2 Ey n=1 

(A, = konstante Matrix) hat mit > IA 00, > n| <oo(|A,|(|A,| = größter 
n=1l n=ı /n 

der absoluten Beträge der m? Elemente) wird am Schluß Es formuliert. Die 

Lösung hat dann die Gestalt X(t)=E+ B5 B,e mt Bu 85 > |B, =+oo: 

: n= A 
Gustav Doetsch. 

Puig Adam, P.: Die Laplace-Transformation bei der mathematischen Behand- 
lung physikalischer Erscheinungen. Revista mat. Hisp.-Amer., IV. Ser. 11, 52—60 
(1951) [Spanisch ]. 

Verf. zeigt, warum die Laplace-Transformation in der mathematischen Physik 
eine wichtige Rolle spielen muß. Hängt die Wirkung y(t) (t = Zeit) linear und 
stetig von der Ursache x(t) ab, so folgt aus physikalischen Überlegungen, die mathe- 
matisch ihren präzisen Ausdruck in dem Rieszschen Satz über lineare stetige Funk- 


tionale finden, daß der ek Zusammenhang zwischen « und y sich in der 
t 


Form darstellen läßt: -[ E(t,z)d&(r) bzw. yt)=- [Kl,d)e(d)dr. 


Ö 
Ist er auch noch von der Wahl des Zeitnullpunktes unabhängig, so haben # (t,r) 
und X (i 7) die Gestalt E(t—r) bzw. K(t— r), und y(t) ist eine Faltung: 


y( = [x t— r)x(r)dr. Die Laplace-Transformation hat nun bekanntlich die 


eh die Faltung in ein einfaches Produkt zu übersetzen, so daß im Raum 
der Transformierten die Gleichung 2 [y] =X&[K]-2 [x] besteht, und zwar ist 
die Laplace-Transformation die einzige stetige Transformation mit dieser Eigen- 
schaft. Durch sie wird also die Gruppe der Funktionalrelationen, die die physi- 
kalischen Erscheinungen mit den oben genannten Eigenschaften beherrschen, in 
die besonders einfache Gruppe der Funktionalrelationen übergeführt, die in der 
einfachen Multiplikation mit einer festen Funktion bestehen. Gustav Doetsch. 

Barrueand, Pierre: Sur les fonetions de M. S. Colombo. C. r. Acad. Sci., Paris 
232, 1058-1060 (1951). 

Relativamente alle funzioni 


[0,0] e-+-100 


t 

I? 5” 1 { r e® 2 dz 
u(k,s) = | FürSTe) dx = re | 
0 c— 100 

(ove l’ultima integrazione s’intende eseguita lungo tutta una retta del piano com- 
plesso, parallela all’asse immaginario y e d’ascissa c > + 1, nel verso delle y cre- 
scenti) si danno aleune formule nuove, interessanti la teoria della trasformazione 
di Mellin (v. per es. Courant-Hilbert, Methoden der Mathematischen Physik I, 
Berlin 1924, pp. 90-93). Si dimostra che u(k, s) & intera rispetto ad s (v. questo 
Zbl. 35, 165). Tullio Viola. 

Barrucand, Pierre: Sur eertaines fonetions de type exponentiel assoeides aux 
noyaux de Stieltjes. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 378—379 (1951). 

Verf. betrachtet die Transzendenten f,(& 2m und ihre Stieltjes- 


& 


Transformierten h,(t) = -dx, die sich beide als Umkehrungen von Mellin- 


en 
— 
R 
Pr 
= 


s 3 ET 5 nn ı 
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: } : ii 
Integralen darstellen lassen. Sie hängen durch eine Art „Faltungsformeln“ mit den 
in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 37, 350) eingeführten Stieltjes-Kernen ®,(f) 
[0,0] 
zusammen, z.B. f fs.) fel2) az = 220): Gustav Doetsch. 


0 
Korenbljum, B. I.: Über lakunäre Laplace-Stieltjes-Integrale. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 76, 779—782 (1951) [Russisch]. 


oo 


Verf. betrachtet das Laplace-Stieltjes-Integral S (t) = f et? ds(x). Dabei gelte 
Ö 


für s(x): s(0) = 0, s(x) ist stetig von rechts, von beschränkter Schwankung in 
jedem endlichen Intervall; es gibt eine Folge von Intervallen J, = (A,, An) mit 
1,2, 20 >1,7, <A, so daß s(x) in J, konstant ist. Mit »(E) werde die Os- 


zillation von s(x) auf der Menge E bezeichnet. Dann gilt der Satz: Aus lim S(t) 
t>0+ 


— 5, 0, = su) 3A) es Ay) EA =-ERETNESA 5] 
für ), <2 <A, (nr =1,2,...) folgt lim s(x) = s. Dies verallgemeinert ein Er- 
>00 

gebnis von Hardy-Littlewood [Proe. London math. Soe., II. Ser. 25, 219—236 
(1926)]. Karl Zeller. 

Hsu, L. €.: Generalized Stieltjes-Post inversion formula for integral transforms 
involving a parameter. Amer. J. Math. 73, 199—210 (1951). 

[0,0} 


Die Laplace-Transformation f(x) — f e=-?ug(u) du wird durch dıe Post- 
) 
Widdersche Formel g(t) = lim (— 1)? (Ajty’ +1 9 (A/t)/A! umgekehrt. Statt dessen 


>00 


oo 
kann man auch sagen, die Transformation (— 1)? f{9(2/t) — [ e ut uA g(u) du 
0] 


werde durch den (unter Benutzung der Stirlingschen Formel gewonnen) Ausdruck 
gt) = lim (— 1)? (27 4) (e/t)* (A/t) (At) umgekehrt. Diesen Zusammenhang 
>00 


oo 
verallgemeinert Verf. auf Transformationen der Gestalt f(},t) = J v(u,4,t) g(u) du. 


Ö 
Dabei wird vorausgesetzt, daß logy(u, v,t) = F(u,v,t), F (u, v,t) und F,„„(u, v, £) 
für ein festes t und u >20, v >0 reelle stetige Funktionen mit folgenden Eigen- 
schaften sind: F (uw, v,t) = 0 hat eine stetige Lösung v=g(v,t) mit lim o(v, t) 


v- 
=0W>0;F,,%v)<0 für > (und großev; FR, Wo F,.(0), », I) > 
— oo für u—>Glt), v—co. Ist g(u)EL(0, 00), so gilt für das betreffende t 
die Umkehrformel 

5 — F uU, A, &)\% n 
9m) 1 n) a 
o( )) ER 27(y(u, A, H)/u=p(A,t) Ah), 


oo 


wobei A gegen oo streben soll durch eine solche Folge 4,, daß {p(2,,t)} und 
lim@ = ®(t) zu der Lebesgueschen Menge für g(u) gehören, d.h. zu der Menge der u, 
z 


I 


für die J \g(u +8) —g(u)| dE = o(e) ist. Gustav Doetsch. 


Widder, D. V.: Symbolie inversions of the Fourier sine transform and of related 
transforms. J. Indian math. Soc., n. Ser. 14, 119—128 (1951). 

In früheren Arbeiten haben Verf. und I. I. Hirschman jr. [Duke math. J. 
14, 217— 251 (1947) und dies. Zbl. 35, 192] die Umkehrung der Faltungstransforma- 


tions (x) — f G(2—t)go(t) dt dadurch gewonnen, daß diese Integralgleichung durch 


die zweiseitige Laplace-Transformation & in die algebraische Gleichung Re 
LLC} -L{p} übergeführt wurde, die mit 2{G}—=1/E(s) die Lösung Ltr} = E(s)&ÜR 
hat. Im Originalbereich wird diese Gleichung durch @ = E(D)f interpretiert. 
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Dabei wurde vorausgesetzt, daß E(s) eine ganze Funktion mit nur reellen Null- 
stellen, also #(D) ein Differentialoperator unendlicher Ordnung ist. In der vor- 
liegenden Arbeit wird dies dahin erweitert, daß 2{G} = M (s) ein Quotient E (s)/F(s) 
von Funktionen der früheren Art, also eine meromorphe Funktion mit nur reellen 
Nullstellen und Polen sein darf. 1/M (D) wird dann als Produkt von zwei Operatoren 
1/E(D) und F(D) ausgeführt, wobei 1/E(D) als Integraloperator und 1/F(D) wie 
früher als Differentialoperator unendlicher Ordnung interpretiert wird. Wird die 


© 
Fouriersche Sinus-Transformation g(z2) = + MN) sin zit (t)dt in die Gestalt einer 
——— ; 0 
Faltung gebracht, so ist E(s) = 2/zsin (m s/2), F(s) = 1/I'‘(s). Interpretiert man 


die Operatoren in der angegebenen Weise und geht zu den ursprünglichen Funk- 
tionen zurück, so ergibt sich, daß die Sinus-Transformation dadurch umgekehrt 


wird, daß zuerst aus g(x) die Funktion L(x) = \ 2 [ ea dt gewonnen 
0 


e j ze k 6 K+1 a 
und dann auf diese der Operator lim ( 2 Lk) (#) (£) (Umkehrung der ein- 

f k— oo E > 
seitigen Laplace-Transformation) angewandt wird. — Ist speziell M (s) M (s—1)=1, 
so wird die Transformation, wenn man sie in der zur Gestalt der Sinus-Transfor- 


00 

mation analogen Form g(x) = vj k(xt)y(t) dt schreibt, durch dasselbe Integral 
1] 

umgekehrt. Gustav Doetsch. 


Widder, D. V.: A symbolie form of the elassical complex inversion formula 
for a Laplace transform. Amer. math. Monthly 58, 179—181 (1951). 
[0] 


Die Laplace-Transformation F(s) = f e-“ D(t) dt läßt sich bekanntlich sym- 
Ö 
bolisch durch e”®(e”) — me umkehren (D — 2). Verwendet man für 
1/I'(D) die Darstellung: 


c+ioo 


1 ERTH pn» —D I» rn m 
Do Eee Bar CO DZENRNDZLO, 
so ergibt sich auf Grund der symbolischen Relation e“? f(x) = f(x + a) die kom- 
plexe Umkehrformel der Laplace-Transformation. (rustav Doetsch. 


Delange, Hubert: Sur le theor&me tauberien de Ikehara. ©. r. Acad. Sei., 
Paris 232, 465—467 (1951). 
Die Funktion x(t) sei für £ >0 reell und nicht abnehmend, und das Integral 


[0,0] 
(1) j! estix(t)dt für Ns) >a (a >0, konstant) konvergent. Ein bekannter 
ö 


Satz von S. Ikehara und N. Wiener besagt: Verhält sich (1) — unpräzise ge- 
sprochen — in der Umgebung der Geraden R(s) = «a genügend genau wie das 


[0,0] 
Integral (2) j e-(s-at Adt = A(s—a), wo A konstant ist, so ist alt) w Ae 
0 


(was e@x(t) — A für t— oo bedeuten soll). Verf. verallgemeinert diesen Sach- 
[0,0] 


verhalt in der Weise, daß (1) nicht mit (2), sondern mit (3) J: ea) B(t)dt ver- 
Ö 


glichen wird, wo A(t) nicht notwendig konstant ist. In dem ohne Beweis mitgeteilten 
oo 


allgemeinen Satz wird vorausgesetzt, daß @(s) = Y est plt)dt für Als) >O 
0 
8 
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oo 


konvergiert. Mit einer positiven Konstanten A wird die Funktion F(s) = I erst (tydte 


Ö 
—- AG(s—a) gebildet. Es werden zu festem p (0, ganz) hinreichende Bedin- 
gungen für A(t) angegeben, damit aus einem gewissen, von den Voraussetzungen 
über ß(t) abhängigen Verhalten (von rechts her) der p-ten Ableitung von F(s) 
an jeder Stelle der Geraden R(s) = a auf a(t) = A e“ ß(t) geschlossen werden 
kann. Der genannte Satz von Ikehara und Wiener ist in dem allgemeinen Satz 


als Spezialfall enthalten. Von den weiteren Spezialfällen werde noch der folgende 


[0,0] 
erwähnt. Sei a(t) reell und nicht abnehmend für t >0, f(s) = ir est da(t) kon- 
Ö 


vergent für R(s) >a >0, wo. -reell und 0, 1, 2,..,7(0) 629298 
+ h(s) für N(s) >a, wo g(s) und h(s) für N(s) >a regulär sind, g(a) #0 ist 
und unter (s—a)® der für s>a reelle positive Zweig verstanden wird; dann 
iste & (lt) gla)ja ko) LetiE. Werner Meyer-König. 
Lukaes, Eugene and Otto Szasz: Certain Fourier transforms of distributions. 
Canadian J. Math. 3, 140—144 (1951). 
Ist F(x) eine Verteilungsfunktion im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie, 


so heißt p(t) = nl e'!® dF(x) ihre charakteristische Funktion. Dafür, daß eine 


gegebene Funktion p(t) eine charakteristische Funktion ist, gibt es eine Reihe von 
Kriterien, die teils notwendig, teils hinreichend und teils beides sind. U. a. weiß man, 
daß das Reziproke eines Polynoms mit nur imaginären Wurzeln immer eine charak- 
teristische Funktion ist. Die Verff. stellen nun folgende notwendige Bedingung 
auf: Wenn das Reziproke eines Polynoms ohne mehrfache Nullstellen eine charak- 
teristische Funktion ist, so gilt: a) Das Polynom hat keine reellen Nullstellen. 
Die Wurzeln liegen entweder alle auf der imaginären Achse oder in Paaren -b+ia 
symmetrisch zu dieser. b) Wenn b+ia (a=0,5b-+0) eine Wurzel ist, so 
gibt es wenigstens eine Wurzel ix mitsigna = signa und |a| < |a|. — Hieraus 
folgt z. B., daß 1/(1 +t)(1 + 1?) keine charakteristische Funktion sein kann. 
Gustav Doetsch. 

Lions, Jaeques-Louis: Supports de produits de composition. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 232, 1530—1532 (1951). 

Soit &’(R”) l’espace des distributions A support compact dans R*. Si UeL’(Rr), 
on designe par K7, le plus petit convexe contenant le support de U. L’A. montre 
que Kr = Ks+ Kr. Jacques Dufresnoy. 

Lions, Jaeques-Louis: Supports de produits de composition. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 232, 1622—1624 (1951). 

L’A. gen£ralise les resultats de la Note pr&c&dente ä des distributions A support 
queleonque verifiant certaines conditions de decroissance & l’infini. 

Jacques Dufresnoy. 

Gomes, Ruy Luis: Die Diraesche Funktion. Ihre mathematische Interpre- 
tation. I. Gaz. Mat., Lisboa 12, 11—13 (1951). 

Fortsetzung einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 40, 208). Es wird darüber referiert, 
auf welche Weise L. Schwartz der Diracschen Funktion durch Einordnung in die 
Theorie der Distributionen einen Sinn verliehen hat (vgl. L. Schwartz, Theorie 
des distributions, T. 1, dies. Zbl. 37, 73). Gustav Doetsch. 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


© Schwartz, Laurent: 'T'h6orie des distributions. Tome I. (Actual. sci. industr. 
Nr. 1122. Publ. Inst. Math. Univ. Strasbourg Nr. X.) Paris: Hermann & Cie. 
1951. 169 p. 
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Der I. Band des Werkes wurde in dies. Zbl. 37, 73 besprochen, die Kenntnis dieses Ref. wird 
im folgenden vorausgesetzt. Der Il. Band enthält Kapitel VI und VI], von denen das erstere 
die Theorie der Faltung (produit de composition) behandelt. Schreibt man die Faltung für 


Funktionen f, g über R" im gewöhnlichen Sinn: A(a)—= fxg=gxf-=/[.. Ale t)g(t) dt 
Rn 


als Distribution: A(p) = fi a [r(«) p(z) dx, so ergibt sich durch Umformung:h(p) = 
rn 

PIETT EEE DDE-E n)d&dn. Daher wird unter Verwendung des im I. Band für 

geRn NeRn 

zwei Distributionen S, T eingeführten „direkten Produkts‘ 8, x T,[p(&, y)] = S,x T,: p(x,Y) 

die Faltung für Distributionen definiert durch: ($*T),-p(x) = (8: X 15) -o(lE+n)= 

Se A -p(£ + n)!. So wie die klassische Faltung von gewöhnlichen Funktionen nur unter Vor- 


aussetzungen über deren Verhalten im Unendlichen existiert, existiert die Faltung von Distri- 
butionen auch nicht für jedes Paar, aber z. B. sicher dann, wenn wenigstens eine Distribution 
einen kompakten "Träger hat. Von ausschlaggebender Bedeutung sind die folgenden Eigenschaften, 
die in der klassischen Faltungstheorie keine Analoga haben: Ist ö das Diracsche Maß (Massen- 


verteilung) mit der Masse 1 im Nullpunkt, ö,,, dasjenige mit der Masse 1 im Punkte h, so ist 


06T —= T(d.h. ö ist die Einheit in der Faltungsalgebra), ön*T=r,T = Translation von 
T um h, — #1 — Die Ableitung ist also in diesem Kalkül als Faltung darstellbar, was 
al "Kk 
insden Anwendungen zu einem überaus schmiegsamen Formalismus führt. Die Ableitung einer 
“altung ergibt sich ausnahmslos durch Ableitung eines der Faktoren, während bei der klassi- 
schen Faltung die Regel lautet: d(g = f)/dx = g’(xz) x f+ g(0)f und außerdem Differenzier- 
barkeitsvoraussetzungen über die Faktoren gemacht werden müssen. Für die Beweistechnik 
oft gebraucht wird die ‚„‚Regularisierte‘“ von T durch eine unbeschränkt oft differenzierbare Funk- 
tion a: (T*a), = T,*ax(2—t), die eine unbeschränkt oft differenzierbare Funktion im ge- 
wöhnlichen Sinn ist. — Unter gewissen Voraussetzungen läßt sich die Faltung auch 
für zwei Distributionen mit nichtkompakten Trägern definieren, was z. B. bei der Ein- 
ordnung des üblichen symbolischen Kalküls in die Distributionstheorie gebraucht wird. 
— Die Faltung gestattet, von gewissen lokalen Regularitätseigenschaften der partiellen Ab- 
leitungen 8, = ET/ex;,(i =1,...,n) auf die Eigenschaften der Distribution 7 zu schließen; 
gehören z. B. die $, zu LP auf jeder kompakten Menge, so gehört 7 zu L? auf jeder kompakten 
Menge, sobald 1/g = sup (1/g,, 0), 1/9, = 1/p—1/n, und T ist eine stetige Funktion, wenn 
p>nodrp=n=1 ist. Vermittels der Kaltung lassen sich auch notwendige und hin- 
reichende Bedingungen dafür aufstellen, daß eine Distribution ein Maß (Massenverteilung) 
oder eine (analytische) Funktion im gewöhnlichen Sinn ist. So ist z.B. 7 dann und nur dann 
ein Maß, wenn alle Regularisierten 7 «x durch stetige Funktionen x mit kompakten Trägern 
stetige Funktionen sind. — Als Analoga zu den klassischen Räumen L? werden neue Räume yon 


Distributionen D,» eingeführt, speziell der Raum D,© — B, dessen Elemente den beschränk- 
ten Funktionen entsprechen. — Der Begriff der fastperiodischen Funktion im Sinne von Ste- 
panoff wird auf Distributionen verallgemeinert, und es werden die Analoga zu den bekannten 
Sätzen über Mittelwert, Fourier-Entwicklung usw. aufgestellt. Den Schluß des VI. Kap. bilden 
weittragende Anwendungen auf Integralgleichungen vom Faltungstypus A#« T = B (A und B 
gegeben), wobei die Elementarlösung # mit der Eigenschaft A» KH = ö eine fundamentale Rolle 
spielt, da sich mit ihr die allgemeine Lösung für ein B mit kompaktem Träger in der Form Ex B 
darstellen läßt. Vermöge der Tatsache, daß auch Translation und Differentiation sich als Fal- 
tung darstellen lassen, fallen unter diesen Typ nicht bloß Integralgleichungen, sondern auch 
Differenzen- und Differentialgleichungen. Als Anwendung wird gezeigt, daß die Lösungen von 
homogenen elliptischen Systemen analytisch sind. Die Behandlung der homogenen Ungleichung 
As T>0 führt in eleganter Weise auf die Verallgemeinerung der Rieszschen Zerlegung einer 
überharmonischen Funktion in das Newtonsche Potential eines positiven Maßes und eine gewöhn- 
liche harmonische Funktion. — Das Kap. VII behandelt die Fourier-Reihe und das Fourier- 
Integral von Distributionen. Für die Fourier-Reihe wird zunächst an Stelle des R" der Torus 7" 
zugrunde gelegt, dessen Koordinaten ä,,. . ., £, reelle Zahlen modulo 1 sind. Zur Unterscheidung 


wird eine Funktion oder Distribution über dem Torus mit f@), T' bezeichnet, das skalare Pro- 

dukt mit TO ö und die Faltung mit $ & T. Zu jeder Distribution T über dem Torus ge- 

hören die Fourier-Koeffizienten a,(T) Sep 2imle), b=ilslio... 0, 0b, ganz, 

l-&=l &, + +1,„&,„. Diese Koeffizienten sind vonlangsamem Wachstum: lim |a,|/(1+ DDL —U 
|7|>o0o 


für hinreichend großes k, || = ++. + 1. Die entsprechende Fourier-Reihe konvergiert in 
(D’)7n gegen T: & a,(T) exp 2inl-&) = T. Bedeutet umgekehrt b, eine Folge von komplexen 
Zahlen von langsamem Wachstum, so konvergiert die damit als Koeffizienten gebildete trigono. 
metrische Reihe in (D’),n gegen eine Distribution T', die die b, zu Fourier-Koeffizienten hat. 


Qx* 
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Eine trigonometrische Reihe kann nur konvergieren, wenn ihre Koeffizienten von langsamem 


Wachstum sind. In dieser Theorie entfällt also der Unterschied zwischen Fourier-Reihen und 
trigonometrischen Reihen, die keine Fourier-Reihen sind. Auch werden alle Summationsver- 
fahren zur Erzwingung konvergenter Ausdrücke überflüssig. — Was die Fourier-Transformation 
(Fourier-Integral) angeht, so zeigt eine kurze Überlegung, daß sie nicht für alle Distributionen 
des früher eingeführten Raumes (D’) definiert werden kann, sondern nur für einen Teilraum (8°). 
Für die Definition des Raumes ($’) und des zugrundeliegenden Funktionenraumes (S) kann 
auf das Referat über eine frühere Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 30, 126) verwiesen werden. Erwähnt 
sei, daß die Elemente von ($”) in dieser Arbeit „sphärische Distributionen“ genannt wurden, 


während sie im vorliegenden Buch „gemäßigte (temperees) Distributionen‘ oder „Distributionen 


von langsamem Wachstum“ heißen. Es zeigt sich nämlich, daß eine Distribution aus (D') 
dann und nur dann zu ($”) gehört, wenn sie eine Ableitung einer gewöhnlichen stetigen, langsam 


wachsenden Funktion ist, d.h. einer Funktion, die das Produkt von (1 + r)*/? mit einer auf 
R” beschränkten Funktion ist. Für die Definition der Fourier-Transformation für gemäßigte 
Distributionen, ihre Eigenschaften und Anwendungen auf Integral- und Differentialgleichungen 
sei ebenfalls auf das Referat über die oben erwähnte Arbeit verwiesen. Das vorliegende Buch 
geht naturgemäß in den Einzelheiten weit über jene vorläufige Veröffentlichung hinaus. Es 
bringt zum Schluß einen ausführlichen Index der sehr zahlreichen verwendeten termini technieci 
sowie ein Verzeichnis der Abkürzungen, was die Benutzung beider Bände sehr erleichtert. 
Gustav Doetsch. 

Schwartz, Laurent: Un lemme sur la derivation des fonetions veetorielles 
d’une variable reelle. Ann. Inst. Fourier 2, 17—18 (1951). 

E est un espace veetoriel muni de deux topologies distinetes T, et T,, T} 
plus fine que T,; t— f(t) est une application de R, dans E continuement differen- 
tiable pour T,, mais telle que sa derivee f'(t) soit continue pour T,. L’A. d&montre 
le lemme: „Si quelque soit le T,-voisinage de 0, V,, de E, il existe un T,-voisinage 
W,, tel que l’enveloppe convexe T,-fermee de tout compact de W, soit dans V,. 
alors f’(t) est aussi la derivee de f(f) pour la topologie T,.“ L’hypothese est en parti- 
ceulier verifiee si: 1° T, possede un systeme fondamental de voisinages de 0 con- 
vexes qui sont T,-fermes. 2° Dans T,, l’enveloppe convexe fermee de tout compact 
est faiblement compacte. Andre Revuz. 


Köthe, Gottfried: Neubegründung der Theorie der vollkommenen Räume. 
Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 70—80 (1951). 

L’A. donne une exposition simplifi6e et modernisee de sa theorie des „voll- 
kommene Räume“. Un tel espace A peut ötre defini comme l’espace des suites 


r=(x,)denombrescomplexessatisfaisantäunsyst&medeconditions $ |a(® ©. = E00; 
N 


l’espace conjugue 7* est alors l’espace des suites u = (u,) telles que N 
n 
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pour tout x&€ A. La methode d&veloppee par l’A. pour &tudier A consiste A considerer 
33 = x 
4 comme l’intersection des espaces A,, ol, pour chaque u€A*, A, est l’espace des 
suites x telles que 8 |u, &,| < + 00; chacun de ces espaces A, .est d’une nature 
N 


tres simple, etant soit isomorphe ä l’espace & de toutes les suites, soit A l’espace o, 
des series absolument convergentes, soit au produit de w et de o,. En utilisant les 
proprietes classiques de o, et de m, on obtient alors ais&öment les th6oremes d&montres 
dans les m&moires anterieurs de l’A. sur les topologies faible et forte de A, ainsi que 
la topologie 7, (la plus fine pour laquelle A* est le dual de A). En outre, ’A. montre 
que les ensembles compacts pour T, ne sont autres que les ensembles T,,- fermes 
ot „begrenzt“ au sens de ses travaux anterieurs; il en deduit de nouvelles proprietes 
pour la topologie T, de la convergence uniforme dans les ensembles „begrenzt“ 
deA*: Jean Dieudonne. 


Dieudonne, J.: Linearly eompaect spaces and double veetor spaces over sfields. 
Amer. J. Math. 73, 13—19 (1951). 

Der erste Teil bringt eine gegenüber der ursprünglichen Darstellung bei Lef- 
schetz (Algebraie Topology, New York 1942, Kap. II, $ 6) vereinfachte Herleitung 
des Struktursatzes der linear kompakten Räume über Schiefkörpern, wobei die 
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Resultate des Verf. über die schwache Dualität linearer Räume benützt werden 
| Bull. Soe. math. France 70, 46—75 (1942)]. Der zweite Teil betrachtet zyklische 
(K, A)-Moduln M, d.h. K-Links- und A-Rechtsmoduln, (K ein Sehiefkörper, A ein 
Ring mit Einselement) mit einem einzigen erzeugenden Element m,. Der algebraisch 
duale Modul M’ ist ein (A, K)-Modul. E sei die additive Gruppe aller Darstellungen 
der additiven Gruppe A in der additiven Gruppe K. Durch £(u) = x’ (my: u), 
ueA, x’eM’, wird jedem x’EM’ ein Element EEE zugeordnet. Diese Zu- 
ordnung ist eine algebraische Isomorphie von M’ auf einen (A, K)-Modul R(M, m,) 
in E, der nach G. Hochschild (dies. Zbl. 37, 23) der Relationsraum von M heißt. 
Wird in M’ die schwache Topologie o(M', M), in E die Topologie der punktweisen 
Konvergenz auf A eingeführt, so ist die Abbildung M’— R(M,m,) sogar eine 
Homöomorphie. Es wird gezeigt, daß ein (A, K)-Teilmodul 7 von E dann und nur 
dann der Relationsraum eines zyklischen (X, A)-Moduls ist, wenn 7 in der durch 
E induzierten Topologie ein linear kompakter Rechtsraum über X ist. Dies ist die 
Verallgemeinerung eines von Hochschild unter zusätzlichen Endlichkeitsvoraus- 
setzungen bewiesenen Satzes. Ebenso werden th. 7.1 und 7.2 von Hochschildl.ce. 
über Tensorprodukte von zyklischen Doppelmoduln auf den allgemeinen Fall über- 
tragen. Mit Hilfe einer Verallgemeinerung des Satzes von Jacobson-Bourbaki 
lassen sich im Fall A = K die abgeschlossenen zyklischen (X, K)-Moduln charak- 
terisieren als die Tensorprodukte X ®,K von K mit sich selbst über einem Teil- 
schiefkörper L von K. Gottfried Köthe. 


Revuz, Andre: Representation eanonigue par des mesures de Radon des fone- 
tions nume£riques totalement eroissantes sur les espaces topologiques ordonn6s. O.r. 
Acad. Sci., Paris 232, 1731—1733 (1951). 

Verf. verallgemeinert seine älteren Ergebnisse (dies. Zbl. 37, 356) auf Funk- 
tionen F(x), die in einem einigen einfachen Bedingungen unterworfenen angeord- 
neten topologischen Raum definiert sind, und betrachtet auch den Fall, wo das 


betreffende Radonsche Maß von beliebigem Vorzeichen ist. Akos Osäszar. 


Cameron, R. H. and Ross E. Graves: Additive funetionals on a space of con- 
tinuous funetions. I. Trans. Amer. mat. Soc. 70, 160—176 (1951). 

C sei der Wienersche Raum allerin / = [0, 1] stetigen Funktionen mit x(0) = 0. 
Auf C© sei das Wienersche Maß my erklärt. L,(C') ist der Raum der bezüglich myr 
quadratisch integrierbaren Funktionale auf €. Ein Funktional auf € heißt wesentlich 


additiv, homogen bzw. linear, wenn es fast überall auf’ einem additiven, homogenen 


bzw. linearen Funktional gleich ist. Mit [ ft) dx(t) wird das Paley-Wiener-Zyg- 
Ö 


mundsche Integral bezeichnet, f(t)€ L,(T), x(t)E€. Ferner werden die Fourier- 
Hermiteschen Funktionale %y,,..., my (%), x€C, von Cameron u. Martin (dies. 
Zbl. 29, 143) benützt, die ein abgeschlossenes orthogonales System in Z,(0) bilden. 
Jedes F(z)EL,(C) ist durch seine Entwicklungskoeffizienten Ay,,...m = 


w ; 
F Fl) Unis. ..; my(&%) dw& bestimmt. Ein weiteres Hilfsmittel ist eine auf Maru- 
(& 


yama zurückgehende Verallgemeinerung des Transformationstheorems von Came- 
ron u. Martin für Wienersche Integrale, die ausführlich bewiesen wird. Es wird 
eine Reihe von Sätzen über Funktionale F(x) auf © bewiesen: Jeder meßbare 
rationale Teilmodul von C' hat entweder das Wienersche Maß 0 oder 1. Daraus 
ergibt sich, daß zwei meßbare additive Funktionale auf € entweder fast überall 
oder fast nirgends übereinstimmen. Sind F(x) und G(x) additiv auf C und fast 
überall gleich auf C, so gilt F(x) = @ (x) auf L/(I) n €, L/(I) der Raum der absolut 
stetigen Funktionen auf / mit einer Ableitung in Z,(T). Ein F(x)« L,(C) ist dann 
und nur dann wesentlich additiv, wenn die Koeffizienten A,,.....„, sämtlich ver- 
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schwinden bis auf die Koeffizienten Ao,..., o,, ersten Grades. Daraus folgt, daß 
jedes wesentlich additive Funktional aus 2,(C) wesentlich linear ist. Ferner ist 


F(x)eL,(C) dann und nur dann wesentlich additiv, wenn es eine Darstellung 
1 


Ei) = f ft) dx(t) für fast alle x€C besitzt mit f(t)EL,(I); f(t) ist seinerseits 
0 


w 
für fast alle # gegeben durch f(t) = 2 2 |; F(x) z(t) dwx. Es sei L/(I) der Raum 
be 


der absolut stetigen Funktionen mit absolut stetiger erster Ableitung und der zweiten 


Ableitung in Z,(/),.J der Teilraum von O mit x’(1) = 0. Ist F(x) additiv und meßbar 
1 Y 


auf C, so gibt es eine Konstante B mit |F(2)| <B N En) für alle 
Ö 


xzeL”(T)nJ. Außerdem ist F(x) homogen auf L/(N) N J. Gottfried Köthe. 
Cameron, R. H.: A ,„Simpson’s rule“ for the numerical evaluation of Wiener’s 
integrals in funetion space. Duke math. J. 18, 111—130 (1951). 


Die Arbeit bietet einen ersten Versuch der numerischen Auswertung von Wie- 
w 


nerschen Integralen ii F(x) d,x (F ein Funktional, definiert im Raum (€ der in 
6 


0 <t<1 stetigen und für t= 0 verschwindenden Funktionen). Neben einer 
„Rechtecksformel‘‘ (ausgedrückt durch ein n-faches Riemannsches Integral) wird 
eine „Simpsonsche Formel“ (n + 1-faches Integral) abgeleitet, so genannt, weil sie 
im Falle eines „kubischen Funktionals‘“ den genauen Wert liefert. Während die 
Rechtecksformel den für numerische Rechnungen unbrauchbaren Fehler O (nt) 
mit sich führt, ist bei der Simpsonschen Formel der Fehler O(n”?), in einem durch- 
geführten speziellen Beispiel sogar O(n”?), so daß bei Verwendung der modernsten 
Hochgeschwindigkeitsrechenmaschinen die praktische Durchführung in den Bereich 
der Möglichkeit rückt. Es wird zunächst gezeigt, daß die Formeln, deren explizite 
Wiedergabe hier zu weit führen würde, für wachsendes n den Wert des Wienerschen 
Integrals beliebig genau approximieren, wenn das integrierte Funktional gewisse 
Beschränktheitsvoraussetzungen erfüllt. Das Hauptresultat ist in dem Satz 5 zu 
sehen: Wenn das Funktional # im Raum C’ derin 0 <t <1 bis auf eine eventuelle 
Sprungstelle stetigen und in £—= (0 verschwindenden Funktionen x(t) definiert und 
vom 3. Grad ist: 
3. 1 ! 
u, +)= Fl) + = J ar a (8) 2(&) N K,(&o |Sı 8), 
v= ) 
wo die K, von beschränkter Variation hinsichtlich s,,...,s, sind, so liefert die 
Simpsonsche Formel den genauen Wert des Wienerschen Integrals. Unterscheidet 
sich F von dem obigen Ausdruck dritten Grades um einen „Rest“ Q(x,, 2), so kann 
für die Abweichung der Simpsonschen Formel von dem Wienerschen Integral 
eine Abschätzung der Form Rn”? mit explizitem R angegeben werden, 
- Gustav Doetsch. 

Can, Cze-Pej: Reflexive Operatoren im unitären Raume. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 76, 497—500 (1951) [Russisch ]. 

Ein linearer abgeschlossener Operator T in einem unitären Raume R, d.h. 
in einem Hilbertschen Raume von beliebiger Dimension, wird reflexiv genannt, 
falls er seinen Definitionsbereich in sich transformiert, d.h., falls T und T?2 den 
gleichen Definitionsbereich besitzen. Ist 7 reflexiv, so wird Q 4f, Tf} = {Tf, T?f} ein 
im abgeschlossenen Unterraum der Elemente {f, TEN x R überall definierter 
abgeschlossener Operator, folglich ist Q beschränkt. Hieraus folgt die Existenz 
einer Konstanten (' derart, daß || 7°f|? <C?(|| f|®? + || Tf||%) für jedes f aus dem 
Definitionsbereich von 7 gilt. Ist T überdies normal, so folgt aus dieser Unglei- 


ER 
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= ‚chung und aus der Spektraldarstellung von T, daß T selbst beschränkt sein muß. 


Dasselbe ergibt sich auch im Falle, daß T symmetrisch ist, man hat nur zu be- 
merken, daß dann mit T auch T*T reflexiv ist. Es ist aber keineswegs jeder re- 
flexive Operator beschränkt, wie dies an einem Beispiel gezeigt wird; der als Bei- 
spiel konstruierte nichtbeschränkte Operator genügt übrigens der algebraischen 
Gleichung (T—I)(T=-2I)f=0 für jedes fe Dr. Bela S2.-Nagy. 
Kantorovit, L. V.: Das Majorantenprinzip und die Newtonsche Methode. Do- 


klady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 17—20 (1951) [Russisch]. 


Der lineare Raum X heißt allgemein normiert mit Hilfe des linearen halb- 
geordneten Raumes Z (vgl. Kantorovic, dies. Zbl. 16, 405), wenn es zu jedem ze X 
mindestens ein 2€Z gibt, für das eine Beziehung |x| <z erklärt ist, die ent- 
sprechenden Gesetzen wie die gewöhnliche Norm genügt. In X ist damit ein Kon- 
vergenzbegriff festgelegt. Für (gewisse) Operationen U in X erklärt man ein dem 
Gräteauxschen entsprechendes Differential U’(x) = U’(x, h) (vgl. Hille, dies. Zbl. 
33, 65). In Intervallen (x, & + Ax) wird stets „gleichmäßige“ Differenzierbarkeit 
gefordert. Dann ist 

© AZ 
(s f Ua) dz= Ulx + 4x) —- Ulx). 

T 
Es gilt Satz 1: Voraussetzung: 1. U und V sind Operationen aus (X — X) bzw. 
(Z—Z), die für die verwendeten x und 2 stetig sind. 2. |U'(v,h)|<V’(, k) 
mr kr und’ 22 (vu), Brian) Hl Er) -% 4 2= Vie) hat 
eine Lösung 2* >2,. Behauptung: Die Folge 2,,, = V (2,) konvergiert gegen 2*, 
die Folge x,:.; = U(z,) gegen eine Lösung x* der Gleichung x = U(x). Dabei 
ist |2* —-x,| <2* —-2,. [x<>2 bedeutet eine Beziehung der Form x = x, + 
Din > 22.401 - 2%), 0 SO Z1.]— Mit Hilfe von (*) kann 2. in 
eine Bedingung umgeformt werden, in der die zweiten Ableitungen vorkommen. 
Daraus folgen Konvergenzsätze für die beiden Varianten des Newtonverfahrens, in 
denen frühere Ergebnisse des Verf. (dies. Zbl. 38, 74) enthalten sind. Karl Zeller. 

Goehberg, I.: Über lineare Gleichungen im Hilbertschen Raum. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 9—12 (1951) [Russisch ]. 

A soll immer einen beschränkten linearen Operator des Hilbertschen Raumes 
bezeichnen. A wird „normal auflösbar‘‘ genannt, falls die Gleichung Ay = f dann 
und nur dann in g auflösbar ist, wenn f orthogonal ist zu jeder Lösung y der Glei- 
chung A*y=0. Satz1l: Die folgenden drei Aussagen sind äquivalent: (1) A 
ist normal auflösbar und die Gleichung Ay = 0 besitzt eine endliche Anzahl von 
linear unabhängigen Lösungen; (ii) A ist „regularisierbar‘, d.h. es gibt einen line- 
aren Operator M derart, daß MA=I-+T ist, wo / den Einheitsoperator und 7 
einen vollstetigen Operator bedeuten. (iii) A kann als Summe eines Operators B 
mit beschränktem, überall definierten Inversen BD! und eines vollstetigen Operators 
dargestellt werden. Satz2: Die folgenden zwei Aussagen sind äquivalent: (1) A 
und A* sind beide normal auflösbar und die Gleichungen Ay =0, A*yv= 0 
besitzen je eine endliche Anzahl von linear unabhängigen Lösungen; (2) Mindestens 
einer der Operatoren A, A* ist „äquivalent regularisierbar“. [Z. B. für A bedeutet 
dies, daß Operatoren M, T wie oben in Bedingung (ii) existieren und daß die 
Gleichungen Apg=f und MAg=Mf für jedes f äquivalent sind.] — In den 
Beweisen werden Sätze von S.M. Nikolskij [Isvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. 
mat. 7, 147—166 (1943)] und S. G. Michlin [Uspechi mat. Nauk 3, Nr. 3 (1948)] 
benutzt. Bela Sz.-Nagy. 

Gochberg, I. €.: Über lineare Gleichungen in normierten Räumen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 477—480 (1951) [Russisch ]. 

R sei ein komplexer normierter Raum, A, D,.... beschränkte lineare Operatoren 
aus (RR), R der adjungierte Raum, A, D,... die adjungierten Operatoren, 
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D*, K*,.... irgendwelche beschränkten linearen Operatoren aus (RR). T,T* ! 
seien vollstetig, X, K* mögen einen endlichdimensionalen Wertbereich, D, D* eine 
beschränkte Links- (Rechts-)Inverse haben. Dann sind folgende Aussagen äqui- 
valent: 1. A ist normal auflösbar, d.h. hat einen abgeschlossenen Wertbereich. 
Die Gleichungen Ax— 0 und AX =0 haben endlich viele linear unabhängige 
Lösungen. Die Differenz der Lösungszahlen ist x <0 (x 2 0). 2. A ist darstellbar 
-inder Form A=D+T, wo DX=0(Dx=0) genau —x (x) Lösungen hat. 
3,4-—=D X; weiter wie unter 2... 4. A = D*--K40DEX = 01700) 
hat genau — x (x) Lösungen. 5. A = D* + T*; weiter wie unter 4.— Dies ver- 
allgemeinert Ergebnisse von 8. Nikol’skij [Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 
7, 147—160 (1943)]. Die Sätze sind wichtig für die Theorie der Integralgleichungen 
[siehe Michlin, Uspechi mat. Nauk 3, Nr. 8, 29—112 (1948) und dies. Zbl. 31, 31]. 
Karl Zeller. 

Atkinson, F. B.: Die normale Lösbarkeit linearer Gleiehungen in normierten 
Räumen. Mat. Sbornik, n. Ser. 28 (70), 3—14 (1951) [Russisch ]. 

Sei R ein Banachraum, R der konjugierte Raum, T,U,K,... beschränkte 
lineare Operatoren aus (R — R); B möge eine Links-(bzw. Rechtsinverse) 0 haben, 
K,K, BC (bzw. CB) mögen einen endlichdimensionalen Wertbereich haben, V sei 
vollstetig, / der Einheitsoperator; A(T) die Menge der x&gR mit Tx=0, B(T) 
die Menge der yeR mit yT=0; «(T) und ß(T) seien die Dimensionen der 
linearen Räume A(T) und B(T). Satz 1: Folgende Aussagen für 7 sind äquivalent: 
1° x und ß sind natürliche Zahlen, Tx=c ist auflösbar, wenn f(c)=0 für 
feB gilt (d.h. ist normal auflösbar). 2° x und ß sind natürliche Zahlen, yT=f 
ist, auflösbar, wenn f(x) =0: ist- für zEeA.,. TU =-I-K,UT=ZIRE 
4° D,T.und TU, erfüllen 1°. 5° 7=B+K.6° T= B-+V..(3°—6% sind so zu 
verstehen, daß die betreffenden Beziehungen mit geeigneten Operatoren U,... 
erfüllt sind.) Gochberg (s. vorsteh. Referat) bewies einen fast gleichlautenden 
Satz. T heißt ein verallgemeinerter Fredholmscher Operator, wenn er (z.B.) 1° 
erfüllt. Die Menge dieser Operatoren sei %. Aus F,F,,F,€% folgtdann F,F,€%- 
F+Ve% und Te%, wenn | T—Fl|<o(F) ist. Mit y(T)=«(T)—-B(T) 
gilt weiter y(F, R,) = y(F)) + y(Ry), y + W)=y(B), yiT) = y(R).— Es fol- 
gen Bemerkungen über die Struktur von %. Im Anschluß an Arbeiten von Michlin 
über singuläre Integralgleichungen (dies. Zbl. 16, 29; 17, 168; 19, 28, 413) gibt Vert. 
eine kanonische Darstellung für die Elemente von % und behandelt einige hiermit 
zusammenhängende Fragen. Karl Zeller. 


Citlanadze, E. $.: Über Extrema von Funktionalen in linearen Räumen. Do- 
klady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 797—800 (1951) [Russisch]. 

Verf. setzt seine Untersuchungen fort (vgl. dies. Zbl. 36, 361; dort weitere Lite- 
raturangaben) und verallgemeinert die dort angestellten Überlegungen folgender- 
maßen: An Stelle des Raumes L,(p >1) tritt ein beliebiger Banachscher Raum E. 
Die Einheitskugel im L, wird ersetzt durch die abgeschlossene „Fläche“ R aus E, 
definiert durch @(2) = a. Hierbei ist p(x) ein stetiges, differenzierbares (im Sinne 
Frechets) Funktional über E, a beliebig reell. F(x) sei weiter ein schwachstetiges, 
differenzierbares Funktional über E. E,(x) wird definiert gemäß p(x + h) — px) 

., lwg(x, h 
= (E,(x), h) + wp(x, h), mit al —0 für ||h||—>0. (E,(x),h) ist im Sinne der 
Definition von Frechet linear in h, also gehört E,(x) dem zu E konjugierten Raum 
E an. Ausgehend von F definiert man sinngemäß analog einen weiteren Operator 


Lr(«) C E. Ähnliche Gedankengänge wie in der oben angeführten Arbeit führen 
schließlich zu folgendem Hauptergebnis: L7 sei ein vollstetiger Operator [in einem 
Raum, der eine Basis besitzt, wird dies durch die Voraussetzungen über F(x) nebst 
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oe &, h)| < Or ||h||?, Cr Konstante, impliziert; vgl. o. a. Ref., Satz 1]. : 

mögen Lp und E, auf R eine Lipschitzbedingung erfüllen. Dort soll (E,(x), x) 
=ca>® sein and E, besitze eine stetige Inverse. Auf R werde die a ir 
der kompakten, abgeschlossenen Mengen V definiert und es sei c — min max F (x). 


BI V 
Dann existiert entweder ein „‚Rigenelement“ von Lp auf R, welches der Bedingung 
Lr(x) =) E,(x),A #0, F(x) = c genügt oder es existiert eine Folge x, C R mit 
IZr(&,)|| > . F(x,) >e fürn —o. Leo Schmetterer. 

Krasnosel’ skij, M. A.: Die Stetigkeit des Operators fu (x) = f(x, u(x)). Do- 
klady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 185—188 (1951) [Russisch ]. 

Sei f(x, u) eine Funktion der Variabeln x€@ und u (wo G eine meßbare Menge 
ist und -—oo <u<o0); BEN sei Be u) meßbar in x und stetig in u für fast alle 
x€@. Die Operatoren fu(x) = f(x, u(x)) spielen eine große Rolle in der Theorie 
der Hammersteinschen BE Integralgleichungen. Verf. beweist folgende 
Sätze: Wenn der Operator f jede Funktion des Raumes LP:(G) in ein Element des 
Raumes LP:(G) transformiert, dann ist er stetig und beschränkt in jeder endlichen 
Kugel von ZLP:, und zwar in folgendem Sinne: Aus 9,(x2) € ZP:(G), |\@n — P ||», > 0 
folet FpeLe(G) und |fn—-fplp. > 0; es gibt zu jedem A>0 ein B>0 
derart, daß aus ||p||,, SA folgt fo ||, =D. Bela S2.-Nagy—K. Tandori. 

Gavurin, M. K.: Abschätzungen für die Eigenwerte und Eigenvektoren eines 
gestörten Operators. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 769—770 (1951) [Rus- 
sisch ]. 

Es sei A, ein beschränkter linearer Operator im Hilbertschen Raume H und 

es sei vorausgesetzt, daß Ayo, = Ay Po: A, Yo = No Po; ||Po|| = 1, und daß der Ope- 
‚rator A,— /,/ im Unterraum #7 — (g,) aller auf @, orthogonalen Elemente einen 
beschränkten inversen Operator R, besitzt; R, wird dann auf den ganzen Raum 
H linear fortgesetzt so, daß R,9, = 0 gilt. Satz: Ist A ein beliebiger beschränkter 
linearer Operator in H mit s= ||R A,|| < 1/2, so gibt es eine Zahl A in 
der Nähe von },, und zwar mit | —/,| < ||A — A,||, so daß A ein Eigenwert von 
A und A ein Eigenwert von A* sind und so daß für jeden anderen Punkt 4’ des 
Spektrums von A gilt: 


nl la- All; 
_ ferner SE 
= -RM-I)-(A-A)} pn PS RA) — (A — AT" Yo 
zugehörige Eigenvektoren (Ay =%y, A*y = Ay), und das orthogonale Kom- 
plement von wird durch A — 4 / eineindeutig und stetig in das orthogonale Kom- 
plement von y überführt. Ist A in eine nach einem komplexen Parameter fort- 
schreitende Potenzreihe entwickelbar, so gilt dasselbe für }, 9 und y. Ohne Beweise. 
Bela Sz.-Nagy. 

Taylor, Angus E.: Speetral theory of elosed distributive operators. Acta math. 
84, 189—224 (1951). 

Es sei X ein komplexer Banachraum. T sei im folgenden stets ein auf einem 
linearen Teilraum D(T) von X erklärter distributiver [d.h., T(ax + by) = 
aTx + bT y] und abgeschlossener [ist z,— x, Tx,— y, soist ze D(T)und Tx = y] 
Operator. Ist D(T) = X, so ist T beschränkt. Das Spektrum o(T) von T [Menge 
aller A, für die (A I — T)-! nicht beschränkt ist] sei nicht die ganze komplexe Ebene. 
Mit &(T) werde die Menge aller analytischen Funktionen f(A) bezeichnet, deren 
offener, nicht notwendig zusammenhängender Definitionsbereich A(f}Do(T) ist, 
für die ferner A(f) eine Umgebung von oo enthält und die in oo regulär sind. Ist 
RT) = Mi ER so wird für jedes f€®(T) der Operator f(T) = f(oo) I 
es Je Sr T)d}) erklärt, B(D) die Randkurve eines Cauchygebietes D mit 


2ni, 
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o(T)CD, DCA(f). Es Er dann die Regeln des Öperatorkalküls (+9 
KT) + DT), oe Te) gl) Durch erhält N daraus a von 


Dunford und Taylor für T aus dem Ansatz f = an [ra 


erhaltenen Resultate. Die Theorie der ee T kann = er 
der beschränkten zurückgeführt werden, en man von T zum be- 
schränkten Operator A=(T—xI)! mit «do(T) übergeht. Punktspektrum, 
Streckenspektrum und Häufungsspektrum von T Sa durch die Transformation 
(A—a)u=1 von A in u in die entsprechenden Teile des Spektrums von A über. 
Es wird gezeigt, daß man auch die Polynome P(A) zum Operatorenkalkül es 
nehmen kann, z.B. gilt P(T)f(T)=g(T), wenn g(A) = PA) f(A)EG(T) ist. 
Liegen die A von ee nicht in o(T), so hat P(T) eine beschränkte Inverse 


Ber — | ron I)-1di. Für unbeschränkte T wird das erweiterte 
2ri) PO) 


a 0, (T) REN, das aus o(T) und © besteht. Eine in o,(T) zugleich 
offene und abgeschlossene Menge o heißt eine Spektralmenge von 7. Ihr ist eine 
Projektion E,(T) = 5 > R,(T) di zugeordnet, D ein o, aber keinen weiteren 
Punkt des Spektrums ade Gebiet. Ist o(T) beschränkt und B(D) ein o(T) 
enthaltender Kreis, so ist Esm(T) = I dann und nur dann, wenn T' beschränkt ist. 
Es gelten für f€ &(T) und Polynome P (2) die Abbildungssätze o (f(T)) = f(o,(T)), 
o(P(T)) = P(o(T)). Die Laurententwicklung von R;(T) in der Umgebung eines 
isolierten Punktes } des Spektrums wird eingehend untersucht. Ist o(T) beschränkt, 
T nicht beschränkt, so ist A = oo eine wesentliche Singularität von R;. Weitere 
Untersuchungen über Pole und Nullstellen der Resolvente, darunter die Verallge- 
meinerung des Sylvesterschen Satzes von Dunford auf nichtbeschränkte T. Es 
werden notwendige und hinreichende Bedingungen dafür angegeben, daß ein 
fe®(T) mit /(T) = 0 existiert, aus denen folgt, daß ein unbeschränktes 7 keiner 
Gleichung P(T) = 0 genügt, P ein Polynom. Gottfried Köthe. 


Williamson, J. H.: Spectral representation of linear transformations in o. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 461—472 (1951). 

Es sei & der lineare Raum aller komplexen Folgen, ® der dazu duale Raum aller 
 finiten Folgen. Die linearen stetigen Abbildungen 7 von w in sich sind die zeilen- 
finiten Matrizen. T heißt adäquat eingeschränkt (a.r.), wenn lim (TR) me 


N.— 00 
ist für alle xew, uwe®. Mit )T( werde sup lim |u( (T” x)|!!* bezeichnet. Ist 
ued,xew n 
)T(<©, so heißt 7 uniform adäquat eingeschränkt (u.a.r.), ist )T(= 0, so 
heißt T quasinilpotent. Eine Menge {T,} zeilenfiniter Matrizen heißt index- 
beschränkt, wenn für jedes i ein k, existiert, so daß br; +m= 0 füralleo und alle - 
m=1,2,.... Esgilt, daß eine zeilenfinite Matrix dann und nur dann a. r. ist, wenn 
- ihre SEN Tr, n=1,2,3,..., indexbeschränkt sind. Das Spektrum einer 
a. r. Matrix besteht aus einer nichtleeren abzählbaren Menge von komplexen Zahlen 
Ay, Ag, ... Dazu gehören u.a. r. Matrizen P,P,,... und Q1,Qs . . . mit folgenden 
Eigenschaften: Die = sind ek alle P, ii sind mit T vertauschbar, 
ist: PD, 0, Pr 0,0 DAL ALTO RER =P, und 


7 


es gilt die eindeutig bestimmte Spektraldarstellung T=3(4,P,+#Q.. Umsaeht 
ist eine ae Matrix, die eine solche Spektraldarstellung mit indexbeschränkten 
P, besitzt, a.r. Neben dem Spektrum o, von T wird als ß- bzw. y-Spektrum 05 
bzw. o, von T die Menge aller A eingeführt, für de T—AI keinea.r. bzw. u.a.r. 
Reziproke besitzt. Es wird gezeigt, daß 0; (T) für nicht a.r. zeilenfinite 7 stets 
die ganze A-Ebene ist, eine a.r. Matrix ist dann und nur dann u.a.r., wenn ihr 
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; P-Spektrum beschränkt ist. Dem Verf. ist die Arbeit von H. Ulm [Math. Ann. 114, 


493—505 (1937); dies. Zbl. 17, 99] entgangen, in der sogar eine volle Theorie 


der Normalformen der a. r. Matrizen gegeben wird unter Heranziehung der Theorie 


| (1951). 


der unendlichen abelschen Gruppen. Gottfried Köthe. 


Neumann, Johann von: Eine Spektraltheorie für allgemeine Operatoren eines 
unitären Raumes. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 258—281 
(1951). 

Es sei A ein linearer beschränkter Operator eines Hilbertschen Raumes 9 
(beliebiger Dimensionszahl) und || 4 || = obere Grenze || AY|| für alle ge9 mit 
||p|| = 1. Dann wird eine (abgeschlossene) Menge S von komplexen Zahlen „Spek- 
tralmenge von A‘ genannt, wenn für jede rationale Funktion f(A) mit fa)| si 
für € S der Operator f(4) existiert und ||f(A)|| <1 gilt. Offenbar ist jede Ober- 
menge von S wieder Spektralmenge. Ein /,, für welches (4 — A,)-! nicht (als be- 
schränkter Operator) existiert, gehört zu jeder Spektralmenge von A. Eine Reihe 
von Punktmengen der komplexen Zahlenebene werden daraufhin untersucht, ob 
sie Spektralmengen von A sein können. Insbesondere gilt: Die Menge komplexer 
Zahlen } mit |?) <1 ist dann und nur dann Spektralmenge von A, wenn ||A|| <1 
ist. Die Menge Rei > 0 ist dann und nur dann Spektralmenge von A, wenn „A 
realteildefinit“‘ ist, d.h. wenn Re(49,9) =0 für alle pe 9. Beide Aussagen sind 
auch unabhängig vom Begriff der Spektralmenge interessant. Sie enthalten die 
beiden Aussagen: Wenn f(A) eine rationale Funktion ist mit |f(A)| S1 in [Al <1 
und ||4 || <1, dann gilt ||f(A)|| <1; und: A ist dann und nur dann realteildefinit, 
wenn (4 + 1)! existiert (als beschränkter Operator) und |(A—1)(A+ 1) 1|| s1 
gilt. Es folgen Sätze, die insbesondere in den Spezialfällen, daß A hermitesch oder 
normal ist, den neuen Begriff der Spektralmenge mit dem Begriff des Spektrums 
vergleichen. Franz Rellich. 


Newburgh, J. D.: The variation of speetra.. Duke math. J. 18, 165—176 


La question etudiee est la continuite de l’application qui & un el&ment x d’une 
algebre de Banach fait correspondre son spectre s(x), ensemble de points du plan 
complexe. Pour les algebres possedant un element unite, l’A. etablit le resultat 
suivant: l’application x — s(x) est semi-continue sup6erieurement [si im x, = x, 
alors lim s(x,) C s(z)]. Si le spectre est totalement discontinu, lim s(x,) = s(x). 
Il en est de m@me si l’algebre est commutative. Si l’algebre est une *-algebre de 
Banach, s(z) est continue sur tout ensemble ® tel que si ze®, x +I1eP 
quelque soit le nombre complexe A et qu’il y ait un nombre X >0 tel que pour 
tout x possedant un inverse |s(e!)| >K ||x"1|| [|s(x)| = sup |A| pour Aes(x)]. 
(L’ensemble des elements normaux de l’algebre est un ensemble ®, s’il existe un 
nombre % tel que pour tout z,k ||x|| ||x* || <||xx* ||.) L’A. &tend tous ces rösultats 
au cas d’algebres sans el&ment unite (on plonge l’algebre dans une algebre avec 
unit6), puis les applique aux algebres d’operateurs lin&aires sur un espace de Banach, 
et les etend enfin aux op6rateurs ferm6s. [La definition du speetre dans ce cas 
est empruntee & A. E. Taylor, Bull. Amer. math. Soc. 44, 70—74 (1938); ce Zbl. 
18, 365; et ’A. donne une de6finition de la convergence des op6rateurs ferm6s qui 
lui permet de ramener l’&tude & celle des op6erateurs lineaires.] Andre Revuz. 

Wielandt, Helmut: Über die Eigenwertaufgaben mit reeilen diskreten Eigen- 
werten. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 308—314 (1951). 

Partant de la remarque qu’il est souvent facile dans les problemes de valeurs 
propres poses par la technique de reconnaitre que les valeurs propres sont reelles 
et diseretes si elles existent, mais qu’il est souvent plus diffieile d’appliquer les 
criteres d’existence (tels que la continuite totale de l’operateur), ’A. demontre en 
vue des applications le theoreme suivant. Hypotheses: 1. X est un espace vec- 
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toriel sur le corps des complexes ft. Un produit scalaire hermitien semi-defini existe 


en R et est designe par (f, g). 2. L est une application lineaire de R dans lui-m&me. 
L est hermitienne, mais n’est pas supposee continue. 3. Les valeurs propres / de 
l’öquation e=A Le ont des multiplieites finies v(A) et leur ensemble n’a pas de 


point d’accumulation. On pose v(£) = 0 si CE n’est pas valeur propre. 4. Pour toute ° 


solution propre de 3. on a (e,e) # 0. 5. Pour tout LES, il existe v(£) conditions 
linaires u» f=0(o=1,2,...,v(£)) (ug est une fonction lineaire complexe definie 


sur tout R) qui sont suffisantes pour qu’il existe geN avec (E)g—-ZLg=T. — \ 


Conelusion: Toutes les valeurs propres sont reelles, les foncetions propres corre- 


spondant ä des valeurs propres differentes sont orthogonales; si A], ..., An. - ‚est 
la suite des valeurs propres (chacune &tant prise avec son ordre de multiplieite), © 


et Si e5...%,... forment le systeme orthonormal ceorrespondant de fonctions 


12 i 
propres, on a pour tout FEN, (Lf, = > = avec x, — (f, e,). L’existence des va- 


leurs propres est done equivalente & l’existence d’un FEN avec (Lf,f) +0. — La 
demonstration est fondee sur l’ötude des proprietes de la fonction de variable com- 
plexe f(&) = (Lg, f) oü g est la solution (unique si & = A) de #.. Andre Revuz. 


Hamburger, Hans Ludwig: Über die Zerlegung des Hilbertsehen Raumes durch 
vollstetige lineare Transformationen. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburts- 
tag, 56—59 (1951). 

Es bedeute (€ durchwegs eine vollstetige lineare Transformation des Hilbert- 
schen Raumes 9, deren von Null verschiedene Eigenwerte /, einfache Pole von 
(C—-AT)! sind; 9, sei ein zum Eigenwert A, gehöriges Eigenelement. Dann sind 
/, die von Null verschiedenen Eigenwerte von C*; die entsprechenden Eigenelemente 
seien y,; letztere sollen so normiert werden, daß (o,,y,) = ö&,„ gilt. Mit © bzw. 
©* soll der von den @, bzw. von den y, aufgespannte Unterraum von 9 be- 
zeichnet werden. Ist © = 9, und kann (Ü—AI)x für jedes zE9 in die un- 
bedingt konvergente Reihe 2 (A, — A) (&, y,) g, entwickelt werden, so soll gesagt 
werden, ( besitze eine Spektraldarstellung. Auf Grund eines Satzes von E. R. Lorch 
[Bull. Amer. math. Soc. 45, 564—569 (1939), dies. Zbl. 22, 53] folgt leicht, daß € 
dann und nur dann eine Spektraldarstellung besitzt, wenn es eine in beiden Rich- 
tungen stetige lineare Transformation 7 von 9 auf sich selbst gibt, so daß die Trans- 
formation N = TC T-! normal ist (d.h. NN* = N*N silt). — Im Fall S + 9 
si N = S*l, Nt= Gl. Satz1: Es gl CN) EN, -CHNF CNF und Om 
und C* in N* sind quasinilpotent (d.h. | iR —0( und Ic®y|jr —0( für 
v—>00, VEN, yEN*. Satz 2: Damit NNS= (0) gilt, ist notwendig und 
hinreichend, daß das System {p,} ein biorthogonales Komplement in N besitzt, das 
ebenfalls X aufspannt. — Als Hauptergebnis der Arbeit wird ein Beispiel einer 


Transformation © konstruiert, für die N N © von unendlicher Dimension ist und 


ERNS) = (0) gilt. — Verf. beabsichtigt, diese Ergebnisse in einer späteren Arbeit 
auf den Fall allgemeinerer vollstetiger linearer Transformationen des Hilbertschen 
Raumes auszudehnen. Bela S2.-Nagy. 


Kaplansky, Irving: Projeetions in Banach algebras. Ann. of Math., II. Ser. 
53, 235—249 (1951). 

Cet article a pour but d’etudier „abstraitement‘‘ les *-algebres d’op6rateurs 
faiblement fermees dans un espace hilbertien (W*-algebres). Une telle etude a 
dejä &t€e entamee par von Neumann [Mat. Sbornik, n. Ser. 1,415—484 (1936); ce 
Zbl. 15,245], Steen |Proc. Cambridge philos. Soc. 35, 562—578 (1939) ; ce Zbl.22,232] 
et Riekart [Ann. of Math., II. Ser. 47, 528—550 (1946)]. L’A. appelle AW*-algebre 
une C*-algebre (i.e. une B*-algebre dans laquelle, pour tout x, 2=*x a un quasi- 
inverse) verifiant les axiomes suivants: (A) Dans l’ensemble ordonne des projecteurs, 
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tout ensemble de projeeteurs orthogonaux a une borne superieure (eest un projecteur 
si e=e=e*; sie et f sont des projecteurss, e>f si ef=f). (B) Toute 
sous-*-algebre commutative maximale est engendree par ses projecteurs. Les 
W*-algebres sont des AW*-algebres, mais: 1. Une W*-algebre peut &tre isomorphe A 
une *-algebre d’operateurs non faiblement fermee. 2. Une AW*-alge&bre peut n’&tre 
isomorphe & aucune W*-algebre. Ainsi, l’ö&tude des AW*-algebres genßralise celle 
des W*-algebres. Les B}-algebres de Rickart sont des B*-algebres verifiant l’axiome 
(B) (ee qui entraine qu’il s’agit de C’*-algebres) et l’axiome (A) seulement pour les 
ensembles denombrables de projeeteurs. Comme ces hypotheses permettent des 
circonstances pathologiques, les axiomes (A) et (B) semblent une meilleure base de 
depart. Voici quelques resultats de l’A. (1) Une AW*-algebre a un el&ment unitc. 
(2) Les projeeteurs d’une AW*-algebre forment un lattice complet. (3) Pour deux 
projeeteurs e, f, on Eerit ef s’il existe x telque za*=e, a*x=f, et e<f 
si emg avee g<f. Alors, la relation e<f est une relation d’ordre. (4) 
euUM—-fme—(enf). (5) Si (e,) (resp. (f,)) est une famille de projecteurs 
orthogonaux de borne sup£rieure e (resp. f) etsie,— f,, alors em f. (6) Les projec- 
teurs finis forment un lattice modulaire (e est fini si fwe et f<e entrainent 
f=e). L’A. generalise la classification de Murray et von Neumann en types 
I, II, III, et etablit quelques th&eoremes de d&composition. Il observe que la th6orie 
des geometries continues permet de definir dans une AW*-algebre finie A une di. 
mension ä& valeurs dans le centre de A. Jacques Dixemier. 


Ramaswami, V.: On a theorem of Gelfand and Hille. J. Indian math. Soc., 


"n. Ser. 14, 129138 (1951). 


L’A. generalise une methode indiquee r&ecemment par M. H. Stone [J. Indian 
math. Soe.,n. Ser. 12, 1—7 (1948)] pour d&montrer le theoreme de Gelfand-Hille 
assurant qu’un element quasi-nilpotent x d’une algebre de Banach (c’est-A-dire tel 
que ||x2*||!/r tende vers 0 avec 1/n) soit nilpotent. L’A. considere iei une suite (z,) 
de points d’un espace de Banach B telle que ||x,||'/" tende vers 0, et montre que, 
pour que z,., = 0 des que n >k, il faut et il suffit que l’on ait 

> Ca%l,)m | 0m) 
h=0 v | 
lorsque n parcourt les termes d’une progression arithmetique (formee d’entiers). 
Il donne des conditions analogues pour que la möme conclusion soit valable lorsqu’on 
suppose seulement que lim sup | x, )''” soit finie. La methode consiste & associer 
Nn— 00 


[0,0] 
ä la suite (z,) la fonction analytique f(A)= 3 (-1)?2,(A—1)-?=1 & valeurs 
h=V 


dans B, et ä& appliquer convenablement le theoreme des residus & cette fonction 
ou ä la somme d’un nombre fini assez grand de termes de la serie qui la definit. 
Jean Dieudonne. 
Melvin-Melvin, H.: On generalized k-transformations in Banach spaces. Proc. 
London math. Soc., II. Ser. 53, 83—108 (1951). 
Verf. verallgemeinert bekannte Sätze über konvergenztreue Matrixtrans- 
formationen, die von Toeplitz u.a. stammen. — X und Y) seien Banachräume, 
9% der Banachraum der beschränkten linearen Operatoren, die & in 9) abbilden. 
In X betrachten wir neben der gewöhnlichen (Norm-)Konvergenz die *-Konvergenz: 
lim* a, = a ist definiert durch im a„xe= ax fürjedes ze X; Entsprechendes 
W— 00 © — 0 


eilt für X* a,. Ahabe die Eigenschaft S: Aus lim* «= folgt lim an = 0. 


‚U — 00 ®,U— 00 
Für S werden hinreichende Bedingungen in Form von Kompaktheitskriterien an- 


oo 
gegeben. Nun sei zE% are ie = ae 3) ee = re 
ae Fe 
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Satz 1: Genau dann folgt aus der Existenz von lim x, diejenige von lim Yo, 
k— co z © -> 00 N 


wenn {a,;} folgende Eigenschaften hat: (Al) fin ( 


sI<oo 
n [0,0] 
für @>0;'(A2) Imtas., existiert (ek = 1,27. 22), oO) el Se 
© — 00 o>ok-l b 


existiert. A 1—A 3 entsprechen den bekannten Bedingungen Zn, Sp und Zs. Mittels 
partieller Summation erhält man hieraus Satz 3, der die analoge Frage behandelt, 


5 


oo | f 
Iran | Max Il) <sME 
k=1 ) 


as 
wann aus der Existenz von N x, diejenige von lim y„ folgt. Satz2 und 4 
k=1 


IB @— OO 
bringen — im Falle 92% — die zugehörigen „Permanenzbedingungen“, d.h. 
sie behandeln die Frage, wann in Satz 1 überdies lim x, — lim y,, in Salz 
N x, = lim y„ gilt. Verzichtet man auf die Eigenschaft $ des Raumes Y, so sind 
A2 und A3 zu ersetzen durch (A 2*) lim* a,„, existiert (k=1,2,...), und 


© —> 00 


oo 
(A3*) lim* N*a,., existiert. Weitere Varianten ergeben sich, wenn man & 
eo | 
andere Parametermengen durchlaufen läßt. — Robinson, dies. Zbl. 39, 62, bewies 


Satz 2 und 4 in der „*-Form‘ mit der Abänderung, daß )) = & ist und o die na- 
türlichen Zahlen durchläuft. In noch allgemeinerer Form wurden solche Trans- 
.formationsfragen behandelt von M.M. Day, Trans. Amer. math. Soc. 51, 583—608 
(1942). Karl Zeller. 
j Zaanen, A. C.: Charaeterization of a certain elass of linear transiormations 
in an arbitrary Banach space. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A. 54, 87—93, In- 
dagationes math. 13, 87—93 (1951). 
Soit E un espace de Banach, E’ son dual. Une application continue A de E: 


dans E’ est dite pseudo-self-adjointe si (f, Ag) = (g, Af) pour ,g€ E, pseudo- 
positive si de plus (/, Af) >0 pour f€ E. Soit alors (A) l’ensemble des operateurs 
lineaires continus X de E tels que K? soit completement continu pour un entier. 
p 1; (B) l’ensemble des K€(A) possedant des valeurs propres + 0, toutes 
reelles et pöles simples de la resolvante; (C') l’ensemble des K € (A) pour lesquels 
existe un operateur pseudo-positif H telque: 1° S= HK soit = 0 et pseudo-self- 
adjoint; 2% su Kf=Af= 0, alors (f, Hf)=#.0, Theoreme 2.By Oo 
signale que W.T. Reid a obtenu ind&pendamment des resultats voisins. \ 
Jacques Dixmier. 

Harish-Chandra: Representations of semisimple Lie groups on a Banach space. 
Proc. nat. Acad. Sci. USA 37, 170—173 (1951). 

Let @ be a connected semisimple Lie group and x a representation of G on a 
Banach space H. Let ©, be the Lie algebra ofG, & the complexification of &, and B 
the universal enveloping algebra of &. Let V be the set of finite linear combinations 
of elements of 7 of the form / Hz) n(x) ydx, where da is the left invariant measure- 
of 6, f is infinitely differentiable and vanishes outside a compact set and vEH. 
It is known that V is dense in # and that x induces a representation xy of Bon V. 
Let Z and 3 be the centers of @ and B. The representation z is called quasi-simple 
if sy(Z) and ny(3) consist of multiples of the identity. It is known (Mautner, 
this Zbl. 39, 22) that if 4 is a Hilbert space and the weakly closed algebra generated 
by z(G@) is a factor, [Murray and von Neumann, Ann. of. Math., II. Ser. 3a 
116—229 (1936); this Zbl. 14, 161] then x is quasi-simple. Let G* be the adjoint 
group of G, K* a maximal compact subgroup of G* and K the complete inverse 
image of K*. A number of theorems about quasi-simple representations are stated 
involving finite-dimensional irreducible representations D of K. As a corollary 
it follows that factors of type II and III (see I. c.) cannot arise from a unitary re- 
presentation of a semisimple Lie group on a Hilbert space. Let H]) be the set of 
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all elements y of H such that n(K) y is finite-dimensional and gives a representation 
of K which is a direet sum of representations equivalent to D. If H is a Hilbert 
space, z. isirreducible and unitary and Z) is the projeetion on Hy) +0, it is stated that 
the function sp(E) rx(x) En), (c€@), characterizes x within equivalence. If D 
is one-dimensional, it reduces to the spherical function of Gel’fand and Najmark 
(this. Zbl. 37, 15). No proofs are given. Lars Garding. 

Harish-Chandra: On some applications of the universal envelopping algebra 
of a semisimple Lie algebra. Trans. Amer. math. Soc. 70, 28—96 (1951). 

There are four parts. I. Without classification of cases the author proves by 
algebraic methods the existence of a semisimple Lie algebra Z with a given structure 
over an algebraically closed field of characteristic zero. At the same time the re- 
presentation theory of E. Cartan is obtained. II. Z is assumed to be the complexi- 
fication of a real semisimple Lie algebra Z,—=L, „+ /'(Z,,,) where L,, , is semisimple 
and /‘(X) has the formal properties of iX, (X €L, ‚or Pt yes Hi) 
let L, be the complexification of L,, and put g=y(Z,). Let the universal enve- 
loping algebras of ZL and g be B and A respectively. Consider an irredueible re- 
presentation x of B on a (not necessarily finite-dimensional) vector space V. Then 
there are at most a finite number of inequivalent ’s containing a given finitedimen- 
sional representation of Z,-and reducing to a given homomorphism (into the com- 
plex numbers) on the center of A. Any such representation also gives a homomor- 
phism of the entire center 3 of B and contains any finitedimensional representation 
of L, at most a finite number of times. III. Let Z be a complex semisimple Lie 
algebra with universal enveloping algebra B whose center is 3. A character is de- 
fined as a complexvalued function y on B such that y(1)=1, y(b, b,) = x(b,b,) 
and y is a homomorphism on 3. It is shown that 4(3) determines y and that any 
homomorphism of 3 such that y(1) = 1 can be extended to a character. Every 
character is determined by a linear function on a maximal abelian subalgebra of 
L. IV. Let @ be a Lie group whose complex Lie algebra is L. It is known that a 
representation ız of @ as (bounded) operators on a Hilbert space Y induces a re- 
presentation m of B as (in general unbounded) operators with a common dense 
domain. Ifxr(3) consists of multiples of the identity these determine a character y. 
If G is simply connected and has the real Lie algebra Z/, of II and Z,. „is compact, 
this character has to satisfy a certain condition. Bentaions of G with a given 
character satisfying this condition are constructed. ee, 


Praktische Analysis: 


Nobile, Amedeo: Caleoli con numeri approssimati. Archimede 3, 62—69 (1951). 

Topping, J.: Approximate methods in elementary mathematies. Math. Gaz. 
35, 37—40 (1951). 

Duke, J. B.: Discussion to: „A method for determining mode shapes and 
frequeneies above the fundamental by matrix iteration“, by H.L. Flomenhoft; J. 
appl. Mech. 17, 249—256 (1950). J. appl. Mech. 18, 111—112 (1951). 

Verf. weist auf den Zusammenhang der Beziehung (1) x}; M x, = 0,i + k(vgl.dies. 
Zbl.40,214) mit der allgemeinen Orthogonalitätsbeziehung (2) y} x, = 0 hin mit x, = 
Eigenvektor der jetzt beliebigen Matrix A (charakteristische Spalte von A), y, = 
Eigenvektor der transponierten Matrix A’ (charakteristische Zeile von A). Im Falle 
A=D=(M wird y, = Mx,. Sodann werden kurz einige andere Wege der Ord- 
nungserniedrigung sowie die Bestimmung höherer Eigenwerte überhaupt angeführt. 

Rudolf Zurmühl. 

Gilbert, A. C. and K.B. Gillmore: Discussion to: „A method for determining 
mode shapes and frequeneies above the fundamental by matrix iteration“, by H. L. 
Flomenhoft; J. appl. Mech. 17, 249—256 (1950). J. appl. Mech. 18, 112—114 (1951). 
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Es wird nochmals (vgl. dies.-Zbl. 40, 214 u. vorsteh. Ref.) auf den Zusammenhang . 
von (1) mit der allgemeinen Orthogonalitätsbeziehung (2) hingewiesen und anschlie- 
Bend eine leichte Abwandlung des Verfahrens von Flomenhoft angegebenen, die 
dem Ref. freilich mit diesem identisch zu sein scheint. Genauigkeitsschwierigkeiten 
in einem Zahlenbeispiel bleiben ungeklärt. Rudolf Zurmäühl. 


Arnoldi, W. E.: The prineiple of minimized iterations in the solution of the 


matrix eigenvalue problem. Quart. appl. Math. 9, 17—29 (1951). 

Das Vorgehen von €. Lanczos zur Lösung des Eigenwertproblems bei Differential- und _ 
Integralgleichungen [J. Research nat. Bureau Standards 45, 255—282 (1950)] wird für Matrizen- 
eigenwertprobleme dargestellt und durch Anwendung der Galerkinschen Methode abgeändert. — 
Zur Behandlung von (A—4€)x= 0, wobei W eine (n, n)-Matrix darstellt, wird für den ge- 
suchten Eigenvektor x der Ansatz = 3c mit 3 — (d1 39 - - + 3m), einer (n, m)-Matrix mit 
m < n, gemacht. Multipliziert man mit der (m, n)-Matrix 9’ (zu 3 analoge Matrix des trans- 
ponierten Systems) und dann mit (W’ 3)! vor, so erhält man die reduzierte Gleichung 
V’HTVAZ—7E = (PR-76c=0 von der Ordnung m< n. Vereinfachung, wenn 
X 83 = DV eine Diagonalmatrix ist. Ausgehend von freigewählten ;, und y| wird 3 und W’ so 
bestimmt, daß y; x, = 0 fürö=+k. Man erhält 
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eine Matrix, aus der die charakteristische Gleichung leicht hergeleitet werden kann, die die 
Eigenwerte liefert. Damit können auch die Rigenvektoren einfach ermittelt werden. — Wählt 
man 9; = rt; und bestimmt 1; 7, = 0 für: + k, so wird man auf 
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geführt (Galerkinsche Methode). Auch hier einfache direkte Bestimmung der charakteristischen 
Gleichung usw. — Beide Vorgehensarten werden auf die Behandlung des inhomogenen Gleichungs- 
systems (A—7€C)r = a erweitert. — Die beschriebenen Verfahren sind direkte Methoden, da 
die Matrizen des reduzierten Systems von einfacher Bauart sind und so direkt aufgelöst werden 
können. — Verf. behandelt nur den Fall einfacher Wurzeln, während er bezüglich Doppelwurzeln 
ete. auf die OÖriginalarbeit von Lanczos verweist. Abschließend wird bemerkt, daß die Galer- 
kinsche Methode rechnerisch im allgemeinen vorteilhafter sein dürfte. (Anm. des Ref.: Das 
Vorgehen nach Galerkin liefert eine ®-Matrix gleicher Bauart wie das bekannte Hessenberg- 
Verfahren. Es liegt aber eine andere Transformationsmatrix vor. Bei Hessenberg wird für 
8 Dreiecksgestalt vorgeschrieben, bei Galerkin dagegen Y’ = 3’, also B, = DT1Z’A3,so daß 
5 eine semiorthogonale Matrix wird.) : Heinz Unger. 

Unger, H.: Orthogonalisiserung (Unitarisierung) von Matrizen nach E. Schmidt 
und ihre praktische Durehführung. Z. angew. Math. Mech. 31, 53—54 (1951). 

1. Zur Orthogonalisierung der Zeilenvektoren a, der Matrix X macht man den 


a! 
bekannten Ansatz (l)r, = — = butun+a,fürs=1,...,n. Durch die Orthogonali- % 
u= 
sierungsbedingungen (2) 1, =0,k=1,...,i—1 erhält man (3) ie ds Ei > 
Lur, 
Statt (1) kann man auch schreiben v8 
tı dı re) 0 
Q a ee Bat EU 0 
L, q, lyı lo % EST 1 
3 N) 
voraus folgt: R= 21%. Mitder Diagonalmatrix D=|. .... wobeid,=-+ Yet, 
2 (ie T.4 
0 Id 


ist, erhält man die orthogonale Matrix: DO = D-IL-1 — g-1 ie, 
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lösung des Gleichungssystems Ar = y läßt sich das Orthogonalisierungsverfahren 
auch heranziehen. Multipliziert man mit D-1 2-1 vor, so ist Sr San Zune 
4) r=-WEIDILIH= DO’DILMn, und entsprechend erhält man für die 
Kehrmatrix: 1=-M’VIA19221=9’DI81. Das Verfahren hat praktisch 
kaum Bedeutung. — 3. Bestimmung der Matrizen & und &-1. a) Die /,, können aus 
(3) berechnet werden, N läßt sich dann zeilenweise berechnen. &-1 kann als Kehr- 
matrix einer Dreiecksmatrix in Produktform oder aus dem gestaffelten Gleichungs- 
system X = E bestimmt werden. b) Eine übersichtlichere Rechnung unter ge- 
ringer Erhöhung der Rechengänge erhält man folgendermaßen: Aus (4) folgt durch 
Vormultiplizieren mit W1: WW’ = LXD’!’. Führt man das Gleichungssystem 
(AA) X, = X durch das abgekürzte Gaußsche Verfahren in ein gestaffeltes über, 
so spaltet sich die Matrix A X’ in die zwei Dreiecksmatrizen 2 und ®2 &’. Multi- 
pliziert man mit 21 vor, so erhält man zunächst die zeilenweise orthogonale Matrix 
DVUK= MAN. In der Hauptdiagonale von D? 2’ stehen die Normen der 
orthogonalen Vektoren. Die gesuchte orthogonale Matrix ist dann: DIN= DL. 
4. Unitarisierung von Matrizen mit komplexen Elementen: Man geht genau so vor 
wie bei Matrizen mit reellen Elementen. Die Orthogonalisierungsbedingungen 
lagiten jetzt:r, 1; = 0,k=1,...,i — 1, wobei die Querstriche konjugiert komplexe 
Werte bedeuten. D-1 2-19 — U ist dann eine unitäre Matrix mit UW’ = €. Für 
ein Gleichungssystem ist = W &-1D-2 28-19 und die Kehrmatrix lautet: 
AI= YV1D2R, Rudolf Ludwig. 


Bowie, 0. L.: Praetieal solution of simultaneous linear equations. Quart. 
appl. Math. 8, 369—373 (1951). 

Betrachtungen über Aufrundungsfehler und über die Genauigkeit der gefun- 
denen Lösung sind bei der Behandlung von linearen Gleichungssystemen Yr=a 
im allgemeinen nur bei direkten Methoden notwendig. Verf. empfiehlt daher, grund- 
sätzlich iterativ vorzugehen. Um ein beliebiges System auf eine iterierfähige Form 
zu bringen [dabei wird an Stelle der strengen Konvergenzbedingungen einfach die 
„Faustformel“ a,,> (0,,49»--.0,;79» 4%, j419 +» @„) gesetzt], multipliziert 
man U mit einer „‚diagonalisierenden Matrix“ Q, so vor, daß QA den genannten 
Bedingungen genügt. Dabei wird Q durch eine rohe Berechnung der Kehrmatrix 
A-1 unter Mitnahme nur weniger Stellen gewonnen. Gesondert wird noch der Fall 
betrachtet, daß X durch d& + e dargestellt werden kann, wobei die Matrix e der 
Bedingung lim &* = 0 genügen muß. — Als Beispiel wird ein Gleichungssystem mit 


Nn>0o 
4 Unbekannten berechnet. Ein roher Ausdruck für W-1 wird durch eine 3-stellige 
Rechnung gefunden und damit WA vormultipliziert. Das abgeänderte System muß 
noch 10mal iteriert werden, um eine Genauigkeit von 9 Dezimalen zu erhalten. 
(Anm. d. Ref.: Vorgehen nicht neu und in zweckmäßigerer Form schon bei Runge. 
Vgl. auch E. Bodewig, dies. Zbl. 29, 146—148, 272. Methode erscheint 
nur brauchbar bei Beseitigung einiger weniger die Iteration störender Glieder. 
Im allgemeinen Fall sind etwa 2n? Multiplikationen auszuführen, bevor die Ite- 
ration selbst einsetzen kann. Gauß erfordert insgesamt nur etwa n?/3 Mult.!) 
Heinz Unger. 


Sassenfeld, H.: Ein hinreichendes Konvergenzkriterium und eine Fehlerab- 
schätzung für die Iteration in Einzelschritten bei linearen Gleiehungen. Z. angew. 
Math. Mech. 31, 92—94 (1951). 

In Fortführung einer Konvergenzbedingung und Fehlerabschätzung von 
Collatz (dies. Zbl. 28, 15) für die bekannten Iterationsverfahren linearer Gleichungs- 
systeme in Gesamt- und Einzelschritten wird für das Verfahren in Einzelschritten 
eine Konvergenzbedingung und Fehlerabschätzung gegeben, die dem Charakter des 


Zentralblatt für Mathematik. 42. u 


sad en 
130 1 


Einzelschrittverfahrens besser angepaßt ist. Für das Gleichungssystem Ur 2 


+ a, = 0 werden die Größen «, nach der Rekursionsformel berechnet: 
x; a | 5 al +, 23 jewll = 20m. 


Das Einzelschrittverfahren konvergiert en für Maxax,=«x<1. Fehlerabschätzung: 
i 


un ae - |<. En |" Ba ae+D|, 


Im Falle des gestaffelten Gleichungssystems (a,, = 0 für k >) liefert die Ab- 
schätzung mit x = 0 den Fehler Null. | Rudolf Zurmühl. 


Parodi, Maurice: Sur des familles de matrices auxquelles est applieable une 
me6thode d’iteration. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 1053—1054 (1951). 

Es handelt sich um das bereits von R. v. Mises und H. Pollaczek-Geiringer 
untersuchte Iterationsverfahren in Gesamtschritten, das Verf. irrtümlich Plunkett 
als Urheber zuschreibt. Die vom Verf. gefundenen hinreichenden Konvergenz- | 
bedingungen stehen im wesentlichen schon in dem bekannten Bericht „Praktische 
Verfahren der Gleichungsauflösung‘“, Z. angew. Math. Mech. 9, 58—77, 152—164 
(1929) der beiden obengenannten Autoren. Hans Bückner. 

Hines, Jerome: On approximating the roots of an equation by iteration. Math. 
Mag. 24, 123—128 (1951). 

Ballantine, J. P.: Solution of quadratie equations and triangles by machine. 
Amer. math. Monthly 58, 92—98 (1951). 

Nach Einführung a. Symbole für die mit der Rechenmaschine auszu- 
führenden Operationen wird ein ziemlich umständliches Verfahren zur Lösung der 
Gleichungen zweiten Grades auseinandergesetzt, das im wesentlichen auf wieder- 
holte Anwendung des Hornerschen Schemas hinauskommt. Die Berechnung einer 
Quadratwurzel wird als Spezialfall behandelt. Weiter wird gezeigt, wie man y aus 
cosy durch Wurzelziehen mit genügender Genauigkeit erhalten kann. Diese Me- 
thode wird schließlich zur Berechnung ebener Dreiecke verwendet. 

Friedrich- Adolf Willers. 

Nikolaev, P. V.: Über die nomographische Darstellung algebraischer Glei- 
ehungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 489—491 (1951) [Russisch ]. 


Eine M-Gleichung (1) Fit, ts, - 2 fr:(tı) Fi(to,t,) kann in der Form 


dargestellt werden: (2) f(r,,7;, a — 0, 3) Hr) paul) - Bolt) = 0 
(? = 1,2, 3), wobei (2) ein birationaler Teil der Gl. (1) ist und r, birationaler Para- 
meter. F(t,, t,, t,) ist die Resultante in den 7, des Systems der Polynome (2) und (3). 
Fügt man zur tree von (2) die von (3) hinzu, so erhält man eine Anamor- 
phose der gegebenen Gleichung. Ein Verfahren zur Absonderung von (2) ist vom 
Verf. schon früher angegeben worden. Hier sollen wesentliche Vereinfachungen 
angegeben werden. Verf. beweist die Sätze: Satz 1: Wenn die Gl. (1) eine M-Glei- 
chung ist, mit einem A-Multiplikator, der die Veränderliche t, enthält, so gilt: a) Als 
in t, birationaler Parameter r, kann das ee 7 = A,r-ıltı)/fi,r(t)) genommen 
een. b) Dabei ist die rationale Funktion hlkt)/hur A) ein Polynom in 7, vom 

stadar I W= hr ne Satz 2: Eine reelle MGi eine (1) läßt eine reelle 
Anamorphose Dit, fl ae f;s(t,)| zu, in dem die rationalen Funk- 
tionen RN ce 1,2,3, & =1,2) reell’sind: Rudolf Ludwig. 

Bridger, M.: Evaluation of complex roots of an algebraie equation. Math. 

Gaz. 35, 109—111 (1951). 


Srejder, Ju. A.: Lösung simultaner linearer algebraischer Gleiehungssysteme. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 651—654 (1951) [Rus sisch ]. 


It 
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- Bei der praktischen Auflösung eines Systems linearer Gleichungen werden häufig 
iterative Methoden bevorzugt. Verf. hält dagegen direkte Methoden für günstiger, 
weil sie besser für die Verwendung von Rechenmaschinen geeignet sind. Eine vom 
Verf. auseinandergesetzte Methode wird hinsichtlich der Anzahl der erforderlichen 
Rechenschritte mit anderen ähnlichen Methoden verglichen. Heinrich Brandt. 


Kolseher, M.: Die Berechnung vollständiger elliptischer Integrale dritter Gat- 
tung durch Reihen. Z. angew. Math. Mech. 31, 114—120 (1951). 

Für das vollständige elliptische Integral 3. Gattung (0 <k2 <1,22>0) 

F rı/2 

M22,.K) = 
M) 
gibt Verf. Reihenentwicklungen nach k? und k?—=1—k? an, die eine Berechnung 
in jedem Falle ermöglichen und das Anwendungsgebiet der Hamelschen Reihe über- 
steigen. [Mit M (72, k) ist auch das vollständige elliptische Integral in der Legendre- 
schen Normalform //(72,k) bekannt. Zusätzlich wird nur das vollständige ellip- 
tische Integral 1. Gattung X (k) benötigt.] — Für kleine Werte von k wird M (22, k) 
—,2b,k?" R, gesetzt. Der Ausdruck 2 ö"R, kann geschlossen ausgewertet werden 
uhd liefert, nach Potenzen von Ö entwickelt, die Koeffizienten R,. Man unter- 
scheidet die beiden Fälle 72 >%? und A? < k?2. — Um Reihen für kleines k’? zu 
erhalten, geht man von M()%,k)=2b,eS, mite=1-—k aus. Auch hier läßt 
sich 2’6”S, geschlossen ausrechnen. Man erhält M = M’ + M’ + M’’, wobei 
M' sich geschlossen auswerten läßt, während M’”’ und M’’ durch Reihenentwick- 
lungen nach Potenzen von k’? angegeben werden. Dabei wird durch die Zu- 
sammenfassung von M’’ mit M’' gerade die Erweiterung des Konvergenzgebietes 
gegenüber der Hamelschen Reihe erzielt. Fallunterscheidungen bezüglich A?. — Es 
werden günstigste Bereiche angegeben, in die man nötigenfalls durch Anwendung 
der Landenschen Transformation gelangen kann. Ein Beispiel, bei dem die Hamel- 
sche Reihe versagt, bildet den Abschluß. (Wie Verf. dem Ref. mitteilte, liegen 
entsprechende Entwicklungen auch für unvollständige elliptische Integrale dritter 
Gattung vor.) Heinz Unger. 

Ludwig, Rudolf: Analytische Untersuchungen und konstruktive Erweiterungen 
zu den graphischen Integrationsverfahren von Meißner und Grammel. Z. angew. 
Math. Mech. 31, 120—130 (1951). 

Als Bild einer Funktion y = f(x) sei der Ort des Endpunkts des Vektors mit 
der Amplitude x und der Länge 1/f(x) (nach Grammel) aufgetragen, bzw. der 
Länge f(x) (nach Meißner). Diese Methoden der graphischen Darstellung eignen 
sich auch gut für Integrale und Ableitungen von f(x). Bisher existierten aber weder 
eine analytische Behandlung der Konstruktionen noch eine daraus sich ergebende 
Fehlerabschätzung. Die Rechnungen führen bei der Grammelschen Methode zu 
den Verfahren mit den kleinsten Fehlern und bei der Meißnerschen zu neuen Kon- 
struktionen, die in einer eigenartigen Analogie zu den Grammelschen Methoden 
stehen und die nur mit einem Fehler in der Größenordnung des Fehlers bei der 
Simpsonschen Regel behaftet sind. Evert Johannes N yström. 

Fehlberg, E.: Bemerkungen zur Entwicklung gegebener Funktionen nach 
Legendresehen Polynomen mit Anwendung auf die numerische Integration gewöhn- 
licher Differentialgleichungen. Z. angew. Math. Mech. 31, 104—114 (1951). 

Im ersten Teil werden in Fortführung einer früheren Arbeit [Z. angew. Math. 
Mech. 24, 71—76 (1944)] Formeln und Zahlentafeln zur Entwicklung einer im 
Intervall —1 <x <1 stetigen Funktion f(x) nach Legendreschen Polynomen ge- 
geben, wobei die Integrale der Entwicklungskoeffizienten dadurch formelmäßig 
auswertbar werden, daß die Funktion f(x) stückweise durch Interpolationsparabeln 
4. Ordnung angenähert wird (in der früheren Arbeit Annäherung durch Parabeln 

g* 


er dp (42 >1, Cauchyscher Hauptwert) 
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3. Ordnung). Die Ermittlung der Koeffizienten erfolgt dann unter Benutzung äqui- 
distanter Funktionswerte f, sowie ihrer Differenzen bis 4. Ordnung durch Multi- 
plikation dieser Werte mit ein für allemal tabellierten Faktoren. Das Verfahren 
vermeidet die meist beträchtlichen Integrationsfehler, die bei gewöhnlicher nume- 
rischer Integration in den höheren Koeffizienten infolge starker Welligkeit der 
höheren Polynome auftreten. Es ist auf beliebige Orthogonalsysteme übertragbar. 
— Im zweiten Teil wird die Randwertaufgabe 2. Ordnung „” +a(x)y’ + 
b(x)y=e(x), y(-1)=r, y(l)=r, dadurch behandelt, daß die (stetigen) 
Funktionen a(x), b(x), c(x) in der oben beschriebenen Weise nach Kugelfunktionen 
entwickelt werden und auch für die Lösung y(x) eine solche Entwicklung mit noch 
zu bestimmenden Koeffizienten Y, angesetzt wird. Für die Y, ergibt sich ein 
System linearer Gleichungen. Das — in seiner Durchführung nicht ganz mühelose — 
Verfahren zeichnet sich dadurch aus, daß es die allgemeine Lösung bei noch offen 
gelassenen Randwerten und rechter Seite c(x) liefert. Es ist auch auf allgemeinere 
Rand- und Anfangsbedingungen sowie auf lineare Differentialgleichungen höherer 
Ordnung anwendbar. Rudolf Zurmühl. 

Ryerson, Joseph L.: The solution of differential equations by eleetrieal analog 
computers. Amer. J. Phys. 19, 90—97 (1951). 

Einführende Darstellung. 

Gill, S.: A process for the step-by-step integration of differential equations in 
an automatie digital computing machine. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 96—108 


(1951). 
Es handelt sich um die Anwendung des Runge-Kutta-Verfahrens auf ein System 
dy,jd& = f;(%, Y, Ya; - - -; Y,) von n gewöhnlichen Differentialgleichungen, und zwar 


in einer Form, die die numerische Behandlung mittels der programmgesteuerten 
Maschine der Universität Cambridge (EDSAC) unter sparsamer Beanspruchung der 
Speicher ermöglicht. Mit den Vektoren (x, Y,, %5 - - » 4,)=u und (1, f, fo.» W)=% 
läßt sich die vorgeschlagene Form durch die Formeln 


= rhdo =, +a-2)u +2 -0)h% 
h h 
macht, Yo dot 2) tat) tt S, 


beschreiben. Dabei ist x = y2. %; gehört zu 4,; u, beschreibt die Anfangsbedin- 
gungen für x = x, und d, stellt die gesuchte Näherung für n(x, + 2h) dar. Mit 
der Schrittweite 2h wird das Verfahren auf y(x, + 2h) erneut angewendet und 
so fort. Eine Fehlerbetrachtung und ein numerisches Beispiel beschließen die Arbeit. 
Hans Bückner. 
Tifford, Arthur N.: On the solution of total differential boundary value problems. 
J. aeronaut. Sci. 18, 65—66 (1951). 
Zur Lösung der Randwertaufgabe 


"they the) y=Tsk@), yla)=b, yo) =d 

wird 3’(a) als Unbekannte eingeführt, nach irgendeinem Näherungsverfahren die 
Differentialgleichung mit den Anfangswerten y(a), y’(a) integriert und in der Ge- 
stalt der Lösung y(x) = F,(x) + y’(a) Fyo(2) die Unbekannte y’(a) aus der 
Randbedingung y(c) = d bestimmt. Diesen (nicht neuen) Gedanken der Zurück- 
führung auf Anfangswertaufgaben benutzt Verf. auch bei komplizierte.en, insbeson- 
dere nichtlinearen Randwertaufgaben. Lothar Collatz. 

0’Brien, George G., Morton A. Hyman and Sidney Kaplan: A study of the 
ae solution of partial differential equations. J. Math. Physics 29, 223—251 
1951). 

Die Arbeit liefert einen Beitrag zur Untersuchung der Genauigkeit des ge- 
wöhnlichen Differenzenverfahrens für partielle Differentialgleichungen. Es be- 
zeichnet D die exakte Lösung der Differentialgleichung, A die exakte Lösung der 
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Differenzengleichung, N die numerische Lösung der Differenzengleichung. Weiter 
heißt (D— A) der „Verstümmelungsfehler“, (A— N) der ‚numerische Fehler“. 
Das Problem heißt für ein vorgegebenes Differenzenschema konvergent, wenn 
(D— A) bei genügender Verfeinerung der Maschenweite beliebig klein gemacht 
werden kann, es heißt stabil, wenn die Fehlerfortpflanzung so erfolgt, daß (A— N) 
beliebig klein gemacht werden kann. Wenn Konvergenz und Stabilität besteht, 
kann (D— N) beliebig klein gemacht werden. Die Untersuchungen beschränken 
sich im wesentlichen auf die Frage der Stabilität bei Anfangswertproblemen bzw. 
Anfangsrandwertproblemen hyperbolischer und parabolischer Gleichungen. — 
Für das Anfangs-Randwertproblem der Wärmeleitungsgl. platt = yp/dx? mit 
den Maschenweiten At, Ax ergibt sich die Stabilitätsbedingung At'Ax? <1/2, für 
die eindimensionale Wellengl. op/et? = &%p/0x? die Stabilitätsbedingung 
At/Ax <1. Die Bedingungen werden nach einem auf J.v. Neumann zurück- 
gehenden Verfahren gewonnen, indem man die Anfangsfehler in eine endliche tri- 
gonometrische Reihe entwickelt; aus der Änderung ihrer Koeffizienten während 
der folgenden Schritte läßt sich die Fehlerfortpflanzung ermitteln. Die Ausdehnung 
der Untersuchungen auf lineare Gln. höherer Ordnung, mehrere unabhängige Ver- 
änderliche, GIn. mit variablen Koeffizienten und endlich auch auf nichtlineare 
Probleme wird angedeutet. Im zweiten Teil der Arbeit wird als Zahlenbeispiel die 
Wärmeleitungsgl. unter den Anfangs- und Randbedingungen 


0<r<1, t>0, 0,)=o(l,)=0, (2,0) =1 


ausführlich behandelt. Es werden verschiedene Differenzenschemata (Maschen- 
verhältnisse und -Größen, auch im unstabilen Fall) verwandt und die verschiedenen 
numerischen Lösungen (N) mit der strengen Lösung der Differentialgleichung (D), 
sowie der Differenzengl. (A) verglichen. Verff. ziehen aus diesen Ergebnissen den 
Schluß, daß der ‚‚Verstümmelungsfehler‘‘ den ‚„‚numerischen Fehler‘ oft übertreffen 
kann. Fritz Reutter. 


Nikolaev, P. V.: Über die Ordnung der Basiskurven eines Nomogramms. Do- 
klady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 353—354 (1951) [Russisch ]. 

In Fortsetzung einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 38, 283) wird vom Verf. ein 
Zusammenhang behandelt zwischen der Ordnung der Basis in bezug auf eine Ver- 
änderliche t, in einem Nomogramm für die algebraische M-Funktion F(t,, ty, t;) = 0 
und der Dimension dieser Gleichung in t, in dem Fall, wo die vorgelegte Funktion 
einen A-Multiplikator zuläßt, der die Veränderliche t, enthält. Verf. führt dann 
die beiden Sätze an: (1) Die Dimension in t, (und in t,) der M-Funktion 
F(t,,t3, 13) = 0, die den A-Multiplikator wz(t,,t,) zuläßt, ist gleich der Ordnung 
der gemeinsamen Basen für t, und t,. (2) Die Dimension der Gleichung F(t,,ty,t3) = 0, 
die den A-Multiplikator %, (kg, 3), Waltz; t), Yalty, ft) zuläßt, ist in jeder der Ver- 
änderlichen um eins kleiner als die Ordnung der für alle diese Veränderlichen ge- 
meinsamen Basis. Rudolf Ludwig. 


Vietoris, L.: Zum Gebrauch des harmonischen Analysators von Mader-Ott. Z. 
angew. Math. Mech. 31, 179—181 (1951). 

Wenn eine Periode einer zu analysierenden Funktion als Kurve gegeben ist, 
lassen sich nach einem vom Ref. angegebenen Verfahren auch solche Fourierkoeffi- 
zienten bestimmen, für welche keine (sonst vorauszusetzenden) Zahnräder vorhanden 
sind. Es wird gezeigt, daß man durch kongruentes Umzeichnen der Kurve den Weg 
wesentlich abkürzen kann, den der Fahrstift des Analysators zu beschreiben hat. 
Ferner läßt sich die Anzahl der nötigen Umfahrungen der Figur bei gewissen Perioden- 
längen auf die Hälfte herabdrücken. Die bei dem betreffenden Verfahren nicht 
direkt zugänglichen Koeffizienten a, und b, lassen sich mit zwei zusätzlichen Um- 
fahrungen bestimmen. Evert Johannes N yström. 


3 
134 | | 

Jänossy, L.: Search for periodieities. Acta phys. Acad. Sei. Hungar. 1, 36—55 
und russische Zusammenfassg. 55 (1951). 

Von den zahlreichen ‚„‚Exhaustionsmethoden‘‘ der Periodenanalyse werden die 
Autokorrelationsmethode von Fuhrich und die Integrationsmethode von Kry- 
loff-Schmidt betrachtet und in bezug auf ihre praktische Anwendungsfähigkeit 
miteinander verglichen. Verf. lehnt die Fuhrichsche Methode ab, da der Arbeits- 
aufwand zur Isolierung einer einzigen Periode bereits den einer vollständigen Fourier- 

schen Analyse übersteigt. Er gibt einer Abart der Kryloff-Schmidt-Methode den 
Vorzug, in der die Iteration der gegebenen Funktion nicht durch Integration, sondern 
durch wiederholte Summationen bewirkt wird. Karl Stumpff. 

Miroux, Jean: Appareil pour P&tude analogique des regimes transitoires, en 
partienlier dans le cas des &changes thermiques. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1899 — 
1901 (1951). 

Gill, S.: The diagnosis of mistakes in programmes on the EDSAC. Proc. roy. 
Soc. London, Ser. A 206, 538—554 (1951). | 4 

Hartree, D. R.: Automatische Rechenmaschinen. Z. angew. Math. Mech. 31, 
1—12 (1951). 

Der Aufsatz gibt eine kurze, zusammenfassende Übersicht des Gebietes der | 
programmgesteuerten digitalen Rechenautomaten. In seiner gewohnt meister- 
haften Darstellung vereinigt Verf. eine kurze historische Einführung, einige all- 
gemeine Gesichtspunkte des programmgesteuerten Rechnens, und eine große An- 
zahl spezieller Angaben und Beschreibungen zu einer überaus lehrreichen Zu- 
sammenfassung. — Als Beispiel einer Maschine wird die EDSAC (Cambridge, Eng- 
land) ausführlicher beschrieben. Dabei ist auch das Verfahren der Rechenplanferti- 

gung erläutert, unter Berücksichtigung des wichtigen Prinzips der arithmetischen 
f 
| 
| 


Veränderung der Befehle. — Die Arbeit ist durch einige Literaturhinweise ergänzt. 
— Die sorgfältige und zweckmäßige Übersetzung des Artikels und insbesondere der 
zahlreichen, in der deutschen Sprache neu zu schaffenden Fachausdrücke durch 
Dreyer und Knothe verdient Anerkennung. Ambros P. Speiser. 

Forrester, Jay W.: Digital information storage in three dimensions using ma- 
gnetie eores. J. appl. Phys. 22, 44—48 (1951). 4 

Einige neuere magnetisierbare Werkstoffe (z. B. Deltamax der Allegheny Ludlum 
Steel Corporation) sind durch Hystereseschleifen gekennzeichnet, deren Äste im 
mittleren Teil so steil sind, daß sie praktisch senkrecht zur 9-Achse stehen. Die 
beiden extremen magnetischen Induktionen lassen sich zum Darstellen der beiden 
Ziffern des Dualsystems benutzen. Die Steilheit der Hystereseschleife ermöglicht 
die Wahl einer Magnetisierungsfeldstärke H, bei der praktisch keine Änderung der 
magnetischen Induktion erfolgt, während die Anwendung der Feldstärke 2 H in 
passender Richtung die magnetische Induktion von einem Extrem ins andere 
springen läßt. Es werden zwei- und dreidimensionale Anordnungen von Ring- | 
spulen mit Kernen der genannten Hystereseeigenschaft besprochen, die sich zum 
Speichern von Dualzahlen eignen. Praktische Speicher liegen noch nicht vor. Die 
zur Änderung der magnetischen Induktion benötigte Schaltzeit kann noch nicht 
mit den Schaltzeiten bereits gebauter elektronischer Rechenmaschinen konkurrieren. 
Eine Ausdehnung der Untersuchungen wird angekündigt. Hans Bückner. 

Adam, A., 0. P. Fuchs und H. Kottas: Elektronik und Statistik. Mitteil.-Bl. 
math. Statistik 3, 1—14 (1951). 

Es ist von Bedeutung, statistische Vorgänge physikalisch nachzubilden. Dazu 
erscheinen besonders elektronische Rechengeräte geeignet, welche „Stochastomaten“ 
genannt werden (Fuchs). Um die maschinelle Auswertung eines sequential Testes 
für den Fall einer Qualitätskontrolle anzudeuten, wird das Verfahren von Wald 
als Irrfahrtenaufgabe gedeutet (Problem der Erstpassagen) und eine entsprechende 
Differenzengleichung aufgestellt, welche als Gleichung des ‚‚defekten Galtonbrettes® 
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bezeichnet wird. (Vgl. Polya, dies. Zbl. 32, 41; Robinson, dies. Zbl. 32, 42; 
Feller, An introduction to probability theory and its applications, Band I, New 
York—London 1950, 300ff.; dies. Zbl. 39, 132.) An einem numerischen Beispiel 
wird kurz der Rechengang erläutert. (Die Vorschrift auf 8.7 „wenn —h, +sy> 
x >h,+sy“ ist zu ersetzen durch ‚wenn x > h,+sy oder —_hh+sy>x“. 
Ebenda, vorletzte drei Zeilen, einige Druckungenauigkeiten) (Adam). Im letzten 
Teil werden die Konstruktionselemente eines Stochastomaten beschrieben (K ottas). 
Leo Schmetterer. 

Carrus, Pierre A. and Charlotte @. Treuenfels: Tables of roots and incomplete 
integrals of assoeiated Legendre functions of fraetional orders. J. Math. Physics 29, 
282—299 (1951). 

Tafel I enthält die ersten fünfzig Wurzeln ., der Gleichung P/, (cos O,) = 0 
für ©, = 90° (5°) 175° (Pi, zugeordnete Kugelfunktionen der Ordnung 1). Die 
Berechnung der ersten Nullstellen (Ordnung % klein) erfolgt durch direkte alge- 
braische Lösung der gegebenen Gleichung, was mit zunehmendem ©, immer schwie- 
riger wird. Für größere Werte von %k wird die asymptotische Entwicklung 
von u nach B. Pal [Bull. Calcutta math. Soc. 9, 85 (1918)] herangezogen. Es 
werden fünf gültige Ziffern angegeben bis auf die ersten Nullstellen bei größeren 
O,-Werten, die weniger Stellen aufweisen. — In Tafel II findet man die ersten 


fünfzig Wurzeln der Gleichung 5 Pi, (cos on —0 für ©, = 90° (5°) 130° 


mit fünf gültigen Ziffern. Nach einigen Umformungen erfolgt die Berechnung für 
kleine k-Werte wieder direkt, während für große Werte asymptotische Ausdrücke 


benützt werden. Die berücksichtigte Gliederzahl erlaubte nur eine Berechnung 
0 


bis ©, — 130° einschließlich. — Tafel IIT enthält [ [PL(a)]? dx mit x, — cos, 


%o 
für ©, = 95° (5°) 145° für alle in Tafel I angegebenen n = u,, Tafel IV diejenigen 


Werte fürn =», aus Tafel II mit ©, = 95° (5°) 130°. — In Tafel V ist das Integral 
i 


1} [P,(z)® d& für n = 0 (0,05) 1 mit zweiten Differenzen zur Interpolation hin- 
Ö 


sichtlich rn tabelliert. Für n >1 kann dieses Integral rekursiv aus den tabellierten 
Werten ermittelt werden. Mit den Tafeln III und V bzw. IV und V kann man dann 


1 
das Integral [ [Pi (z)Pdx mit n= u, oder n =», wie in der Arbeit näher 


ausgeführt ist, berechnen. Die Integrale in Tafel III, IV u. V sind mit 4 bis 5 gültigen 
Ziffern angegeben. Heinz Unger. 

e Peters, J.: Sechsstellige Werte der Kreis- und Evolventen-Funktionen von 
Hundertstel zu Hundertstel des Grades nebst einigen Hilfstafeln für die Zahnradtechnik. 
Herausgeber: Köllmann-Werke A.-G. Berlin u. Bonn: Ferd. Dümmlers Verlag 
1951. 2. Aufl. VIIL, 222 S. Leinen. DM 28,—. 


Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 


Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


e Munroe, M. E.: Theory of probability. New York - Toronto - London: 
McGraw-Hill Book Comp. Inc. 1951. VIII, 213 p. $ 4,50. 

Das Buch gibt einen guten Überblick über die zuerst von Kolmogoroff (Grund- 
begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Berlin 1933; dies. Zbl. %, 216) gegebene 
Begründung der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die Wahrscheinlichkeit wird als 
additive Mengenfunktion erklärt. Eine ausführliche lehrbuchartige Darstellung 
liegt bereits in dem Buch von Cramer „Mathematical Methods of Statisties“ 


.136 


(Princeton 1946) vor. Die Darstellung von Munroe ist elementarer gehalten. Sie setzt 
nur die üblichen Kenntnisse aus der Differential- und Integralrechnung voraus. Die 
allgemeinen Sätze der Theorie, bei denen das Lebesgue-Stieltjessche Integral heran- 
gezogen werden muß, werden durch elementare Beispiele belegt. Es wird dabei 


aber jedesmal auf die weitergehenden Anforderungen der modernen Analysis hin- _ | 


gewiesen, ohne daß jedoch die Beweise vollständig durchgeführt werden. Das 
Schwergewicht der Darstellung liegt also mehr auf der formalen Seite der modernen 
Theorie. Darin liegt aber gerade der Reiz der vorliegenden sehr klar geschriebenen 
Darstellung. Man bekommt schnell einen Überblick über die moderne Theorie, 
ohne erst alle abstrakten Überlegungen im einzelnen verfolgen zu müssen. Der 
Inhalt wird durch eine große Fülle von gut ausgewählten Beispielen belebt. — Nach 
einem elementar gehaltenen Kapitel über Permutationen und Kombinationen wird 
die Definition der Wahrscheinlichkeit im Kolmogoroffschen Sinne gegeben und 
dabei gleichzeitig der auch im folgenden viel benutzte Begriff der stochastischen 
Variablen eingeführt. Es folgen allgemeine Sätze über Verteilungsfunktionen und 
insbesondere über die Bernoullische Verteilung. Der letzte Teil befaßt sich mit den 
wichtigen Grenzwertsätzen. Es werden ein allgemeiner Grenzwertsatz, die Poissonsche 
Verteilung, die Gesetze der großen Zahlen und das Gesetz der iterierten Logarithmen 
behandelt. Kurt Schröder. 

Bass, Jean: Ftude g6eometrique du probleme de la compatibilite des lois de 
probabilites. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 593—595 (1951). 

Voir ce Zbl. 37, 362. Application de la methode de Karhunen. Cas ou X, Y,Z 
prennent respeetivement n,n’ et n’ valeurs (n fini). Cas partieuiern=n’=n"=2. 

Albert Sade. 

Dieulefait, €. E.: Über quadratische Formen in Zufallsveränderlichen. An. 
Soc. ci. Argentina 151, 167—172 (1951) [Spanisch]. 

Expository paper, dealing with the distribution of quadratice forms in variables 
which are distributed according to a multivariate normal law. Stefan Vajda. 

Mauldon, J. G.: Random division of an interval. Proc. Cambridge philos. Soc. 
47, 331—336 (1951). 

Verf. stellt die Stichprobenverteilung und die erzeugende Funktion der Momente 
für die Summe } der Längen der k größten von n Intervallen auf, die dadurch ent- 
stehen, daß dem Intervall (0,1) an — 1 Punkte 2,(j=1,2,...,n —1) unabhängig 
voneinander nach dem Zufall entnommen werden, wobei jedes x, der Gleichvertei- 
ne dF = dx, (0 <x, <1) folgt. Für die Verteilungsfunktion F(A) ergibt sich 

abei: 
(1) F%Ü)=0 A Skin), FA)=N(- 1 Pp1C,(pA— kr (kn <i <I). 
wobei 0, = ae ee NT 
kp —k) (nn —-D!p—k)k! 
für die kA<p<n gilt, während die erzeugende Funktion der Momente durch 


(2) B {a Ay) = mi) nr I ee 


j-k+1 
gegeben wird. Die sich aus (1) für k = 1 ergebende Verteilungsfunktion wird mit 
der von R. A. Fisher [Proc. roy. Soc. London, Ser. A 125, 54-59 (1929)] für diesen 
Fall aufgestellten Verteilungsfunktion verglichen und 1 — F(}) noch in einer anderen 
Form dargestellt. Georg Friede. 

Baticle, Edgar: Sur la probabilit6 des itörations dans le schöma de Bernoulli. 
C. r. Acad. Sci., Paris 232, 472—473 (1951). 

Es wird die Wahrscheinlichkeit &% dafür bestimmt, daß in einer Reihe von 
n Ziehungen (ohne Wiedereinsetzung) aus einer Urne mit m (a weißen + bschwarzen) 
Kugeln genau k Folgen von mindestens x nacheinanderfolgenden weißen Ziehungen 
vorkommen. Esist @ = I (— 1)" Ok4n 45”, wo A=(CkZ1, 1 a0! „pr! 


p=1-q=alm. 2 Bruno de Finetti. 


und über alle p zu summieren ist, 


’ 


137. 
- Bower, Julia W.: An application of determinants to the probability of mated 
pairs. Amer. math. Monthly 58, 238—244 (1951). 

L’A. traite le probleme des rencontres [R. deMontmort, Essaid’Analyse, 1708, 
p- 132—141] par la methode de Weyrauch [J. reine angew. Math. 74, 273—276 
(1872)]. Mais la maniere de caleuler le determinant: a, A) 
est differente: Si T, est la valeur de ce determinant, il est montre que: 185 Den 
n(T,+ T,_ı), ee qui est l’&quation aux differences de la sous-factorielle. Rappel 
de la formule asymptotique (n >10). Bref historique. Albert Sade. 

Freudenthal, Hans: Das Petersburger Problem im Hinblick auf Grenzwertsätze 
der Wahrscheinliehkeitsrecehnung. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburts- 
tag, 184—192 (1951). 

Das Petersburger Spiel wird hier — offenbar in Unkenntnis der in dies. Zbl. 39, 
349, 2. Referat besprochenen Arbeit von Steinhaus und der dort zitierten Arbeit 
von Feller — im negativen Sinne analysiert. Es wird nämlich gezeigt, daß, wenn 
die heikle Frage des Spieleinsatzes — also gerade das eigentliche Problem — durch 
Symmetrisierung des Spiels zwischen Spieler und Spielgeber ausgeschaltet wird, 
folgende ‚‚die gefühlsmäßige Abneigung gegen solche Spiele klärende‘“ Tatsache 
besteht. Der Erwartungswert der — nun positiv und negativ zu nehmenden — 
Gewinne beim Petersburger Spiel ist dem (und nur dem) Cauchyschen Haupt- 
werte nach zwar vorhanden und gleich Null. Die beim unbegrenzten Spiel sich 
zeigenden Mittelwerte dieser Gewinne (und Verluste) streben aber der Wahrscheinlich- 
keit nach, kurz schwach, nicht gegen Null und somit überhaupt nicht gegen 
irgendeinen Grenzwert. — Die Note ist zitatenfrei. Es muß also bemerkt werden, 
daß dieim zweiten Teil abgeleiteten notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
für die schwache Konvergenz der Mittelwerte einer Folge von unabhängigen, 
identisch verteilten Zufallsveränderlichen bekannt sind. Sie stammen von Kol- 
mogoroff. Tibor Szentmärtony. 

Varoli, Giuseppe: Ancora sulla probalibitä. La legge dei grandi numeri. Pe- 
riodico Mat., IV. Ser. 29, 1—10 (1951). 

Elementare Betrachtungen über das ‚Gesetz der großen Zahlen‘ und ins- 
besondere Bemerkungen, betreffend den Standpunkt von C. Gini (s. z. B. dies. 
Zbl. 34, 71), der die Wahrscheinlichkeit grundsätzlich mit der Häufigkeit identifi- 
ziert. Bruno de Finetti. 

Cassels, J. W. S.: An extension of the law of the iterated logarithm. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 47, 55—64 (1951). 

Verf. beweist folgenden Satz: Es sei Yy, Ya - : - Ya; - ; . eine Folge von unab- 
hängigen Zufallsvariabeln mit der stetigen Wahrscheinlichkeitsfunktion D(y). Es 
sei für alle a<b Ff,(a,b) die Anzahl der y,...,yn für de a<y<sb, 
RS =F% (a,b) — N {D(b) — D(a)},Sy= RX (a, b)/N!!2 log log!!? N, w(y) = 
(2y(1— y))!2 (y< 1); dann ist fast immer 


(1) lim Sy (a, b) = w {D(b) — D(a)}, lim Sy = — w{D(b) — D(a)}. 
N N 


Daß (1) fast immer gilt für festes «a, b, ist der Inhalt des Satzes der iterierten Log- 
arithmen. Jetzt wird aber behauptet, daß die Wahrscheinlichkeit, daß (1) fürirgend- 
welche a, b falsch ist, Null ist. Der Beweis von (1) benützt die Überlegungen des 
Beweises für den Satz der iterierten Logarithmen, deren Grundgedanken in einer 
einleitenden Skizze sehr klar herausgearbeitet werden, und die Methoden, welche 
der Verf. in einigen Arbeiten über diophantische Approximationen (dies. Zbl. 35, 319) 
benützt hatte. Edm. Hlawka. 

Foster, F. 6.: Markoff chains with an enumerable number of states and a 
elass of eascade processes. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 77—85 (1951). 

If &, (= 0,1,...)is a sequence of random variables, each of which can have 
one of the values e, j=1,2,...) and p,, is the probability that 5,,, = e, when 


&,=e, (P;, being independent of n and of &, when i <n), then probabilities p%; 
for &,=e, when &, = e, can recurrently be defined. Kolmogoroff has proved 


& ” ” ” * . 
that lim 2 5 pi; =n,, exists for all i,j. The system is called (i) dissipative, 
n= 0 r=1i { ey 
(ii) semi-dissipative or (iii) non-dissipative, according as to whether () m,,;,=0 


o ... &© 
for alli,j, (ü)n,,;,$ 0 but N n,, <1 for some k, or (iii) 3 I; 1 forsallgie 
i=1 ne 


— Writing x for a vector (&,...,%,...) and A for the matrix [?,,], the author 
proves the following theorem: The system is dissipative if and only if no vector x 
exists such that Ax= x. He then derives sufficient conditions for the system 
to benon-dissipative and for it to be „‚quasi-finite“, i. e. such that it is non-dissipative, 
that there are only a finite number of linearly independent Eigen-vectors for the 
Eigen-value A —= 1 of A and that there are only a finite number of Eigen-values A 
with || = 1. Finally, he studies a generalised cascade process defined by 9,, > 0, 
oo 


Y 2,;=1, Po = 1 (interpretation: a zero population cannot reproduce) and 


20; > 0 for each j. Inter alia, he shows that there is always a finite probability 

that the population dies out (described by lim p9,; >0 for all j) and that ultimate 
n=00 \ 

extinetion is almost certain, if A is non-dissipative. - Stefan Vajda. 

Ledermann, Walter: Corrigendum to the paper: On the asymptotie probability 
distribution for certain Markoff processes. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 626 

1951). 

Bartlett, M. S. and David G. Kendall: On the use of the eharaeteristie funce- 
tional in the analysis of some stochastie processes oceurring in physies and biology. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 65—76 (1951). 

Die Energie der Abkömmlinge eines (positiven oder negativen) Elektrons oder 
Photons in den kosmischen Strahlen zeigt als Zufallsfunktion der Eindringungstiefe 
gewisse Ähnlichkeit mit dem Alter x der Abkömmlinge eines Individuums innerhalb 
einer biologischen Gesamtheit im Ablauf der Zeit i. Verff. haben die Verteilung des 
letzten bei gewissen Einschränkungen neulich mit verschiedenen Methoden be- 
handelt. Hier geben sie die Ergänzungen an, welche die Altersverteilung allgemeiner 
und die Energieverteilung sachgemäß zu behandeln gestattet. Und zwar mit Hilfe 
des vom zweitgenannten Verf. 1949 verwendeten charakteristischen Funk- 
tionals C[w,0(x);t], welches — von den Verff. etwas abweichend — mit 
Ehwt exp f(x) d„N (8, dl} bezeichnet werden kann. In diesem Erwartungs- 
wert ist 2= 1 oder 0 zu setzen, je nachdem der Urahn lebt oder nicht lebt, (x) 
bezeichnet eine zweckmäßig zu wählende Argumentfunktion und N (x, t) ist die 
Anzahl jener im Zeitpunkt t noch lebenden Abkömmlinge, deren Alter unter x 
bleibt. Bei Abstufung in Altersklassen {x, <x<y,4_ı und 0(2) =6, bzw. 
DO inz,<x<y, bzw. sonst, liefert z.B. O[w, 0,,...,0,;t] einerseits die Wahr- 
scheinlichkeiten erzeugende Funktion von /, andererseits die charakteristische 
Funktion der Verbindungsverteilung der k Individuenzahlen N (y„t) — N (x, t) 
in den Altersklassen. Die Integralgleichungen, welchen die charakteristischen Funk- 
tionale der Alters- bzw. Energieverteilung genügen, werden aufgestellt. Abschließend 
wird bemerkt, daß der Begriff des charakteristischen Funktionals 1947 von Bochner 
(dies. Zbl. 29, 368) allgemein und von Le Cam (dies. Zbl.29, 62) in einem Sonder- 
fall eingeführt wurde und mannigfache Anwendungen gestattet. 

k Tibor Szentmärtony. 

Levitan, B. M.: Über eine Klasse von Lösungen der Kolmogorov-Smoluchovski- 
schen Gleichung. Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 2, 145—146 (1951) [Russisch]. 

Huron, Roger: Sur la repartition des d6cimales de rang donn6 dans les tables 
numeriques. C. r. Acad. Sei., Paris 232, 299—301 (1951). 
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Gegeben sind in dem Intervall a <x <b an den gleichabständigen Stütz- 
Belt ner gr mit 02, (a, = a, a, —= b) die Funktionswerte einer 
Funktion f(x), die in diesem Bereich als stetig, monoton wachsend und positiv an- 
genommen wird. Gefragt ist nach der Verteilung der Dezimalen einer bestimmten 
Ordnung i in einer derartigen Tafel. Zur Berechnung des arithmetischen Mittels 

N N 
m — lim nr es [10° f(a,)] — 10 2) Kos Fa) ([A] bedeutet: ganzzahliger 
- = 


N 00 
Bestandteil der positiven Zahl A) werden zwei Wege angegeben, nach denen man 


bei einfachen Funktionen wie x, Ve, Vz, log x, ete. m schnell berechnen kann. 
Bei genügend großen Werten von i und b liegt m in der Nähe von 4,5. Am Beispiel 
des Logarithmus wird m mit beiden Formeln zu 4,69 ermittelt in guter Überein- 
stimmung mit dem in der Tafel tatsächlich auftretenden Wert. — Weiter wird die 
Frequenz f, untersucht, mit der eine bestimmte Ziffer 2 (0,1,2,...,9) bei den 
Dezimalen einer bestimmten Ordnung i auftritt. Zur Ermittlung von f, wird ein 
allgemeiner Ausdruck angegeben und die Auswertung am Beispiel des Logarithmus 
durchgeführt. Heinz Unger. 


Statistik: 


© Gebelein, H. und H.-J. Heite: Statistische Urteilsbildung. Geleitwort von 
C. Moneorps. Berlin-Göttingen-Heidelberg: Springer-Verlag 1951. XVI, 192 8. 
DM 15,60. 


Diese Gemeinschaftsarbeit eines Mathematikers und eines Arztes ist das dritte in der Nach- 
kriegszeit in Deutschland erschienene Einführungsbuch in die mathematische Statistik, speziell 
für Mediziner und Biologen. Vorausgegangen sind die Bücher von Erna Weber, Grundriß der 
biologischen Statistik, Jena 1948, und H. Hosemann, Die Grundlagen der statistischen Me- 
thoden für Mediziner und Biologen, Stuttgart 1949. 20 ausführlich behandelte Beispiele aus den 
verschiedensten Gebieten der klinischen und experimentellen Medizin dienen zur Veranschau- 
lichung der theoretischen Ausführungen. — In üblicher Weise werden zunächst die Häufigkeits- 
verteilungen und wichtige, sie kennzeichnende Maße gebracht sowie arbeitssparende Rechen- 
schemata hierfür gezeigt. Durch das Verfahren der gleitenden Durchschnitte, angewandt auf 
die Häufigkeitsverteilung, wird eine pädagogisch recht brauchbare Überleitung zur Normal- 
verteilung gewonnen. Auf letztere wird ausführlicher eingegangen (normierte Gaußsche Ver- 
teilung; Darstellung im Wahrscheinlichkeitsnetz u. ä.). Da die schiefsymmetrischen Verteilungen 
aus Biologie und Medizin gewöhnlich annähernd symmetrisch werden, wenn man die Logarithmen 
der gemessenen Größen als Abszissen aufträgt, wird anschließend ausführlich auf die „Normal- 
verteilungen zweiter Art“ eingegangen. Ihre explizite Form ist: 

1 ( 1 ) +(1/2e? s®)In(1+cz) 

$ V?er 1-+ecz, 

Sie kann auf die einfache Grundform e ” mit z = In x zurückgeführt werden. — In einem kurzen 
Kapitel wird die Methode der Verwendung gleitender Durchschnitte auf folgende zwei Probleme 
angewandt: a) Berechnung der Schwankung bei Toxititätsbestimmungen — etwa bei der Ver- 
abreichung von tödlichen Dosen von Strophantin an Versuchstiere —, b) Herausarbeitung eines 
Trends aus nicht äquidistanten streuenden Beobachtungswerten. — Beginnend ab S. 63 wird 
der Begriff der Korrelation, das Korrelationsdiagramm und der gewöhnliche Korrelationskoeffi- 
zient sowie das von Zeitreihen her bekannte lag-Problem erläutert, und zwar entsprechend der 
Grundtendenz des Buches, anschaulich an mehreren Beispielen. Daran anschließend wird auf 
die Korrelation zwischen 3 Beobachtungsreihen eingegangen. Als Spezialfall wird die Bernoulli- 
sche Korrelation besprochen, bei der für jedes Merkmal nur zwei Möglichkeiten bestehen. Da 
sich in der Praxis ein solcher Entscheid oft nicht treffen läßt, wird jedoch hauptsächlich die 
Aufgliederung nach 3 Klassen, z. B. für die Untersuchung über die Begabung von Eltern einer- 
seits und ihren Kindern andererseits behandelt. Dieser zweite Hauptabschnitt des Buches wird. 
mit Ausführungen über zweiparametrige Normalverteilungen erster und zweiter Art und die 
bei ihnen zwischen den verschiedenen Merkmalen bestehenden Korrelationszusammenhänge ab- 
geschlossen. — Im dritten Teil (S. 126—184) steht die Methode der Prüffunktionen im Vorder- 
grund. An Hand einer größeren Zahl verschiedener Prüfverfahren wird dem Leser gezeigt, daß 
bei der statistischen Arbeit in der Wahl der Mittel eine gewisse Freizügigkeit besteht. Das 
spezielle Kapitel über Prüffunktionen ist folgendermaßen unterteilt: a) Mittelwert x; b) Streu- 
ung o; c) Anwendung der y?-Funktion zur Fehlerbeurteilung an Hand von Doppel- und Mehr- 


h(z) = 


2? 
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fachbestimmungen; d) Prüfgröße «/o; e) Anwendung der t-Funktion auf die sogenannte ‚„‚signi- 
fikante Differenz“; f) Prüfgröße o,/o,. — Es schließen sich Ausführungen über die drei kombina- 
torischen statistischen Schlüsse — Inklusions-, Repräsentations- und Transponierungsschluß — 
sowie über die Vertrauens- und Mutungsgrenzen an. Das letzte Kapitel behandelt Verfahren zur 
Behandlung einer sehr geringen Korrelation: Prüfung eines Einzelfeldes, Prüfung zweier Felder 
(Differenzprobe nach E. Weber), Prüfung der Felder auf einer Diagonalen (nach v. Schelling), 
gleichzeitige Prüfung sämtlicher Felder der Korrelationstabelle, Zusammenhang mit der Lexis- 
schen Dispersionstheorie. Eine Tabelle für e® und eine Wurzeltafel sowie ein detailliertes Sach- 
verzeichnis sind beigefügt. Das Buch kann über seinen speziellen Zweck hinaus allgemein als 
eine gute Rinführung in wichtige Teilgebiete der modernen mathematischen Statistik angesehen 
werden. Hans Kellerer. 


Hotelling, Harold: The impaet of R. A. Fisher on statisties. J. Amer. statist. 
Assoc. 46, 35—46 (1951). 

Youden, W. J.: The Fisherian revolution in methods of experimentation. J. 
Amer. statist. Assoc. 46, 47—50 (1951). 

Mather, Kenneth: R. A. Fisher’s statistieal methods for research workers. 
An appreeiation. J. Amer. statist. Assoc. 46, 51—54 (1951). 

Graf, Ulrieh und Hans-Joachim Henning: Eine Reliefdarstellung der Fisher- 
schen F-Verteilung. Mitteil.-Bl. math. Statistik 3, 30 (1951). 

Gumbel, E. J. and J. Arthur Greenwood: Table of the asymptotie distribution 
of the seeond extreme. Ann. math. Statistics 22, 121—124 (1951). 

Der m.-größte Wert x,, einer der Normalverteilung f(x) = F’(x) entnommenen 
n-gliedrigen Stichprobe folgt bekanntlich [E. J. Gumbel: Ann. Inst. Henri Poin- 
care 5, 115—158 (1935); dies. Zbl. 11, 361] für n — oo der asymptotischen Ver- 
teilung 

Pm (En) —= m" .&,, exp a M Ym m eY/m)/I'(m) 


mit Fü, =1- min a, =n:Mun)M Ym = &m (Cm — Um). Verf. tabuliert 
die daraus resultierende kumulative Verteilungsfunktion von x,,, 
oo 


Dil) f ar Le? de/I(m)=1—J (Ym e- Um, m — 1) 
m.e” Ym 
für m = 2 mittels Interpolation in K. Pearsons Tables of the incomplete Gamma 
function, 2. Aufl., Cambridge 1946: 5-stellige Werte von ®, für 9, = — 1,9; 
— 1,90; ....56,45. Maria-Pia Geppert. 


Pearson, E. S. and Maxine Merrington: Tables of the 5% and 0,5%, points 
of Pearson curves (with argument P, and ß,) expressed in standard measure. Bio- 
metrika 38, 4—10 (1951). 

Camp, Burton H.: Approximation to the point binomial. Ann. math. Sta- 
tistics 22, 130—131 (1951). 

Krull, Wolfgang: Zur Korrelationstheorie zweidimensionaler Merkmale. Mit- 
teil.-Bl. math. Statistik 3, 15—29 (1951). 

Let two sets of points (P,.-., Pın) and (Pas. ., Pan) on twoindependent 
planes be given and let the coordinates of P,, be (a, ,, d,,) and those of P,, (Qg7, Ay,)- 
We assume that the origins of the coordinates lie, in both planes, in the centres 
of gravity of the points. The author constructs K (x, x) = 5 5 09;.%;%, where 

N He 
Ge N 0,4; (,k=1,2,3,4). The concepts of ordinary correlation 
theory are then generalised to the present case by making use of the matrix and 
submatrices of K(x,x) and of their latent roots. In particular, the author uses 
generalisations of the coefficient of alienation [i.e. (1 — r2)!, where r is the coeffi- 
cient of correlation] and exhibits their statistical meaning. Stefan Vajda 

Ghosh, Birendranath: Some exponential forms for topographi i 

anath: ntia ie eorrelation. 
Sankhya 11, 29—36 (1951). an 
After a historical introduction, the author constructs a function of n varlables 
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such that the correlation between two points separated by a vector of components 
EX. =eil}2,..,R) is. ofıthe.form 


n M; 
Ip exp (- h, 1X.) 


Van 


” . . Ni - ” * 
with p,, positive, = P,;= 1 and h,, positive. This model represents a stationary 
7 = 


stochastie process with spectral density „ll nee For n=2, the 
u 2 j] i ij 


„degenerate“ case M) = M,=1 is examined in some detail. Stefan Vajda. 

Sekar, C. Chandra: A theorem on the correlation coefficient for samples of 
three when the variables are independent. Ann. math. Statistics 22, 132—133 (1951). 

Spurr, William A.: A shorteut measure of correlation. J. Amer. statist. Assoc. 
46, 89—94 (1951). 

Lindley, D. V.: A regression problem. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 337— 
‚346 (1951). 

Mit der vorliegenden Arbeit vervollständigt Verf. die von E. Fix [Proc. Ber. 
keley Sympos. math. Statist. and Probability (August, 1945 and January, 1946) 
7991 (1949)] gegebene Lösung des folgenden auf Ragnar Frisch zurückgehenden, 
in der Literatur mehrfach behandelten Problems der Regressionstheorie. Es seien 
'&,n, u und v vier Zufallsvariable, die über einer Menge X mit dem Wahrscheinlich- 
keitsfeld (F, p) definiert sind, und es existiere der Erwartungswert E(n). Zwischen 
n und & bestehe lineare Regression, d.h. es sei Es(,) = y&-+ ö, wobei y und ö 
reelle Konstante sind. Werden nun durch =&+u und y=n-+ v zwei neue 
Variable definiert, so erhebt sich die Frage nach den Bedingungen, unter denen die 
Regression von y in bezug auf x ebenfalls linear ist, unter denen also gilt: (1) 
E,(y)=cx-+d, wobei c und d Konstante sind. Hierzu beweist Verf.: 1. Ist 
E(n)=0, Eı«n)=y& EW)=0, E,w=0 und E.,)= Es(n), dann ist 
notwendig und hinreichend dafür, daß X (y) existiert und (1) erfüllt, daßy #, (&)=cx 
ist; die Konstante d ist dann gleich 0. — 2. Wenn E(u) und E(v) existieren, v von 
dem Paar (£, u) und u von (&, 7) unabhängig sind, dann ist notwendig und hinrei- 
‚chend dafür, daß (1) erfüllt wird, daß die kumulative Funktion [= log E(eitw)] 
von u gleich der mit einer Konstanten multiplizierten kumulativen Funktion von 
& ist. — 3. Sind &,u und v drei Zufallsvariable, die keine Konstanten sind, ist 
z=aE+u und y=bE+v und E(£) = E(u) = E(v) = 0, uw unabhängig von & 
und E: „(v) = 0, so ist eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
die Regression von yin bezug auf x für alle a und b linear ist, daß a) wenn a < 0 
‚oder « >0 ist, E und u stabile Verteilungen besitzen, b) wenn beide Vorzeichen 
für a zulässig sind, zusätzlich die charakteristischen Funktionen reell sind. Diese 
‘Sätze werden durch eine Reihe von Zusätzen ergänzt. Schließlich werden noch 
notwendige und hinreichende Bedingungen für den Fall angegeben, daß die Exi- 
:stenz von endlichen und von 0 verschiedenen Streuungen der Zufallsvariablen ge- 
geben ist. Georg Friede. 
x Smith, H. Fairfield: Simplified ealeulation of a linear regression. Natuie 16%, 
367 (1951). 

MeCreary, Garnet Ernest: Cost funetions for sample surveys. Iowa State College, 
-J. Sci. 25, 288—291 (1951). 

Auszug aus einer Dissertation. 

Keyfitz, Nathan: Sampling with probabilities proportional to size: adjustment 
for changes in the probabilities. J. Amer. statist. Assoc. 46, 105—109 (1951). 
Massey jr., Frank J.: The distribution of the maximum deviation between 
-two sample eumulative step funetions. Ann. math. Statistics 22, 125—128 (1951). 
Liegen zwei Zufallsstichproben mit den nach der Größe geordneten Beobach- 
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tungen 1 <<<, bw Y<y%p<<y, aus den Gesamtheiten 
mit den kontinuierlichen Verteilungsfunktionen F(x) bzw. G(x) vor und soll die 
Hypothese F(x)=G(x) getestet werden, so kann dies mit Hilfe der maximalen 
Abweichung d—= max|S,(x) — S,„(2)| geschehen. Dabei ist S,(2) = kin, 


Mm 


SS, = j/m, k die EBEN der beobachteten Werte von X, die kleiner oder gleich = 
sind und j die entsprechende Anzahl der beobachteten Werte von Y. Während die. 


Grenzverteilung von dm n|(m + n) bereits bekannt [N.Smirnov: Bull. Math. 
Univ. Moscou, Ser. internat. 2, Fasc. 2, 1—16 (1939); dies. Zbl. 23, 249; W. Feller: 
dies. Zbl. 32, 38] und tabelliert [N.Smirnov: dies. Zbl. 31, 370] ist, gibt Verf. 
in der vorliegenden Arbeit ein Iterationsverfahren zur Berechnung der exakten 
Verteilung von d für kleine Stichproben an und berechnet damit die Wahrschein- 
lichkeiten dafür, daß d Sk/n ist, wenn n=m=1,2,...,40 ur le 
ist. Georg Friede. 


Scehützenberger, Marcel Paul: Sur les rapports entre la quantite d’information 
au sens de Fisher et au sens de Wiener. C.r. Acad. Sci., Paris 232, 925—927 (1951). 

Es bezeichne x bzw. y die Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine unstetige Zufalls- 
veränderliche £ in den Teilbereich X bzw. Y ihres Merkmalraumes {Z,} mit Pr (£,) = p, 
fällt bei X NY = 0. Als Informationsmaß bezüglich einer Beobachtung © C X be- 
trachtet Verf. jedes gleichmäßig stetige Funktional H (x), welches den plausiblen 
Bedingungen H(x)=H(1—x und H(x) +1 —x)H(yll — x)) =Hl(y)+ 
(1 — y) H(xz(1 — y)-t) genügt. Es ergibt sich hieraus HA (x) = x Dlogx + (1—x)D 
log (1 — x) mit irgendeinem linearen Operator D. So führt die Wahl D—= — 02/c0° 
bzw. D= — 1/log2 zu der 1934 von R. A. Fisher bzw. 1948 von Shannon und 
Wiener eingeführten Informationsgröße — 2 p, 0?1log p,/&6° bzw. — (X p,logp,)/log2. 
Der reziproke Wert der ersten gibt bekanntlich unter bestimmten Regularitäts- 
bedingungen eine untere Grenze für die Varianz jedes erwartungstreuen Schätz- 
wertes des Verteilungsparameters 0 von £ und die zweite führt nach einer gemeinsam 
mit Ville veröffentlichten Mitteilung des Verf. [C. r. Acad. Sci., Paris 232, 206 
(1951)] zu einer unteren Schranke ‚‚der mittleren Anzahl von elementaren Beobach- 
tungen, welche zur Bestimmung eines Zustandes von £ bei einem Versuch nötig 
sind“. Zwei andere D-Wahlen dienen zur weiteren Illustration der Nützlichkeit des 
so verallgemeinerten Informationsgebriffes.. Andere Verallgemeinerungsversuche 
liegen — wie Verf. bzw. Ref. bemerkt — neuerdings von G. A. Barnard bzw. 
S. Kullback und R. A. Leibler vor. Tibor Szentmärtony. 


Schützenberger, Marcel-Paul: Une generalisation de la notion de valuation 
pour les treillis queleonques et son application aux distributions de la statistique 
quantique. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 1805—1807 (1951). 

It X+Y+Z=E eine Aufteilung des Merkmalraumes der im vorangeh. 
Ref. erwähnten Zufallsveränderlichen mit den Wahrscheinlichkeiten x, y,2 = 
1— (x + y) dafür, daß diese in X, Y, Z fällt, dann genügt das mit dem dort ein- 
geführten 7 gebildete K (z,y) = (1—2)H (x(1—2)-!), also der durch Unter- 
scheidung zwischen X und Y innerhalb X U Y erreichte Informationsgewinn, den 
beiden Funktionalgleichungen, die entstehen, wenn die Summe K(z,y+2)+ 
K (y,2) mit jenen gleichgesetzt wird, die aus ihr durch zyklische Vertauschung 
von %, y, 2 untereinander entstehen. Die Summe der Informationsgewinne hängt 
also nur von der Aufteilung von E ab und gibt somit eine Bewertung der Elemente 
des Verbandes der Aquivalenzrelationen zwischen den Wertbereichen der betrach- 
teten Zufallsveränderlichen. Diese Betrachtung wird in der vorliegenden Note, 
von einem verallgemeinerten Bewertungsbegriff ausgehend, umgekehrt, und die 
gewonnenen Ergebnisse werden auf die Verteilungen in der Quantenstatistik an- 
gewendet. Tibor Szentmärtony. 
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nie, George B. and Abraham Wald: On the fundamental lemma of Ney- 
man and Pearson. Ann. math. Statistics 22, 87—93 (1951). 

The lemma mentioned in the title concerns Borel measurable absolutely inte- 
grable functions and sets and states that if © is the class of all sets S for which 


Ste )de=c, (Ü=1,...,m) (the c, being given constants) and if S, is a set in © 
hd there exist m constants k,,...,k„ such that f„+1(2) >kı h(&) + + kyfmlx) 
when zes, and rl) Sk hl) +: + kn Er when x ” So then 


Jimıte ar Imsıte )dx for all Sin ©. The present paper proves (i) that 


ser S is Hot empty, then an S, exists satisfying the above inequality and (ii) 
that the suffieient condition given in the Lemma quoted is also necessary, under 
a mild restriction. Stefan Vajda. 


Savage, L. J.: The theory of statistical deeision. J. Amer. statist. Assoc. 46, 
55—-67. (1951). 

Exposition of the theory of games and its relation to en decisions, 
together with remarks on Wald’s book ‚Statistical decision functions“ (New York 
1950; this Zbl. 40, 364). The author suggests also a possible motivation for the 
minimax rule. Stefan Vajda. 

Ville, Jean et Marcel Paul Schützenberger: Les probl&mes de diagnostie s6- 
quentiel. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 206—207 (1951). 

Let n hypotheses A, =1,...,n) be given, grouped in » not overlapping 
sub-groups, of which an experiment determines that which contains the (unique) 
correct hypothesis. The a priori probabilities P(H,) of the hypotheses are given 
and the authors state that there exists at least one „strategy‘‘ (i. e. a system 
of subdividing the set of hypotheses still remaining at each step into v 
sub-groups) such that the average number of observations until the final 
determination of the correct hypothesis is not larger than 1 —//lg,v, and 
that for any strategy this number is not smaller than —//lg,v. Here 
= P(H)leE(A). — The statements are simple generalisations of results 


due ” E.C. Shannon [Bell Syst. techn. J. 27, 379—423 (1948)]. Stefan Vajda. 


Walter, Edward: Über einige nichtparametrische Testverfahren. Mitteil.-Bl. 
math. Statistik 3, 31—44 (1951). 

Verf. unterscheidet grundsätzlich 4 zu testende Hypothesen: 1. Unabhängig- 
keit, 2. Zufälligkeit, 3. Zweistichproben- (2 Stichproben seien Grundgesamtheiten 
mit gleicher Verteilung entnommen) und 4. Anpassungshypothese (Stichprobe sei 
einer Grundgesamtheit gegebener Verteilung entnommen) und zeigt, wie im para- 
metrischen Fall der Beschränkung auf normalverteilte Grundgesamtheiten die 


bekanntlich Student-verteilte Größe t=r Von (n — 2) )/A —r?) (r = Korrelations- 
koeffizient n-gliedriger Stichprobe), im nichtparametrischen Fall y? bei geeigneter 
Modifikation zur Prüfung aller 4 Hypothesen benutzbar ist. Ferner legt Verf. die 
Verwendbarkeit anderer bekannter für das Vierfelderschema geltender nicht- 
parametrischer Tests (u. a. Fishers ‚direkte Methode‘ des Häufigkeitenvergleichs) 


‘ für die Prüfung der 4 Grundhypothesen dar und macht für diese Tests Angaben 


über ihre Trennschärfe (,‚Potenz‘‘, power-function) und Leistungsfähigkeit (,‚Wirk- 
samkeit‘‘, power-effieieney), die nach J.E. Walsh (dies. Zbl. 29, 373) definiert 
ist als Verhältnis des bei dem besten, potentesten entsprechenden Test im para- 
metrischen Fall normal verteilter Gesamtheiten erforderlichen Stichprobenumfanges 
zu dem bei dem vorliegenden Test bei gleichem Signifikanzniveau zur Erzielung 
gleicher Trennschärfe erforderlichen. Maria- Pia Geppert. 

Krishna Iyer, P. V.: A nonparametrie method of testing k samples. Nature 
167, 33 (1951). 
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Dantzig, D. van: On the consisteney and the power of Wilcoxon’s two sample 
test. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A. 54, 1—8, Indagationes math. 13, 1—8 (1951). 


The test mentioned in the title considers two samples (x,) and (y,) of sizes m 


and n respectively, taken from populations with continuous distributions F(x) and 


G(y) and accepts F(x) =@(x) if the number of pairs (ti, j) with (y, < %,) is larger | 


than an appropriately chosen limit, dependent on m, n, and & (= the chance of 
error of the first kind). Mann and Whitney [Ann. math. Statisties 18, 50—60 
(1947)] have proved that, against alternatives @(x) <F(x) for all x, the test is 
consistent, i. e. these alternatives will be rejected with probability tending to unity, 
as mn/(m + n) > oo. The author proves now, that the test is consistent against 
(and, for small x, only:against) those alternatives implying that the random variable 


x — y has a negative median. — The results can be extended to two-sided alter- 
natives, i. e. those, where the median is not zero and remarks are made concerning 
the power function of the test. Stefan Vajda. 


Petrov, A. A.: Prüfung der Hypothese der Normalität einer Verteilung nach 


kleinen Stichproben. Doklady Akad. Nauk SSSR, n.Ser.76,355—358 (1951) [Russisch]. 
Verf. untersucht die Frage, wann N Stichproben vom Umfange n als Stich- 


proben aus einer unendlichen Gesamtheit mit der integralen Verteilungsfunktion 


F(a,x& + b,) gelten können, wenn zwar die Struktur von F bekannt ist, aber 
die Parameter a, und b, unbekannt sind. Zur Beantwortung geht er aus von einer 
Folge von n unabhängigen Beobachtungen einer der Funktion F gehorchenden 


zufälligen Veränderlichen, die steigend geordnet sind, 2,2%... %,, und bildet 


a 
FR 


den Quotienten &, = Jede der Stichproben gibt für jedes &, einen Beob- 


achtungswert. Die Folge dieser Werte wird mittels eines Kriteriums von Kol- 


mogoroff mit der vorausgesetzten theoretischen Verteilung verglichen. 
Paul Lorenz. 

Massey jr., Frank J.: The Kolmogorov-Smirnov test for goodness of fit. J. 
Amer. statist. Assoc. 46, 68—78 (1951). 

Der Prüfung der Hypothese, daß eine N-gliedrige Stichprobe mit der k 'mula- 
tiven Treppenkurve S,(x) aus einer Population mit der kontinuierlichen KVF 
‘(kumulativen Verteilungsfunktion) F,(x) stamme, dient die maximale Differenz 
.. d = Max |F,(x) — Sx(&)|, deren Grenzverteilung für N—oo A.Kolmogorov 
[Giorn. Ist. Ital. Attuari 4, 1—11 (1933)! und H. Smirnov [Mat. Sbornik, n. Ser. 
6, 3—26 (1939); dies. Zbl.22, 245] abgeleitet haben. Verf. erläutert die praktische 
Anwendung des Tests, benutzt die von ihm (dies. Zbl. 39, 147) angegebene untere 


Grenze der Potenz (power-function) des d-Tests zur Bestimmung des bei gegebenem 


Signifikanzniveau und gegebener Mindestpotenz erforderlichen Stichprobenumfanges 
N und vergleicht den d-Test mit dem y?-Test in bezug auf Potenz sowie auf 
sonstige Brauchbarkeit. Für die unbekannte wahre KVF liefert der d-Test Konfi- 
denzgrenzen. Maria-Pia Geppert. 

Bartlett, M. S.: The freqweney goodness of fit test for probability ehains.. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 4%, 86—95 (1951). 

Verf. untersucht die Ausdehnung des für den Vergleich einer beobachteten 
Häufigkeitsverteilung n unabhängiger x-Werte mit einer theoretischen Verteilung 
üblichen y?-Kriteriums auf den Vergleich einer empirischen Stichprobe, S' 1005, 500 
nicht unabhängiger x-Werte mit einem theoretischen stochastischen Modell unter 
der Annahme, daß die Werte der Variablen x [die s verschiedener Werte (etwa 
1,2,...,s) fähig ist] höchstens k-abhängig seien, d.h. die Wahrscheinlichkeit der 
Probe S von der Form 


BiS)emen:!: Pan: Pio.1on De TE IRER ee, 


k 
= Io x N 
a Pi2,|2 >... %_1} or Dir 
’ 


i=1 
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sei, wo n,, die Anzahl und p,, die bedingte Wahrscheinlichkeit der Werte &,,,—r 
unter der Bedingung u (x, = I, yıı =5- - -; %4r-ı = 9) bedeute. Für k = 0 liegt 
der klassische Fall vor. Die Maximum-Likelihood-Gleichungen führen zum 4-Kri- 


terium, = — 2. Sn, in (pP, N%u/R,,), welches für n —oo asymptotisch einer 
u,r 


%- Verteilung mit s®. (s— 1) Freiheitsgraden folgt. Die asymptotische Normalität 
der Verteilung der n,, wird durch Identifizierung des Modells mit einer Markoff- 
Kette bewiesen. Ferner wird untersucht, wie sich bei Schätzung unbekannter Para- 
meter des Vergleichsmodells die Anzahl der Freiheitsgrade reduziert und der ga 
Charakter der asymptotischen Verteilung erhalten bleibt. Maria Pia Geppert. 
Federer, Walter T.: Testing proportionality of eovariance matriees. Ann. math. 
Statisties 22, 102—106 (1951). 
' Aus einer p-dimensionalen Population A der p Variablen X,,..., X, werde 
eine n-gliedrige Stichprobe (X,..-- » X,,) mit Mittelwerten &,...,#, und Ko- : 


» 
varlanzen qa,,= > (N, 8) (X,.— %,), aus einer p-dimensionalen Population 
u=] 
B der p Variablen Y,,...., Y, eine m-gliedrige Stichprobe (Y,],,-- -, Y,,) mit 
R m 
Mittelwerten 7,....,7, und Kovarianzen b,— N (Y,„-7)(Y,-—7,) ent- 


v1 
nommen. Zur Prüfung der Hypothese, daß in den Populationen A, B die Kovarianz- 
matrizen proportional, also (o,,), = K :(o,,), mit beliebigem K seien, baut Verf. 
auf der Wishart-Verteilung der Kovarianzmatrizen in Stichproben das Likelihood- 
Verhältnis-Kriterium 
A—= KrmZD2|a, (n—1)!rTDI2 |d, Km—1))mDI2|(a,,+K -b,,)/n + m— 2)|r+m-D12 
auf, für welches bekanntlich bei großen n, m asymptotisch die Größe — 2 1InA 
wie 7? mit p(p + 1)/2—1 Freiheitsgraden verteilt ist. Dabei ist X die durch die 
Gleichungen 
K=,8.5 5% -a,en—1) 


2 ‚ 


Ioy||= ||; + K -b,,)/K -(n + m — 2) ||=1 


zusammen mit |(o,,),,, bestimmte beste Schätzung von K nach dem Maximum- 
likelihood-Prinzip, die sich als einzige positive Wurzel einer Gleichung p-ten Grades 
berechnet. Das Kriterium wird auf den Fall von 3 oder allgemein r Stichproben 
ausgedehnt zur Prüfung der Proportionalität der entsprechenden 3 oder r Popula- 
tions-Kovarianzmatrizen. Maria Pia Geppert. 
Turetsky, R.: The least squares solution for a set of complex linear equations. 
Quart. appl. Math. 9, 108—110 (1951). 
Um einen Satz von linearen Beobachtungsgleichungen Vz = iv | eine (m, n)-, 
3 eine (n, 1)-Matrix, m =n] mit den komplexen Matrizen Y=B-+:€® und 
w-—ı +idp nach der Methode der kleinsten Quadrate behandeln zu können, 
wird das komplexe System in bekannter Weise in ein reelles System mit einer 
(2m, 2n)-Koeffizientenmatrix & umgeschrieben. Vormultiplikation mit der trans- 
ponierten Matrix 6’ liefert die gesuchten Normalgleichungen. Zur praktischen 
Auflösung wird die Kehrmatrix ermittelt (nach einer bekannten Beziehung von 
Boltz) und mit &’ nachmultipliziert. Die gesuchte Lösung 5 ergibt sich dann durch 
eine einfache Matrizenmultiplikation. Heinz Unger. 
Wolf, H.: Ist eine Revision der Gewiehtskoeffizientenberechnung in der Methode 
der kleinsten Quadrate erforderlich? Z. angew. Math. Mech. 31, 155—155 (1951). 
Anlaß zu dieser Fragestellung gibt ein Aufsatz von S.L. Piotrowski (dies. 
Zbl. 29, 157), in welchem nachgewiesen wird, daß die übliche Berechnung der Ge- 
wichtsreziproken aus den Normalgleichungskoeffizienten zu beträchtlichen Fehlern 
führen kann, die ihre Ursache in der Vernachlässigung der höheren Glieder beim 
Linearmachen der Fehlergleichungen haben. Nach einer kurzgefaßten Darlegung 
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des Gedankenganges von Piotrowski behandelt Verf. die Berechnung der Ge- 
wichtskoeffizienten unter Berücksichtigung höherer Glieder für den praktisch be- 
sonders wichtigen Fall vermittelnder Beobachtungen mit zwei Unbekannten. Die 
beim Linearmachen unterdrückten zweiten Ableitungen treten hierbei in Korrek- 
tionsgliedern auf, die den in herkömmlicher Weise berechneten Gewichtskoeffi- 
zienten zuzufügen sind. Es wird gezeigt, daß diese Korrektionsbeträge bei trigono- 
metrischen Punkteinschaltungen verschwinden, wenn die Bestimmungsfigur voll- 
kommen symmetrisch ist, und daß sie auch bei abnorm unsymmetrischen Figuren 
unterhalb einer durch die Rechengenauigkeit gegebenen Grenze bleiben. Für die 
Punkteinschaltungen der geodätischen Ausgleichungspraxis kann daher die bis- 
herige Berechnungsweise der Gewichtskoeffizienten beibehalten werden. 
W. Hofmann. 

Jaeckel, K.: Fehlerausgleichung bei Funktionen in Parameterdarstellung. 
Z. angew. Math. Mech. 31, 185—186 (1951). 

Die Aufgabe der Bestimmung einer in einer Funktion y = h (x, u) auftretenden | 
Konstanten u aus Beobachtungswerten X,, Y, nach der Methode der Ausgleichs- 
rechnung wird auf den Fall verallgemeinert, daß der Zusammenhang in der Para- 
meterform x = ft, u), y=g(t,u) gegeben und eine Elimination des Parameters 
t nicht möglich ist. Rudolf Zurmühl. 


Vernotte, Pierre: La derivation suceessive des eourbes exp6rimentales. C. r. 
Acad. Sci., Paris 232, 1802—1803 (1951). 

Vernotte, Pierre: Le lissage des eourbes experimentales. C. r. Acad. Sci., 
Paris 232, 1897—1899 (1951). 

P6legrin, Mare: Contribution au caleul statistique des syst&mes asservis. C. r. 
Acad. Sei., Paris 232, 473—475 (1951). 


Biomathematik. Versicherungsmathematik. Finanzmathematik : 


Wright, Sewall: The genetieal structure of populations. Ann. Eugenics 15, 
323—354 (1951). 

Verf. gibt einen Überblick über die wichtigsten Ergebnisse der Populations- 
genetik in den letzten Jahrzehnten. Die beiden Extreme, Galtons korrelations- 
statistische Betrachtungsweise der Vererbung und Mendels Vererbungsgesetze, 
berühren sich inW rights Inzuchtkoeffizient F', der einerseits als Maß der Abweichung 
der für ein Allelenpaar mit Genhäufigkeit q geltenden Genotypenhäufigkeiten einer 
Population, 


et Pgl 20), RR EBERLE: 1—-92+Fgi1-g) 
von den bei Panmixie zu erwartenden 
P 29 (1-9) Eag 


definiert, andererseits zugleich der Galtonsche Korrelationskoeffizient der konju- 
gierenden Gameten ist. Die Bestimmung von F nach Wrights Methode der Pfad- 
koeffizienten und die daraus für autosomale, für geschlechtsgebundene und für 
polysomatische Loci sich ergebenden allgemeinen Formeln werden in mathemati- 
schen Anhängen dargelegt, ebenso die Auswirkungen der Größe F auf Mittelwert und 
Varianz des entsprechenden quantitativen Merkmals in der Population unter der 
Annahme, daß die Wirkungen der Gene additiv seien. Die Schätzung von F in 
großen Populationen auf Grund von Stammbäumen beruht auf Stichprobenverfahren. 
Bei geschlechtsgebundenem Erbgang wird hierbei die Anzahl derjenigen ein In- 
dividuum mit irgendeinem Ahnen der n-ten Ahnengeneration verbindenden Linien 
benutzt, bei denen niemals 2 männliche aufeinander folgen; je nachdem, ob das 
Individuum männlich oder weiblich, ist dieselbe gleich der (n + 1)-ten oder (n + 2)- - 
ten Fibonacei-Zahl. Ferner werden natürliche Populationen, Inselpopulationen und 
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solche mit Isolierung durch Entfernungen betrachtet und die Bedeutung der Be- 


völkerungsstruktur für die Evolution analysiert. Die in der Hauptsache aus zahl- 
reichen eigenen Arbeiten des Verf. entnommenen Resultate werden großenteils mit 
den auf Grund der von Bartlett und Haldane stammenden, von R. A. Fisher 
(The theory of inbreeding, Edinburgh and London 1949) ausgebauten Matrixmethode 
gefundenen sowie mit denen von G. Mal&cot (dies. Zbl. 31, 173) verglichen und 
in Einklang gefunden. Maria- Pia Geppert. 

Friede, Georg: Invariante Leistungssysteme. Bl. Deutsch. Ges. Vers.-Math. 
1, Heft 2, 51—67 (1951). 

Vorliegende Arbeit bringt im wesentlichen die Darstellung der Ergebnisse in 
diskontinuierlicher Betrachtungsweise, die Verf. als Beantwortung der Frage nach 
Leistungssystemen, die unter Annahme einer allgemeinen Versicherungsform bei 
beliebigen Änderungen der Ausscheidewahrscheinlichkeiten invariant bleiben, be- 
reits in seiner 1939 (allerdings nur maschinenschriftlich) erschienenen Dissertation 
nach der kontinuierlichen Methode entwickelt hat. Es wird systematisch eine Reihe 
versicherungsmathematisch interessanter Beziehungen hergeleitet, denen im Rahmen 
einer strengen theoretischen Behandlung des allgemeinen Invarianzproblems eine 
grundsätzliche Bedeutung zukommt. Den Schluß der Arbeit bildet ein durchge- 
rechnetes Zahlenbeispiel aus der Pensionsversicherung (Darstellung des Verlaufes _ 
eines invarianten Leistungssystems bei zwei Ausscheidegründen). @. Wünsche. 

Wünsche, Günther: Zur Rationalisierung der versicherungsmathematisehen 
Rechentechnik. Bl. Deutsch. Ges. Vers.-Math. 1, Heft 2, 17—29 (1951). 

Verf. stellt fest, daß die versicherungsmathematischen Formeln großenteils auf 
9) + hylw; t) 

h,(w, i) 
können, wo f und g nomographisch durch Funktionsleitern, A, und Ah, durch nach 
w, t bezifferte Kurvennetze dargestellt werden (sind k, und Ah, abhängig vonein- 
ander, so entarten die Kurvennetze zu Funktionsleitern). Verf. gibt zwei Beispiele: 
Für die Reserve nach der Währungsumstellung (deutsche Währungsreform) ist mit 
Eintrittsalter x, Endalter z, erreichtem Alter w f= V, ,(w), g= U (Umstellungs- 
summe; wenn keine Währungsreduktion erfolgte, U=1), h= Paz: Paz 
h,=1:4A, ,, wo P* die Zillmerprämie, P die Nettoprämie ist. Das Nomogramm 
erweist sich wertvoll bei der Analyse des Reserveverlaufs, besonders auch im Hin- 
blick auf spezielle Fragen der Währungsumstellung. — Mit Hilfe eines Parameters 
(dargestellt durch Zapfengerade) ergibt sich der relative Zuschlag in der Brutto- 
prämie durch Kombinierung von zwei der genannten Strukturgleichung entsprechen- 
den Teil-Nomogrammen, wobei einmal Ah, und h, abhängig voneinander sind, aus 
den Kostensätzen x, ß, y, so daß das Nomogramm bei Tarifkonstruktion und Tarif- 
analyse nützlich ist. — Die Beispiele lassen die Nomographie als wertvolles Hilfs- 
mittel zur Rationalisierung der Rechentechnik des Versicherungswesens erkennen, 
wobei Verf. besonders auf den Umstand hinweist, daß die Gegebenheiten statistisch 
sind, so daß es genügt, wenn die Resultate mit der Annahme eines bestimmten 
„Wahrscheinlichkeitsstreifens‘‘ der Ausgangsdaten verträglich sind. 

Hasso Härlen. 

Jeeklin, Heinrich: Über gewisse Approximationen der Versicherungsmathe- 
matik. Bl. Deutsch. Ges. Vers.-Math. 1, Heft 2, 3—16 (1951). 

Die Verallgemeinerung der Lidstoneschen Näherung für die Prämie der ge- 
mischten Versicherung auf zwei verbundene Leben und ihre Ausdehnung auf Nähe- 
rungsformeln für die versicherungstechnischen Werte bei Übergang auf einen anderen 
Rechnungszinsfuß u. a. (vgl. z. B. Verf., dies. Zbl. 38, 301, 39, 362) leitet Verf. aus 
einem einfachen algebraischen Prinzip unter Anwendung der Ungleichungen von 
Tschebycheff a h 1 ß, ß 
E00) >45 Hi M Es 


&x 


zurückgeführt werden 


eine allgemeine Strukturgleichung f(u) = 


IVE 


und von Jensen 


Siam a) Erd 2LHOMN Lo ad 


ab, worin f(t), g(t) und A(t) positive Funktionen sind, f(t) und g(t) nicht wachsend. 
Beispiele für die Güte der Näherungen werden unter Verwendung verschiedener 
Sterbetafeln und Rechnungszinsfüße gegeben. Hasso Härlen. 

Busch-Petersen, €. A.: Disability-insuranee in Denmark. Verzekerings-Arch. 
28, 357—364 (1951). 

Verf. gibt Prämiensätze nach dänischen Grundlagen für die Invaliditätszusatz- 
versicherung zur gemischten Versicherung und zur aufgeschobenen Leibrente an. 
Dann leitet er die Gleichung ab 


_ [nad _ T(nt+ uß) dx — B ut de 3 1% uf 
) ; m 2 & 2 " a / Pi 


%o 
die zeigt, daß von den vier Intensitäten u, (Abgangsintensität für das ganze Kollek- 
tiv), u (Sterbeintensität der Aktiven), « (Invalidierungsintensität der Aktiven) 
und ud, (Sterbeintensität der Invaliden) eine durch die drei anderen bestimmt ist. 
Ferner leitet er die Schärtlinsche Formel für die Anwartschaft a2’ des Aktiven 
auf Invalidenrente ab, a“! = (D,|D%) (a, — ai) + al, — a“, sowie eine andere Formel 
[6,0} 
ai — Nai:D4 mit N«i— [ Deidx und Dei — Da uß ai. Schließlich entwickelt 
17 
er die in Dänemark gebräuchliche Approximation DW, , = Di -i,:%- RR 
(i, abhängige Invalidierungswahrscheinlichkeit). Hasso Härlen. 
Leeuw, A. de: Eine andere Herleitung der Netto- Kaufsummen für Versicherun- 
gen auf den Todesfall. Verzekerings-Arch. 28, 425—432 (1951) [Holländisch]. 
Verf. gibt ein allgemeines Verfahren an, den Barwert (die Einmalprämie oder 
den Kaufpreis) von Todesfallversicherungen X durch den Barwert von Erlebens- 
fallversicherungen auszudrücken, 


Nn—] 


K= |4A-— = mPx 0* 


2 m= 


A— 


m+1 A) N ER A) 


1 
Hierin ist „4 der Barwert der Leistungen für die Todesfälle des m-ten Jahres. 
Beispiele u.a.: gleichbleibende und steigende temporäre Todesfallversicherung, 
Erbrente (a, — 4,7), temporäre einseitige Teilhaberversicherung, Witwenrente, 
Überlebensrente auf drei verbundene Leben (a, +4a,— a, — A. — Ay, + Gy): 


Hasso Härlen. 
Heubeck, Georg: Rekonstruktion und Vorausbereehnung von Bewertungs- 
ziffern beim kollektiven Bausparen. Bl. Deutsch. Ges. Vers.-Math. 1, Heft 2, 69 — 
Baal): £ 
Bei der vom Verf. behandelten, durch gewisse Erfordernisse anläßlich der Währungs- 
konversion ausgelösten Aufgabe der praktischen Bausparmathematik handelt es sich im wesent- 
lichen um die Herleitung einer geeigneten Rechenvorschrift zur rationellen Ermittlung der 
Summe aller Sparguthaben des einzelnen Bausparers zu dem Zeitpunkt, für den die sogenannte 
Bewertungsziffer, eine bestimmte Funktion der genannten Guthabensumme, der V ertragssumme 
und einer Tarifkonstanten, berechnet werden soll. Die Entwicklung des Formelapparates grün- 
det sich entscheidend auf die Hypothese einer gleichmäßigen Sparintensität in der zurück- 
liegenden Zeit, die, wie Verf. angibt, mit Erfolg auch für Vorausberechnungen von Guthaben 
und deren Summen herangezogen werden kann. Die aufgestellten Beziehungen berücksichtigen 
gleichzeitig exakt die speziellen Gegebenheiten der Bauspartechnik hinsichtlich der Verzinsung 
von Einmaleinlage und monatlicher Regelsparrate. @G. Wünsche. 
Brans, J. A. T. M. et €. Campagne: Le financement de Passurance soeiale. 
Verzekerings-Arch. 28, 293—356 (1951). 
Die Frage des Finanzierungssystems für eine allgemeine Versorgung eines Volkes wird 
von Verff. an dem Beispiel der Altersversorgung beleuchtet. Sie gehen von einer offenen Gruppe 
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mit Zugang /(t) zum En t aus, Zugang nur zum jüngsten Alter. Die erforderliche mathe- 


matische Reserve V(d = e°' ix {(L* (t)— P*(t)} dt, worin Z*(t) und P*(t) die auf den Zeitpunkt 


i—V En, euren einerseits, Prämien und Sl EEE andererseits sind, mit 
[0,0] 


J L*(t) dt -/ P*(t)dt und mit der dauernder Liquidität entsprechenden Nebenbedingung 
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Für die Erneuerungsfunktion erhalten Verff. 
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Wenn V(t) konstant ist oder gegen einen Grenzwert konvergiert, dann auch A(t) und umgekehrt. 
Verff. gehen deshalb von konstantem Zugang aus [asymptotisch abnehmende Geburtenhäufig- 
keit würde asymptotischen Verlauf von V(t) bedingen]. Sie legen ihren Betrachtungen 1. die 
holländische Männer-Sterbetafel GBM 1921--30 zugrunde, ?. die Tafel GBM 1935--39, 3. eine 
auf das Jahr 1975 aus den Sterbenswahrscheinlichkeiten nach den einzelnen Todesursachen 
extrapolierte Volkssterbetafel und 4. die Minimal-Sterbetafel, die sich bei derselben Txtra- 
polation aus den Grenzwerten der Sterbenswahrscheinlichkeiten für die einzelnen Todesursachen 
ergibt; Rechnungszins 3%. Bei konstantem Altersaufbau verhalten sich für eiaen festen Grund- 
betrag der Altersrente ab 65. Lebensjahr die Prämien des Anwartschaftsdeckungsverfahrens 
mit Eintrittsalter 20 zu der des Kapitaldeckungsverfahrens zu der des Umlageverfahrens ungefähr 
wie 1:2,1:2,7. Die Analyse der sozialen und der wirtschaftlichen Gesichtspunkte führt Verff. 
zu dem Ergebnis, daß für den dem Existenzminimum entsprechenden Grundbetrag einer staat- 
lichen Altersversorgung von den Versorgten nur die Prämie für das Zugangsalter des Anwart- 
schaftsdeckungsverfahrens verlangt werden könne (und der Staat den jeweiligen Fehlbetrag 
decken müsse). Für Steigerungsbeträge (durchgerechnet mit 1% des Grundbetrages für jedes 
Jahr der Beitragszahlung) ist, dagegen das Kapitaldeckungsverfahren vertretbar. 
Hasso Härlen. 


Fernändez Penedo, Luciano: Die verallgemeinerte Kapitalisierung als ein- 
parametrige Gruppe. Gaceta mat., I. Ser. 3, 44—46 (1951) [Spanisch ]. 

Goodwin, R. M.: The nonlinear accelerator and the persistenee of business 
eyeles. Econometrica 19, 1—17 (1951). 

Verf. nimmt sich vor, ein Modell herzustellen, das die charakteristischen Eigen- 
schaften der Wirtschaftszyklen (insbesondere die Stabilität der Schwingungen) 
darstellt. Nach einigen einfacheren Modellen, die diese Forderungen teilweise er- 
füllen, wird endgültig eines vorgelegt, bei welchem das Verhalten einer Lienardschen 
Gleichung mit einer säkularen Bewegung zusammengesetzt ist. Bei der Problem- 
stellung wird eine verspätete Wechselwirkung zwischen Einkommen, Verbrauch 
und Anlage (als Ergebnis des Vergleichs zwischen tatsächlicher und gewünschter 
Kapitalanlage) betrachtet; die Taylorsche Entwicklung bis zur 2-ten Ordnung 
führt zur Gleichung x” + ö(z’) x +x=0 [x = normiertes Maß der Abweichung 
des Einkommens vom Gleichgewichtsniveau; ö(x’) = veränderlicher Dämpfungs- 
koeffizient]. In der (x, x’)-Ebene gibt es bekanntlich einen geschlossenen Zyklus, 
an den sich jede Trajektorie (vom Innern sowie vom Äußeren) asymptotisch nähert; 
der Verlauf des Einkommens ergibt sich daher aus der säkularen Änderung des 
Gleichgewichtsniveaus und den asymptotisch periodischen (und in der Schwingungs- 
weite von den Anfangsbedingungen unabhängigen) Schwingungen der Abweichung w. 

Bruno de Finetti. 

Enke, Stephen: Equilibrium among spatially separated markets: Solution by 

eleetrie analogue. Econometrica 19, 40—47 (1951). 
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Geometrie. 
Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 


Katsis, D. N.: Einige analytische Betrachtungen zu einem geometrischen 
Problem. Bull. Soc. math. Grece 25, 115—119 (1951) [Griechisch]. 

Fladt, Kuno: Über die Transformationen der Hauptgruppe im Euklidischen 
Raume. Math.-phys. Semesterber. 2, 104—116 (1951). 


Zunächst wird das Rechnen mit Quaternionen entwickelt und nach H. Wiener 


und K. Rohn auf die Darstellung und Zusammensetzung von Transformationen 
der Hauptgruppe angewandt. Hierauf wird eine Konstruktion angegeben, die die 
Zusammensetzung zweier Drehstreckungen im Raum zu einer Drehstreckung er- 
möglicht. (S. 116 wird versehentlich das Gemeinlot zweier Geraden g, und 9, als 
Achse der Schraubung bezeichnet, die durch Zusammensetzung zweier Drehungen 
um g, und g, entsteht. In Wirklichkeit hat man beide Drehungen in Spiegelungen an 
Geraden zu zerlegen, wobei das Gemeinlot von g, und 9, als die ‚‚mittlere“ Spiegelungs- 
achse gewählt wird. Die Achse der resultierenden Schraubung ist dann das Gemein- 
lot der beiden übrigen, i. a. windschiefen Spiegelungsachsen.) Fritz Hohenberg. 

Strubeeker, Karl: Über monofokale Kegelsehnitte. Math. Nachr. 4, Erhard 
Schmidt z. 75. Geburtstag, 36—46 (1951). 

Mit einfachen synthetischen Mitteln (Dandelinsche Beweisfigur) gibt Verf. 
einen neuen Beweis und eine Ergänzung zu einem von O. Emersleben (dies. 
Zbl. 35, 97) und Th. Pöschl (Einführung in die analytische Mechanik, Karlsruhe 
1949, S. 62—70; dies. Zbl. 31, 421) stammenden Satz über Ellipsen oder Hyper- 
beln c’ mit dem Brennpunkt S’ und der Hauptachsenlänge 2a, die durch einen festen 
Punkt P’ gehen (Planetenbahnen bei festem Zentralkörper, fester Anfangsgeschwin- 
digkeit und gegebenem Anfangspunkt — Elektronenbahnen festen Energieniveaus 
im Bohrschen Atommodell). Monofokale Ellipsen c’ umhüllen eine Ellipse mit den 


Brennpunkten S’ und P’ und der Hauptachsenlänge 4a — S’P’. Bei monofokalen 


Hyperbeln c’ ist die Hüllkurve eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem P’ auf c’ 
perihelisch oder aphelisch zu 8’ liegt. Fritz Hohenberg. 

Hohenberg, Fritz: Logarithmische Spiralen im komplexen Gebiet. Monatsh. 
Math., 55, 54—61 (1951). 

Bildet man die komplexen Punkte der Ebene nach Laguerre durch die reellen 
Punkte ihrer isotropen Geraden ab, so stehen die Laguerreschen Bildpaare der 
komplexen Punkte einer komplexen analytischen Kurve nach Study (Vorlesungen 
über ausgewählte Gegenstände der Geometrie, Heft I, 48, Leipzig 1911) in indirekt 
konformer Beziehung, die für reelle analytische Kurven mit der Schwarzschen 
Spiegelung an der Kurve zusammenfällt. Verf. untersucht das Bild einer kom- 


plexen logarithmischen Spirale, r = c e*®, deren Pol ohne Einschränkung der 


Allgemeinheit als reell vorausgesetzt werden kann (c=(e@, k= kı+ik,)), 
und deren Gleichung dann auch in der kartesischen Form (2, + i2,)+köl2 
(2, — 8 2,)I=RDI2 — c geschrieben werden kann. Es ergibt sich die indirekt kon- 
forme Verwandtschaft ZU+RDI2 ZU-MI2 — c, die nach Aufspaltung in reelle Be- 
standteile ausführlich beschrieben wird. Besonderes Augenmerk wird dabei den 
reellen Elementen der Spirale, den Bildern ihrer Krümmungskreise (oskulierende 
Kreisverwandtschaften) sowie dem Falle reeller logarithmischer Spiralen zugewandt, 
die sich auf eine einfach konstruierbare Schwarzsche Spiegelung übertragen, endlich 
dem Sonderfall algebraischer bzw. rationaler komplexer logarithmischer Spiralen. 
Schließlich werden noch nach stereographischer Projektion auf eine Kugel und 
Merkatorprojektion die einfachen Beziehungen der logarithmischen Spiralen und 
ihrer Laguerreschen Bilder zu deren geradlinigen Merkatorbildern dargelegt. 
Karl Strubecker. 
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Semple, J. 6.: Note on Halphen eonditions. J. London math. Soc. 26, 122— 


125 (1951). 


Man sagt, daß einem vollständigem Kegelschnitt k eine Halphensche Bedingung 
auferlegt wird, wenn diese Bedingung von allen Halphenschen Kegelschnitten be- 
friedigt wird, d. h. von allen ausgearteten Kegelschnitten 3. Art. Die hier eingeführte 
einfache Halphensche Bedingung o ist die Bedingung für den vollständigen Kegel- 
schnitt k, mit irgendeinem Kegelschnitt des Netzes A? + uy? +v22—=0 eine 
vierpunktige Berührung zu haben. Als singularitätenfreies Minimalbild aller voll- 
ständigen Kegelschnitte benutzt Verf. die Mannigfaltigkeit 2} eines Raumes S,,,. 
die in einem S, auf das Linearsystem aller kubischen Hyperflächen abgebildet wird, 
die eine Veronesesche Fläche ® enthalten. Auf 2 gibt es zwei Mannigfaltigkeiten 
ö und ») mit vier Dimensionen, die Bilder der ausgearteten Kegelschnitte 1. und 
2. Art sind ; der Schnitt $ von ö und n liefert die Abbildung der ausgearteten Kegel- 
schnitte 3. Art. Nun sei o der Schnitt von £ mit einer Quadrik durch 6. Bedeuten 
dann u bzw.» die Bilder auf. 2 einer Hyperebene des Raumes S, bzw. ® und einer Qua- 
drik durch ®, so ersetzt Verf. in der Minimalbasis (u,», 6) von F. Severi die Mannig- 
faltigkeit ö durch o. Man findet, daß o=2u + =6+B3u=n-+ 3v. Daraus 


kann man auf die Werte aller Ausdrücke u»? 0? mit x +ß+y=5 schließen; 


- man hat für o u, 0 u v,o u? v2, ou v3,0 v!; 0% u8, 0? u? v,0? u»2, 0% v%; 0% u2, 0° u v,0°»2; 


0* u; 0? v; 0° die Werte bzw. 6, 12, 16, 12, 6; 36, 48, 48, 36; 144, 144, 144; 432, 432; 
1296. Eugenio Giuseppe Togliatti. 

Weitzenböck, R. W.: On the line-comitants of a space eubie. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 47, 46—48 (1951). 

E. J.F. Primrose hat eine projektive Invariante N einer kubischen Raum- 
kurve und eines linearen Strahlenkomplexes L angegeben (dies. Zbl. 35, 100). Verf. 
gibt hier verschiedene Beziehungen, die N mit anderen Invarianten verbinden. 
dst 62, — tr = 0,1,2, 3) die. Kurve K und 2c;,%;,—= 0 die Gleichung-von 
Lin Plückerschen Linienkoordinaten, so hat man zunächst: 3N = nr — (lg — 2693) EC; 
wo C die Invariante: Co] Co3 + Cog Caı F gg Ca von L, M = ca — 2c,, die -bilineare 
Invariante von L und von dem Strahlenkomplexe der Kurve K und 7 = die 
Gleichung von K in Linienkoordinaten bedeuten. Andere Beziehungen verbinden 
N mit ©, M und den Invarianten i, j der vier Punkte von K, deren Tangenten dem 
Komplex L angehören. Schließlich die Bemerkung, daß alle invarianten Bildungen 
der Kurve K sehr bequem dureh die Betrachtung einer Form F = (A u) a? formen- 
theoretisch behandelt werden können (F ist linear in den Ebenenkoordinaten u, 
und 4. Grades in den homogenen Parametern t,, t, auf K). 

Eugenio Giuseppe Togliatti. 

Charrueau, Andre: Sur les systemes lineaires de complexes lineaires. ©. r. 
Acad. Sci., Paris 232, 144—145 (1951). 

Durch die Abbildung der Strahlenkomplexe eines allgemeinen oo#-Linear- 
systems & auf die Punkte eines vierdimensionalen Raumes #, gewinnt Verf. einige 
Eigenschaften der Konfiguration eines Komplexes von 2 zusammen mit einem in 
2 enthaltenen oo%-Linearsystem. Eugenio Giuseppe Togliatti. 

Charrueau, Andre: Sur les systemes lineaires de complexes lin6aires. C. r. 


Acad. Sei., Paris 232, 202—204 (1951). 


Fortsetzung der vorstehend referierten Untersuchung. Es wird noch, in einem 
oo4-linearen Strahlenkomplexensystem 2, die Konfiguration eines Komplexes von 
3 und eines in & enthaltenen oo3-Linearsystems betrachtet. Weiter wird ein zweites 
oo3-Linearsystem in 2 eingeführt. Eugenio Giuseppe Togliatti. 

Herrmann, Horst: Vollständig entflechtbare Konfigurationen und Desargues- 
Sätze in projektiven Räumen. Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 17, 77—90 (1951). 

Eine Konfiguration der projektiven Ebene, die aus einer entflochtenen Punkt- 
Geraden-Ebenen-Konfiguration durch Projektion hervorgegangen ist, wird vom 


Wr; 
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Verf. als entflechtbar bezeichnet. Dabei gilt eine räumliche Konfiguration als 
entflochten, wenn jedes Paar sich schneidender Konfigurationsgeraden einen Kon- 
figurationspunkt und eine Konfigurationsebene bestimmt und kein Tripel koplanarer 
Konfigurationsgeraden durch denselben Punkt geht. Die 5) Bestimmungszahlen 
entfloehtener Konfigurationen werden durch 4 Parameter dargestellt. Eine be- 
sondere Klasse, die .‚Binomialfiguren‘‘ lassen eine vollständige Entflechtung in 
höhere Dimensionen zu, d. h. man kann sie auf (n — 2) -dimensionale n-Ecke 
zurückführen. Es wird ein Rechnungsverfahren angegeben, wie man Binomial-- 
figuren zerlegen kann. Dies ist eine Verallgemeinerung der Zerlegung der Desargues- 
schen Konfiguration in 10 Paare projektiver Dreiecke. Friedrich Wilhelm Levi. 


J 


-Algebraische Geometrie: 


Dedö, Modesto: Proprietä fondamentali delle quartiche piane dotate di punti 
doppi eon tangenti inflessionali. Periodico Mat., IV. Ser. 29, 11—32 (1951). ! 

Wenn eine ebene Kurve 4. Ordnung Q einen Knotenpunkt A besitzt, dessen 
beide: Tangenten Inflexionstangenten sind, so wird sie von einer harmonischen 
Homologie mit A als Zentrum in sich transformiert; und wenn Q zwei Knoten 4, B 
besitzt, so daß eine Tangente in 4 und eine in B Inflexionstangenten sind, so wird 
Q von einer harmonischen Homologie, die A mit B vertauscht, in sich transformiert. 
Von diesen beiden Sätzen ausgehend, beweist Verf. folgende Eigenschaften der 
Kurve Q: Besitzt Q@ zwei Knoten A, B mit den Tangenten a, a,. 5, d,, und sind 
a, Q, b, Inflexionstangenten, so gilt dasselbe für b,: besitzt @ drei Knoten A, B, 
mit den Tangenten a, a,, db, ba, C, C,, und sind drei dieser sechs Geraden Inflexions- 
tangenten (entweder a, a, b,, oder a,b, c,), so sind es auch die anderen. Die geo- 
' metrischen Beweise werden alle analytisch bestätigt. Die obengenannten harmoni- 
schen Homologien, die Q in sich transformieren, erzeugen eine endliche Gruppe, die 
eine diedrische Gruppe G, oder eine Oktaedergruppe @,, ist, je nachdem Q& zwei oder 
drei Inflexionsknoten besitzt. Dieselben Eigenschaften werden schließlich durch 
einfache geometrische Betrachtungen auf der Kurve wieder gefunden. 

Eugenio Giuseppe Togliatti. 

Manara, Carlo Feliee: Sulla esistenza di eurve algebriche piane irridueibili 
aventi dati caratteri plückeriani. Boll. Un. mat. Ital., TII. Ser. 6, 9—14 (1951). 

L’A. construit une courbe plane irreductible d’ordre 8 possedant 14 points de 
rebroussement et deux points doubles ordinaires. Il commence par ceonstruire une 
surface irr&ductible du quatrieme ordre possedant une droite double ordinaire et, 
en dehors de cette droite, quatre points doubles: deux coniques et deux biplanaires. 
Il etablit ensuite que le contour apparent de cette surface vue d’un de ses points 
generiques O est une courbe du dixieme ordre irreductible ayant un point double en 
O. La projeetion de cette courbe ä partir de Osur un plan est la courbe du huitieme 
ordre dont il s’agit d’&tablir l’existence. Lucien Godeaux. 

Stubban, John Olav: Note sur les series paracanoniques d’une eourbe alge- 
brique. Norske Vid. Selsk. Forhdl. 23, Nr. 15, 55—57 (1951). 

Une courbe algebrique hyperelliptique ne peut posseder de series paracanoni- 
ques composees avec une involution ; si la courbe est non hyperelliptique, seulement 
sı son genre est quatre, elle pourra posseder des series paracanoniques form&es avec 
une involution rationnelle; il y en a alors deux, restes l’une de l’autre par rapport 
a une serie double de la canonique. Si la courbe est non hyperelliptique et s’il existe 
une serie paracanonique formee avee une involution elliptique, il yen a une infinite. 

Bernard d’Orgeval. 

e Segre, Beniamino: Arithmetieal questions on algebraie varieties. London: 
University of London The Athlone Press 1951. 55 p. 10s 6d. 

Probleme arithmetischen Charakters lassen sich oft mit Methoden aus der 
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 algebraischen Geometrie behandeln, und umgekehrt erheben sich im Rahmen der 
klassischen algebraischen Geometrie, wenn man einen beliebigen Koeffizienten- 
körper statt des komplexen Zahlkörpers zugrunde legt, vielfach interessante arith- 
metische Fragen. Verf. stellt sich die Aufgabe, dem Zusammenhang zwischen al- 
gebraischer Geometrie und Arithmetik im einzelnen nachzugehen und neue gegen- 
seitige Beziehungen beider Gebiete aufzuweisen. Er behandelt zu diesem Zweck 
die wichtigsten unter solchen Problemen, bei denen algebraisch-geometrische Be- 
griffe und Methoden zur Überwindung arithmetischer Schwierigkeiten wesentlich bei- 
tragen, oder bei denen arithmetische Begriffe und Ergebnisse eine Rolle in der al- 
gebraischen Geometrie spielen. Um Arithmetik im engeren Sinne handelt es sich 
dabei allerdings in den meisten Fällen nicht, da keine Ganzzahligkeitsforderungen 
gestellt werden. — Die behandelten Probleme werden unter folgenden drei Über- 
schriften zusammengefaßt: I. Geometrie der quadratischen Formen über 
einem beliebigen kommutativen Körper. II. Algebraische Geometrie 
und diophantische Analysis. III. Rationalitätund Theorie der Basis. — 
In I wird gezeigt, wie die Sprache der algebraisch-geometrischen Theorie der Quadriken vor- 
teilhaft zur Entwicklung der algebraischen Grundlagen über quadratische Formen verwendet 
werden kann. — In II werden spezielle diophantische Gleichungssysteme zweiten, dritten und ' 
vierten Grades auf die vollständige Lösbarkeit durch eine rationale Parameterdarstellung unter- 
sucht. Es wird ferner der Zusammenhang zwischen zweiachsigen Flächen und Isomorphismen 
binärer Formen gestreift. Zum Schluß folgt eine Reihe von Bemerkungen über die Severi- 
Brauerschen Mannigfaltigkeiten und ihre Verallgemeinerungen. — In III werden Probleme von 
folgendem allgemeinen Typus untersucht. Gegeben eine algebraische Mannigfaltigkeit M über 
einem Körper K, von der bekannt ist, daß sie über einem geeigneten Erweiterungskörper A 
eine gewisse Eigenschaft HE besitzt (etwa daß M in einer gewissen Beziehung zu einem Punkt 
oder einer Mannigfaltigkeit oder einer Korrespondenz N über A steht). Dann erheben sich die 
folgenden vier Fragen: (i) Unter welchen Bedingungen gilt HE bereits über K (bei geeigneter 
Definition von N über K)? (ii) Bestimmung eines Körpers K’ zwischen K und A derart, daß 
E bereits über K’ gilt, und Untersuchung der Struktur von K’/K. (iii) Bestimmung des einfach- 
sten Erweiterungstypus K’/K dieser Art. (iv) Bei vorgegebenen K, A Bestimmung aller M über 
K, für die KH über A gilt. — Die Fragen (i), (iii) sind von wesentlich arithmetischem Charakter, 
so daß die algebraisch-geometrischen Methoden im allgemeinen zu ihrer Beantwortung nicht 
ausreichen. Diese Methoden erweisen sich jedoch als nützlich zur Beantwortung der Fragen (ji), 
(iv), wobei dann auch Licht auf die Fragen (i), (iii) fällt. Verf. führt dies an einer Reihe von spe- 
ziellen Problemen durch, die meist die Birationalität oder Unirationalität gewisser Mannigfaltig- 
keiten betreffen. Zum Schluß weist er arithmetische Fragestellungen aus dem Ideenkreis der 
Theorie der Basis auf. Helmut Hasse. 

Gröbner, W.: Über den idealtheoretischen Beweis des Satzes von Bezout. 
Monatsh. Math. 55, 82—86 (1951). 

Gegenüber dem neuerdings nicht nur bei der italienischen Schule fühlbaren 
Bestreben, einer gewissen Methodenreinheit zuliebe bei der Begründung der alge- 
braischen Geometrie die Eliminationstheorie völlig zu umgehen, weist Verf. darauf 
hin, daß der von ihm kurz skizzierte, auf die Theorie der Hilbert-Funktion gestützte 
Beweis des Bezoutschen Satzes an Einfachheit und Durchsichtigkeit nichts zu 
wünschen übrig läßt. Wolfgang Krull. 

Severi, Francesco: Les images geome6triques des ide&aux de polynomes. ©. r. 
Acad. Sci., Paris 232, 2395—2396 (1951). 

Verf. stellt 3 verschiedene Begriffe von algebraischen Mannigfaltigkeiten fest: 
1. Nullstellengebilde eines Systems algebraischer Gleichungen (ohne Rücksicht auf 
Multiplizität); 2. algebraische Mannigfaltigkeiten, die aus einem oder mehreren 
irreduziblen, mit Schnittmultiplizitäten behafteten Gebilden bestehen; 3. der 
vom Ref. vertretene, durch die Theorie der Polynomideale bedingte Begriff (dies. 
Zbl. 33, 127), wonach eine algebraische Mannigfaltigkeit als ein oder mehrere irre- 
duzible Nullstellengebilde und weitere diesen ‚unendlich benachbarte‘ vorgestellt 
werden kann. Verf. zeigt, daß dieser Begriff, den er ‚‚Basismannigfaltigkeit‘ 
(variet& base) nennt, unter Vermeidung anfechtbarer geometrischer Vorstellungen 
folgendermaßen streng begründet werden kann: jedem H-Ideal a ist eine Basis- 
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mannigfaltigkeit (W,c) zugeordnet, welche aus einem Nullstellengebilde W und 
einem ‚Verhalten‘ c besteht; letzteres ist durch die Gesamtheit aller Paare (y, i) 
beschrieben, wo y einen in einem Punkte von W entspringenden Kurvenzweig und 
; eine natürliche Zahl bedeutet, derart daß jede Form aus a mit y eine Schnitt- 
multiplizität >‘ (wenigstens eine Form eine solche —= i) besitzt. Wenn man zu 
diesen Basismannigfaltigkeiten noch ‚leere Mannigfaltigkeiten“, welche den T- 
Idealen (ohne Nullstellen) entsprechen, hinzugefügt, so ergibt sich eine einein- 
deutige Zuordnung zwischen ihnen und den H-Idealen, so daß diese Basismannig- 
faltigkeiten als geometrische Bilder der Polynomideale aufgefaßt werden können. 
Wolfgang Gröbner. 

Kawahara, Yüsaku: A note on the differential forms on everywhere normal 
varieties. Nagoya math. J. 2, 9—94 (1951). 

Im Anschluß an eine Arbeit von S. Koizumi (dies. Zbl. 38, 322) zeigt Verf. 
mit einem Beispiel, daß eine Differentialform, die in jedem einfachen Punkte einer 
arithmetisch normalen Mannigfaltigkeit endlich ist, nicht notwendig von erster 
Gattung ist, falls die Mannigfaltigkeit auch singuläre Punkte enthält. 

Wolfgang Gröbner. 

Kneser, Hellmuth: Analytische Mannigfaltigkeiten im komplexen projektiven 
Raum. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 382—391 (1951). 

Toute variete analytique compacte dans l’espace projectif complexe a un 
nombre fini queleonque de coordonne&es est une variete algebrique; c’est-A-dire est 
V’ensemble des z&eros d’un nombre fini de polynömes homogenes des coordonn&es 
homogenes. L’A. se propose de donner de cette proposition une d&emonstration ne 
faisant emploi que de moyens relevant de la theorie des fonctions et de notions et 
procedes algebriques. A cet effet sont developpees des notions analytiques et alge- 
briques appropriees (cf. HenriCartan, ce Zbl. 38, 237). Les elements analytiques 
de fonetions et les noyaux analytiques d’ensembles, qui donnent lieux aux anneaux 
et aux lattices correspondants constituent l’instrument principal sur lequel repose 
la demonstration de l’auteur. Simion Stoilow. 

Todd, J. A.: On the overlap of an algebraie surface. J. London math. Soc. 
26, 73—74 (1951). 

In zwei Arbeiten (dies. Zbl. 34, 87; 37, 225) hat D. B. Scott die Aufmerksam- 
keit gerichtet auf zwei invariante Moduln von virtuellen algebraischen Kurven 
auf einer algebraischen Fläche. Der erste mit D bezeichnete Modul hat die Eigen- 
schaft, daß jedes dazu gehörende Element von jedem 3-Zykel der Fläche in einem 
1-Zykel geschnitten wird, der homolog Null ist; der zweite Modul Q\, ist gekennzeich- 
net durch die Tatsache, daß jedes Element von Q einen leeren Durchschnitt hat 
mit jedem Element von DO und aus den Kurven besteht, die homolog sind zu linearen 
Kombinationen von Durchschnitten von Paaren von 3-Zykeln. Es existieren Flächen 
mit einem von Null verschiedenen Durchschnittsmodul OD &Q, und Seott hat 
in der zweiten oben zitierten Arbeit behauptet, daß dieser Modul von Vielfachen 
einer einzigen Kurve erzeugt wird. In dieser Note beweist Verf. die Behauptung. 
Er stützt sich dabei auf ein elementares Lemma, daß noch etwas weitergehende 
Schlüsse zuläßt. J.C. H.Gerretsen. 

Barker, €. €. H.: Interseetions and contaet of surfaces on a V,. J. London 
math. Soc. 26, 125—131 (1951). 

Zwei algebraische Flächen S und 7 liegen auf einer algebraischen V, und haben 
eine Kurve ( gemein. Verf. betrachtet zunächst die weitere Schnittkurve D von S 
und T und gibt zwei Äquivalenzbeziehungen an, die die Anzahl der Schnittpunkte 
(©, D) und die kanonische Gruppe von D ausdrücken; man setzt die kanonischen 
Flächen der V,, die Anzahl ihrer Schnittpunkte mit € und die kanonischen Gruppen 
auf € als bekannt voraus. Ist U eine dritte durch © hindurchgehende Fläche, so 
kann man die Anzahl der weiteren Schnittpunkte von S, T, U bestimmen. Es wird 
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auch der Fall betrachtet, daß S, T zwei Gruppen 0, von Doppelpunkten auf C 
aufweisen. Allgemeiner kann man voraussetzen, daß S, T längs C eine Berührung 
der Ordnung % besitzen. Es folgen Anwendungen auf zwei Flächen S, T des Raumes 
S,; insbesondere findet man eine Formel, die die Anzahl der weiteren Schnitt- 
| punkte von drei Flächen S, 7, U angibt, falls S, T, U paarweise eine Berührung 
k-ter Ordnung längs ( aufweisen. Eugenio Giuseppe Togliatti. 

Hall, R.: On the representation of rational seetions of the grassmannian of 
lines of five dimensions. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 305—308 (1951). 

Die Grassmannsche V$* des Raumes S,,, deren Punkte die Geraden eines 
Raumes S, üblicherweise eineindeutig darstellen, kann, wie bekannt, auf einen 
Raum $S, durch Projektion aus dem Raum S, einer ihrer Quadriken V? einein- 
deutig abgebildet werden; den hyperebenen Schnitten der V, entsprechen im $, 
die Quadriken, die eine rationale normale Vj, Ort von oo! Räumen S,, enthalten. 
Verf. beschäftigt sich hier mit den Schnittmannigfaltigkeiten V,, V,, V,, V, der 
V,; mit Unterräumen Sj3, Sj2; Sı1; S1o; Sie sind alle rational. Die drei ersten werden 
zunächst auf eine Quadrik durch V}, oder auf den Schnitt von 2 oder 3 solcher Qua- 
driken eineindeutig abgebildet; die Projektion aus einem Punkt oder aus einer 
Gerzden oder aus einer Ebene der V; liefert dann ihre Abbildungen auf Räume 
S-, Sg 8,5 ihren hyperebenen Schnitten entsprechen Hyperflächen der Ordnungen 
3,4,5 bzw. Die Abbildung der V, auf einem Raum S, durch ein gewisses Linear- 
system von Hyperflächen 4. Ordnung hat schon L. Roth angegeben (dies. Zbl. 37, 
228) ;es folgt darausseine andere Art Abbildungen der drei vorigen V, V,, V,. Schließ- 
lich die Ausdehnung auf die Grassmannsche Mannigfaltigkeit der Geraden eines 
beliebigen Raumes S, . Eugenio Giuseppe Togliatti. 

Goddard, L. S.: On a class of determinantal primals and their multiple loci. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 286—298 (1951). 

Man wählt als homogene Punktkoordinaten in einem Raume 2 mit n? Dimen- 
sionen die n? Elemente einer Determinante der Ordnung n zusammen mit einem 
weiteren Parameter /. Ist dann @ eine gegebene Matrix der Ordnung n, so liefert 
jede Lösung der Matrixgleichung | X + X’G| = 0 die Punkte (4, X) eines ge- 
wissen Unterraumes &,im S,». Verf. betrachtet in 2, die en AE+X|=0 
für folgende besondere Fälle (E ist die Einheitsmatrix): 1.@= 0; man hat dann 
die Hyperfläcke D=)AE + M| =0 der Ordnung n im Raume S,., wo M eine 
beliebige Matrix der Ordnung n bedeutet: Dist ein Kegel. 2.G = E; manhat dann 
die Hyperfläche P,„=z1E+S|=0 der Ordnung n in einem Raume S,n-—1)/2; 
wo S eine beliebige nel Matrix der Ordnung n ist. 3. @ = I, wo I 


ne und sonst Nullen hat; man 


hat jetzt eine Hyperfläche Pf = 4E + I&| = 0 der Ordnung n in einem Raume 
Sy(n+1)j3, wo © eine beliebige symmetrische Matrix der Ordnung 2r bedeutet. 
4. Hier betrachtet Verf. die Schnittmannigfaltigkeit P von P,, und P},; sie zerfällt 
in zwei Kegel der Ordnung r eines Raumes S,.. Hauptziel des Verf. ist, die Örter der 
mehrfachen Punkte, der verschiedenen möglichen Multiplizitäten, aller betrachteten 
‚ Mannigfaltigkeiten zu untersuchen; er findet, daß in den ersten drei Fällen diese 
Örter immer zwei Scharen von Unterräumen bestimmter Dimension enthalten. Es 
wird überall vorausgesetzt, daß die Werte aller Koordinaten einem algebraisch 
abgeschlossenen Bereich X der Charakteristik Null angehören. 
Eugenio Giuseppe Toglıatti. 

Hutcherson, W. R.: A cyelie involution of period eleven. Canadian J. Math. 
3, 155—158 (1951). 

L’A. considere une surface du quatrieme ordre transformee en elle-m&me par 
une homographie eycligue de p6riode 11 et ötudie les points unis de l’involution 
engendree sur cette surface. Lucien Godeaux. 


längs der Hauptdiagonale r (n = 2r) Matrizen Kr 
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Differentialgeometrie in euklidischen Räumen: 


Manikarnikamma, $. N.: The spherieal Bertrand curve. Math. Student 18, 
22—24 (1951). | 

Verf. untersucht, welehe Kurven zugleich auf einer Kugel liegen und zu einen 
Bertrandschen Paar gehören, und gibt die natürlichen Gleichungen an. 

Helmuth Gericke. 

Moör, Arthur: Erweiterung des Vierscheitelsatzes auf dreidimensionale Kurven. 
Duke math. J. 18, 509—516 (1951). s a 

Verf. betrachtet geschlossene Kurven € im dreidimensionalen Euklidischen 
Raum mit der Einschränkung, daß durch zwei beliebige ihrer Punkte stets eine 
Ebene gehen soll, die die Kurve nicht in anderen Punkten trifft. Bedeuten x die 
Krümmung, r die Windung in einem Punkt von © und Striche Ableitungen | 
nach der Bogenlänge, so werden die Invarianten eingeführt 


r % ’ 9 al ur — art DH: 
ee DR, r— 2 Re = pre 
A=x+ 5 ( Kae tT— Tr) - rs : 


TR er x Ei (u) ; 
Mittels eines Verfahrens von G. Herglotz (W. Blaschke, Differentialgeometrie I, 
Berlin 1924) wird gezeigt: Es gibt mindestens 4 Punkte auf €, in denen A, und auch 
mindestens 4, in denen B verschwindet. Es folgt die Betrachtung mehrerer Sonder- 
fälle. Wilhelm Blaschke. 

Wunderlich, Walter: Eine kennzeiehnende Eigenschaft der D-Linien von Qua- 
driken. Monatsh. Math. 55, 76—81 (1951). 

D-Linien heißen diejenigen auf einer Fläche verlaufenden Kurven, deren 
Schmiegkugeln die Fläche berühren. D-Linien von Quadriken haben die kennzeich- - 
nende Eigenschaft, daß ihre Punkte mit den zugehörigen Schmiegkugelmitten durch 
eine Raumaffinität zusammenhängen. Helmuth Gericke. 

Floras, M.: Über Scharen von geodätischen Parallelen. Bull. Soc. math. Grece 
25, 164—166 (1951) [Griechisch ]. 

Hartman, Philip and Aurel Wintner: On the problems of geodesies in the 
small. Amer. J. Math. 73, 132—148 (1951). 

Let the line element ds? = g,,du,du, (i,j = 1,2) be definite positive. The 
classical theory of geodesics in the small assumes that the functions g,, are of class 
0? or even of class C3. In the present paper (which complements that of Hartman, 
this Zbl. 39, 168) the authors discuss the possible reductions of these assumptions 
The following theorem is proved: Let the coeffieients g,,(ü,, us) be of class O1 in 
a vieinity of (0, 0); then to every sufficiently small e >0 there belongs a ö > 
having the property that every point (4,, 4) # (0, 0) of the eircle Oy(u2 + u2 < 62) 
can be joined with (0,0) by a geodesie contained in the eircle C,.. However with 
these assumptions the geodesie is not necessarily unique and other uniqueness 
conditions are also not satisfied (the authors give interestingexamples). The situation 
changes if the partial derivatives ög,,/@u, are assumed to satisfy a uniform Lip- 
schitz condition. Then, on a small eire C(0 <r <a,0 <p <2r) there exists 
a pair of functions z, — u, (7,9), ü, = u,(r, @) of class C'! which vanish at the center 
of C and for every fixed p represent a geodesic on which r is the arc length; further- 
more, they represent a topological mapping of C on a neighborhood of (0,0) and 
the Jacobian A(u,, u,)/ö(r, 9) vanishes only at the center of O; finally, they trans- 
form the line element in the geodesie normal form ds? = dr? + gd 2, where g(r, 1) 
is continuous on (Ü and is positive except at the center of ©. If the functions 
9;,;(%], %,) are only assumed continuous, the differential equations of the geodesics 
cannot be written down; however one can consider the curves minimizing the are 
length integral. In an appendix some smoothness properties of these minimizing 
curves are given. Inis A. Santalo. 
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Hartman, Philip and Aurel Wintner: On the asymptotie eurves of a surface. 
Amer. J. Math. 73, 149—172 (1951). 
| The authors follow in this paper their interesting revision of the minimal 
assumptions sufficient for the truth of the fundamental theorems of the classical 
Differential Geometry. They prove, among others, the following theorems: a) If 
a surface S is of class O’’ and ifits Gaussian curvature K satisfies a Lipschitz condition 
and is negative at a point P, then either of the asymptotie direetions at P deter- 
mines a unique asymptotic curve through P. However, if S is only assumed to be 
of class 0”, then P can issue a continuum of asymptotic curves tangent to the 
asymptotie direetions at P. This last statement is proved by an example. b) Let 
.S be of constant negative curvature and of class C’’. Then there exists, near every 
point of S, a C’-parametrization of Tehebychef [i.e. such that ds? = du? + 
2 cosp dudv + dv?, where = o(u,v)]. The continuous function (u, v) is of 
class C’ if and only if the corresponding parametrization x — x(u, v) is of class 0’ 
and then S is of class C”’’ in a cartesian parametrization 2 = 2(2,y). e) I S: 
2=2(x, y) is of class C’’ and if both eurvatures H=H(x,y) and K=K(x, y) 
satisfy uniform Lipschitz conditions in x and y together, then every non-umbilical 
point of S issues a unique pair of lines of eurvature. Finally analogous theorems 
for the torses (K = 0) are proved. Luis A. Santalo. 

Lewy, Hans: On the boundary behavior of minimal surfaces. Proc. nat. Acad. 
Sci. USA 37, 103—110 (1951). 

Une surface minima S de l’espace & trois dimensions &, n, &, limitee par une 
courbe de Jordan rectifiable (', peut &tre representee conformement sur le demiplan 
y>0 du plan x, y. Les fonctions & (x, y),n (2, y),€ (x, y) sont harmoniques et born&es. 
Si la courbe (€ comprend un arc analytique A, l’A. parvient, en introduisant les 
fonetions harmoniques conjuguees de £&, n, £, & effectuer le prolongement analytique 
‚de S au travers de A. La methode utilisee consiste ä construire, gräce & une equation 

_ differentielle, des fonctions analytiques qui coincident respectivement avec &(x, 0), 
7(®, 0). £(x, 0) le long du segment de l’axe des x correspondant & l’are A. 
Jacques Dufresnoy. 


Hopf, Heinz: Uber Flächen mit einer Relation zwisehen den Hauptkrümmun- 
gen. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 232—249 (1951). 

In dieser sehr wertvollen Arbeit werden eine Reihe neuer Sätze der topologischen Diffe- 
rentialgeometrie der Flächen im großen und kleinen bewiesen, wobei als methodisches Hilfs- 
mittel auf den betrachteten Flächen isotherme Parameter u, v (E =@, F = 0) benutzt werden. 
Führt man w = u-+iv und die komplexe Funktion D=1(L—N)—iM ein, und bezeichnet 
man mit k,, k, die Hauptkrümmungen, mit H und K die mittlere und Gaußsche Krümmung 
der Fläche, so ist 2|B|=E|k,—k,|, d.h. die Nullstellen von ® sind Nabelpunkte 
der Fläche; diese sind Singularitäten der beiden Scharen von Krümmungslinien: 
ISm{ddw — 0, d.h. arg® + 2argdw— kr. Ist dann o ein isolierter Nabel vom Index j, 
und kennzeichnet ö die Winkeländerung beim einmaligen Umlauf um o, so ist 7 = — ö (arg ®)/2x. 
Die Codazzischen Gleichungen lauten ©, — E H „, die Gaußsche A log E = 2 (E"1|®|? — E A?). 
— Es folgt dann leicht durch eine aus der Theorie der Minimalflächen bekannte Überlegung 
der lokale Satz I: ‚Ist F ein weder kugeliges noch ebenes (dreimal stetig differenzierbares) 
Flächenstück konstanter mittlerer Krümmung H, so ist jeder Nabel o von F ein isolierter Nabel 

‚und sein Index j ist negativ.‘“ Mittels des Poincareschen Fundamentalsatzes über stetig differen- 
zierbare Kurvenscharen mit endlich vielen singulären Punkten auf geschlossenen orientierbaren 
Flächen vom Geschlechte g, wonach die Indexsumme %7 der Singularitäten unabhängig von 
der Kurvenschar den Wert 4(1—g) hat (aus dem folgt, daß im Falle g = 0 wenigstens eine 
Singularität mit positivem Index existiert), ergibt sich aus Satz I der globale Satz A: „Unter 
allen geschlossenen (dreimal stetig differenzierbaren) Flächen vom Geschlecht 0 (= vom topo- 
logischen Typus der Kugel) sind die Kugeln die einzigen mit konstanter mittlerer Krümmung 
H“. Diesen Satz hat H. Liebmann [Math. Ann. 53, 1—12 (1900)] für den Sonderfall der Ei- 
flächen bewiesen („H-Satz“). Ob es geschlossene Flächen höheren Geschlechts mit konstantem 
H gibt, ist eine hier aufgeworfene offene Frage. Liebmann hat neben dem obigen H-Satz 
auch den analogen Satz für die Gaußsche Krümmung K(,K-Satz‘‘) bewiesen, wobei eine 
Beschränkung auf Eiflächen nicht nötig ist. Bei den Beweisen, die D. Hilbert und W. Blaschke 
dafür gegeben haben, wird eine spezielle Argumentation verwendet, die man allgemein nach 
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S. S. Chern [Duke math. J. 12, 270—290 (1945)] dahin formulieren kann, daß auf einer Ei- 
fläche, die keine Kugel ist, nicht die eine Hauptkrümmung eine abnehmende Funktion der 
anderen sein kann („verallgemeinerter HK-Satz‘‘). Verf. erhebt die Frage, ob man auch 
diesen verallgemeinerten HK-Satz auf beliebige Flächen vom Geschlecht 0 übertragen kann. 
Er zieht dabei zugleich die weitere Klasse der Weingartenschen Flächen (= „W-Flächen“) 
in den Kreis der Betrachtungen, bei denen zwischen den Hauptkrümmungen eine Relation 
W(k, k;) = 0 besteht. Trägt man für jeden Punkt » des W-Flächenstückes F die beiden Haupt- 
krümmungen (k,,%,) als kartesische Koordinaten in einer Hilfsebene auf, so erhält man als 
Bild der W-Fläche F (wenn man Kugeln, Ebenen und Kreiszylinder ausschließt) bloß ein Kurven- 
stück, ihr sogenanntes „W-Diagramm“. Nabel der W-Fläche haben dabei ihr Bild auf der 
„Diagonalen“ k, — k,. — Verf. erhebt zunächst die allgemeine Frage nach den geschlosse- 
nen W-Flächen [von denen (außer der Kugel) nur die Sonderfälle der geschlossenen Dreh- 
flächen (g = 0 oder 1) und die geschlossenen Röhrenflächen (erzeugt durch Umlauf einer festen 
Kugel um eine geschlossene Raumkurve, g — 1) bekannt sind] und beschränkt sich dann auf 
die Frage nach den Zusammenhängen zwischen den geometrischen Eigenschaften geschlossener 
W-Flächen, insbesondere ihrem Geschlecht, und den Eigenschaften ihrer W-Diagramme, ins- 
besondere deren An- und Absteigen. Unter den Voraussetzungen, daß das in einem Nabel 
k,—= k, endende W-Diagramm stetig differenzierbar ist (im Nabel werde dk,/dk, = x gesetzt) 
und die W-Fläche in der Umgebung des Nabels analytisch ist, gelten dann die beiden fol- 
genden lokalen Sätze. Satz Il’: „Es sei o ein Nabel auf einer analytischen W-Fläche und 
inihm x = 0 und = x, also von festem Vorzeichen; dann ist o ein isolierter Nabel, und sein 
Index j hat dasselbe Vorzeichen wie x.“ Satz Il’: „x kann dabei nur-einen der Werte 0, ©; 
—1,3#1,5*1,,, @m-+1)*!,... haben.“ — Der Beweis ist dem von Satz I analog, und 
ähnlich wie aus diesem Satz A entspringt, folgt aus den neuen Sätzen durch Heranziehen des 
Poincareschen Fundamentalsatzes und seiner Folgerungen der globale Satz B’: „Hat die Kurve 
. © der (k,. k,)-Ebene in ihren Schnittpunkten mit der Diagonalen k, — k, stetige Ableitungen x, 
die sämtlich negativ sind, so kann Ü nicht das W-Diagramm einer geschlossenen analytischen 
W-Fläche vom Geschlecht g = 0 sein; sind alle Werte x positiv, so kann Ü nicht W-Diagramm 
einer ebensolchen Fläche von einem Geschlecht g > 2 sein.“ Satz B’: „Hat x nicht einen der 
eben genannten Werte, so kann (nicht W-Diagramm einer geschlossenen analytischen W-Fläche 
von einem Geschlecht g = 1 sein.““ Der erste Teil (x < 0) des Satzes B’ enthält die Übertragung 
des verallgemeinerten (in seinen Voraussetzungen etwas verschärften) 7 K-Satzes von Eiflächen 
auf beliebige Flächen vom Geschlecht 0. Es folgt u.a. Satz C: „W(k,,k,) sei eine in k, ka 
symmetrische, stetig differenzierbare Funktion mit der Eigenschaft, daß ‚(k})= W(k, k) keine 
mehrfachen reellen Nullstellen habe. Dann kann, ausgenommen die Kugel, für keine analytische 
geschlossene Fläche vom Geschlecht O0 die Relation W (k,, ks) = 0 bestehen.“ — Verf. wendet 
sich schließlich zu dem Falle einer linearen Relation (L)k, = ck, + d zwischen den Haupt- 
krümmungen der Fläche. Soll die Fläche # analytisch und ihr Geschlecht 9 > 2 sein, so muß 
e=—.1, also H konstant sein; es ist nicht bekannt, ob solche Flächen existieren. Bei g = 0 
muß c=2m+ 1)" sein (m > 0, ganz); es gelingt hier, zu jedem m analytische Rotations- 
eiflächen zu konstruieren, auf denen k, = (? m +1) k, + .d mit konstantem d ist. Dabei darf 
auch d = O sein. Allgemeiner gilt in diesem Falle Satz D: ‚Eine geschlossene analytische Fläche 
F, für deren Hauptkrümmungen eine linear-homogene Relation (Z,) k; = c k, besteht, ist vom 
Geschlecht 0 und entweder eine Kugel (c — 1) oder sie hat genau zwei Flachpunkte (k, = k, = 0) 
und keinen weiteren Nabelpunkt; abgesehen von den Flachpunkten ist überall K > 0; die in 


(L,) auftretende Konstante c ist dabei eine der Zahlen (2 m + 1)! mit m > 0, ganz. Zu jedem 
solchen m existieren stets Flächen der beschriebenen Art.“ — Zum Schluß wird gezeigt, daß 
die Sätze II” und B’” ungültig werden, wenn statt der Analytizität nur h-malige Differenzier- 
barkeit der Fläche F (mit beliebig großem h) vorausgesetzt wird. Ob die Sätze Il’ und B’ unter 
allgemeineren Voraussetzungen gültig bleiben, ist nicht bekannt. Karl Strubecker. 

Rembs, Eduard: Reelle Biegungsflächen des abgeplatteten Rotationsellipsoids. 
Math. Nachr. 5, 237—239 (1951). 

In Ergänzung des Ergebnisses der Dissertation seiner Tochter Frl. Johanna 
Rembs (dies. Zbl. 38, 335) beweist Verf. den Satz: ‚Jedes Rotationsellipsoid, 
gleichviel ob verlängert oder abgeplattet, läßt sich als Ganzes so verbiegen, daß es 
regulär bleibt bis auf ein Bogenstück des Aquators, das zu einer geraden Linie ge- 
streckt wird und bei der Verbiegung stetig von Null so lange anwachsen kann, wie 
es kürzeste Verbindung der Endpunkte auf dem Ellipsoid ist“. Karl Strubecker. 

Mishra, R. S.: Union curves on the surface of reference of a reetilinear eon- 
gruence. Math. Student 18, 37—41 (1951). 

Gegeben ist eine Fläche x (ul, u?) im Raum (i = 1,2,3) als Leitfläche einer 
Linienkongruenz, deren Strahlen die Richtungen (u, u?) haben. Es gibt dann 
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auf der Leitfläche S Kurven c, deren Schmiegebene o in ihren Punkten P jeweils 
den Kongruenzstrahl 2 von P enthalten oder bei denen o und / vereinigt liegen. 
Solche Kurven c der Leitfläche S nennt Verf. „Vereinigungskurven‘‘ (Union curves) 
nach dem Vorgang von C.E.Springer [Bull. Amer. math. Soc. 51, 686-691 
(1945)]. Es wird eine Reihe von Eigenschaften dieser Kurven untersucht, ins- 
besondere werden verschiedene Darstellungen ihrer Krümmung und Torsion ange- 
geben. Im Sonderfall der Normalenkongruenz der Leitfläche ergeben sich als Ver- 
einigungskurven ihre geodätischen Linien und einige Eigenschaften dieser Kurven. 
Karl Strubecker. 
Mishra, R. C.: Ratio of the distance to the eentral point and the parameter 
of distribution in a line congruence. J. Indian math. Soe.,n. Ser. 14, 171—173 (1951). 
Es sei p das Verhältnis des Abstands des Zentralpunktes eines Kongruenz- 
strahls von der Bezugsfläche x(u!, u?) dieser Kongruenz zum Drall einer durch den 
Strahl gelegten Regelfläche der Kongruenz der Fortschreitungsrichtung dul:du2. 
Bei Anderung von du!:du? nimmt pi. a. zwei Extremwerte, die „Hauptverhältnisse‘“‘ 
P1; Pa an. Verf. beweist durch einfache Rechnung: 1. Das mittlere Verhältnis 
3(?ı + P,) verschwindet a) im Falle einer Normalenkongruenz, b) wenn die 
Mittenfläche der Kongruenz als Bezugsfläche genommen ist. 2. Die durch Integration 
. def Richtungen du!:du? extremaler Werte von p entstehenden Hauptflächen fallen 
mit den sogenannten charakteristischen Flächen der Kongruenz zusammen, wenn 
als Bezugsfläche die Mittenfläche der Kongruenz gewählt wird. Schließlich werden 
noch die Hauptflächen einer Normalenkongruenz gekennzeichnet. Karl Strubecker. 


Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Lyra, Gerhard: Über eine Modifikation der Riemannschen Geometrie. Math. 
2. 54, 52—64 (1951). 

Es sei x°(z!,..., x") eine stetige Funktion in X,. Die Zuordnung P <> (x, x®) 
wird ein Bezugssystem genannt. Der Übergang zu einem neuen Bezugssystem wird 
durch die Funktionen (1) & = x“ (x!,... ., x"); (2) x = x0 (x, x) vermittelt. Ein 
r-fach kontravarianter und s-fach kovarianter Tensor transformiert sich unter (1) 
in der bekannten Weise, wird aber unter (2) mit /”=® multipliziert (A = 920/0x°). 
Eine Übertragung (I%,@,) wird definiert und der zugehörige Krümmungstensor 
abgeleitet. Im metrischen Falle ist der Zusammenhang zwischen /#,o, und g,; 
formal derselbe wie in der Weylschen Geometrie. Johannes Haantjes. 

Stellmacher, Karl Ludwig: Geometrische Deutung konforminvarianter Eigen- 
schaften des Riemannschen Raumes. Math. Ann. 123, 34—52 (1951). 

Ftant donn& un espace de Riemann V,, conforme, on sait qu’on peut lui associer 
une connexion affine, döterminde abstraction faite d’une transformation de Weyl et 
celle-ci est analogue ä& celle utilisee dans les espaces & connexion projeetive. En 
partant de ce fait, l’A. met en parallele les propriötes de deux geometries (projeetive 
et conforme) en considerant, en particulier, des conditions pour que ces geomeötries 
soient planes. Ainsi, pour un V,, la condition d’ötre plan (conformement-euclidien) 
est equivalente, pour n >4, & la condition que toutes les @, totalement isotropes 
_ (formees par des g&odesiques de longueur nulle), soient planes. Parmi les autres 
proprietes de m&me nature, citons encore le thöoreme: Un V, (n = 2p) est con- 
formement-euclidien, si chaque p-direction totalement isotrope est tangente a une 
hypersurface & p dimensions, totalement isotrope. G@. Vranceanu. 


Ehresmann, Charles et Paulette Libermann: Sur les struetures presque her- 
mitiennes isotropes. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1281—1283 (1951). 

V,, sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension 2 n. Eine fast- 
“ hermitesche Struktur auf V,, kann lokal durch n lokale komplexwertige Pfaffsche 
Formen m, . ., @,, die zusammen mit ihren Konjugierten @,,. . .,.@, ein System 
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unabhängiger Formen bilden, gegeben werden. Die hermitesche Form auf V,, ist ; 
dann d®=X2@,w, [vgl. Ehresmann, Sur la theorie des espaces fibres, 


dies. Zbl. 39,397, P.Libermann, Acad. roy. Belgique, Bull. Cl. Sei., V. Ser. 36, 
742-755 (1950)]. Ein System von lokalen Formen @,,... ., @,, die in einer Um- 
gebung eines Punktes x definiert sind, mit ©; = 2 u,,; w,, wo u,, lokale Funktionen 


sind und (,,) unitär ist, entspricht einer Dualbasis des Raumes der Tangential- 


vektoren in x. Eine solche Basis des Tangentialraumes heiße ‚‚repere unitaire‘“ (in 


diesem Referat: u-Basis). Für eine fast-hermitesche Struktur können Krümmung 


und eine 1. und 2. Torsion definiert werden. Unter einem lokalen Automorphismus 
der gegebenen Struktur werde ein lokaler differenzierbarer Automorphismus von 
V,, verstanden, der eine u-Basis stets in eine u-Basis überführt. Eine fast-hermite- 
sche Struktur heißt isotrop im Punkte x, wenn eine beliebige u-Basis in x durch 
einen lokalen Automorphismus in jede andere w-Basis in x überführt werden kann; 
sie heiße lokal homogen in x, wenn alle x’ einer Umgebung von x durch einen 
lokalen Automorphismus in x abgebildet werden können. Verff. beweisen: (I) Eine 


fast-hermitesche Struktur, die in jedem Punkt isotrop ist, ist lokal homogen und j 


lokal äquivalent mit der Struktur des elliptischen, hyperbolischen oder linearen 
hermiteschen Raumes. — Verff. betrachten noch eine schwächere Isotropieeigen- 


schaft in x: „zu zwei u-Basen in x, die durch eine unitäre unimodulare Transfor- 
mation auseinander hervorgehen, gibt es stets einen lokalen Automorphismus, der 


die eine in die andere überführt‘. Verff. zeigen: (II) Eine fast-hermitesche Struk- 
tur, die in jedem Punkte schwach isotrop ist, ist isotrop [dann siehe (I)] oder lokal 
isomorph mit derjenigen fast-hermiteschen Struktur auf der Sphäre S,, die die 
einfache Gruppe @, (mit 14 Parametern) als Automorphismengruppe zuläßt. Diese 
fast-hermitesche Struktur auf der S, stimmt überein mit der von Kirchhoff (dies. 
Zbl. 30, 273) angegebenen fast-komplexen Struktur auf der S,. Ihre 2. Torsion 
verschwindet nicht. Es gibt daher auf der S, keine komplexe Struktur, die diese 
spezielle fast-komplexe Struktur erzeugt. Friedrich Hirzebruch. 
Nijenhuis, Albert: X„_ı-forming sets of eigenveetors. Nederl. Akad. Wet,, 
Proc., Ser. A 54, 200—212; Indagationes math. 13, 200—212 (1951). 
Etant donne un systeme de n congruences independentes (}) dans un X,, 


k h i ü 2 h . 
ds" = % dx‘, da' = u„ds', on dit que les (A) sont normales, si chaque equation 


d—=0 (h=1,...,n) est completement integrable, fait qui s’exprime par les 
eonditions (1) yy=0 (ht&k-|), Ya etant les coeffieients de rotation de Ricci. 
— En partant des resultats de Tonolo et Schouten, l’A. donne differentes formes 
aux conditions (1), dans le cas oü (}) sont attachees & un tenseur h,, ou a dans V 


aux (1) des formes ou n’interviennent pas explicitement les (A) ou les o,. Dans le 
cas d’un h,,, nous avons 


(2) = IE hi; —= On ne An nz 0 ö% 


ou Ay, sont les composantes des h,, sur (A) et les (1) peuvent s’ecrire Run, UB 
(h=#k=|), ce qui donne E 


hie = han,ı ha Ay An + hyı,ı (A Ay, + Ay AA) 

et le probleme revient & &liminer hy, Anı., et A" & l’aide des tenseurs ni, Mr, nn. 

Dans le cas d’un tenseur a}, on montre, en utilisant aussi la derivee de Lie, que 

les conditions sont independantes des a,,. @. Vranceanu. 
Laptev, G. F.: Über den Fundamentalgruppen-Zusammenhang einer Mannig- 

faltigkeit homogener Räume. Uspechi mat. Nauk 6, Nr.1 (41), 164—165 (1951) 

[Russisch ]. 


Ku, Chao-Hao: On the theory of subspaces in a space of k-spreads. Sei 2 
cord 4, 31-36 (1951). 4 ae 


MIX 


ces tenseurs ayant des invariants distinets non nuls, o,. Il s’agit surtout, de donner 
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_ Verf. betrachtet eine eingespannte X,_, in einem n-dimensionalen Raum von 
„k-spreads“ (vgl. C. H. Ku, dies. Zbl. 40, 93). Verallgemeinerungen der 
Gaußischen und Codazzischen Gleiehungen werden abgeleitet und die n.u.h. 
Bedingungen werden angegeben, dafür daß die X,_, wieder ein Raum von „k-spreads“ 
sei. Johannes Haantjes. 

Su, Buchin: Extremal deviation in a geometry based on the notion of area. 
Acta math. 85, 99—116 (1951). 

Jedem Hyperflächenelement in X,, sei ein Skalar zugeordnet. In diesem Falle 
ist ein Fundamentaltensor, dessen Bestimmungszahlen vom Ort x und von den 
Hyperflächenelementen p im Punkte x abhängig sind, eindeutig bestimmt. (Cartan- 
sche Geometrie, E. Cartan, Les espaces metriques fondes sur la notion d’aire, 
Actual. sei. industr. no 72, Paris 1933; dies. Zbl. 8, 272.) Verf. betrachtet eine De- 
formation x? — x’ + Ei(x) öt und leitet die Bedingung für & ab, damit eine Minimal- 
fläche minimal bleibt. Es wird eine mögliche Verallgemeinerung, wo & = &i(x,p) 
ist, diskutiert. [Vgl. auch L. Berwald, Acta math. 71, 191-248 (1939); dies. Zbl. 
22,55.) Johannes Haantjes. 

Buchdahl, H. A.: Über die Variationsableitung von Fundamentalinvarianten 
beliebig hoher Ordnung. Acta math. 85, 63—72 (1951). 

Die Variationsableitung P von einer Fundamentalinvariante X wird durch 
die Gleichung ö f KY-gd= f Par gs V — gdr definiert, wobei vorausgesetzt 
wird, daß die Variation der 9, und ihrer Ableitungen an der Grenze des Integra- 
tionsgebietes verschwinden. P’” wird in einer Form dargestellt, die zu ihrer Berech- 
nung geeignet ist. Aus dieser Form wird durch direkte Rechnung nachgewiesen, 
daß die Divergenz von P#” verschwindet. Verf. gibt noch an, wann der Skalar 
P = P“, eine Divergenz ist, und betrachtet einige weitere Spezialfälle. 

Johannes Haantjes. 

Bucehdahl, H. A.: On the hamiltonian derivatives arising from a class of 
gauge-invariant action principles ina W,. J. London math. Soc. 26, 139—149 (1951). 

En theorie unitaire du champ de Weyl, la formation des equations du champ & 
partir d’un principe variationnel conduit ä& la determination de derivees hamilto- 
niennes par rapport aux fonctions g,, et k,, qui caracterisent l’espace de Weyl W,, 
envisage; K V g designant une densite scalaire de poids + 1 admettant l’invari- 
ance de jauge, ’A. se pr&occupe d’evaluer les derivees hamiltoniennes P” et Q# 
de K par rapport aux g„ et k,„ dans l’hypothese ou K depend seulement des g,, 
de leurs derivees jusqu’au second ordre (notees gw,o.) des k, et de leurs derivees 
premieres Is: Si Bao designe le tenseur de courbure de Weyl admettant l’invari- 
ance, de jauge, I’A. etablit les formules 

Pur — Ar V.Zzerse —_ 2 700% Be ap 4 ger Tee ı Se vF,r), Q" ur V, Sur, 
oü les notations sont celles de Schouten et ou Zw — AK joy,» 5” = OK[Oky 
Fa» = 2 kn. La methode de d&emonstration fait grand usage de considerations 
d’invariance pour eviter de longs caleuls. Le tenseur Kwee K/OB,,so y jJoue un 
röle important. L’&tude precödente est etendue au cas oüı le principe variationnel 
* est fond& sur une densite scalaire fi construite au moyen des densites tensorielles 
grrfn et &,.., de Levi-Civita. Un exemple relatif au cas n=4 illustre les 
formules obtenues. Andre Lichnerowiez. 

Buchdahl, H. A.: An identity between the hamiltonian derivatives of certain 
fundamental invariants in a Wy. J. London math. Soc. 26, 150—152 (1951). 

On sait que dans un espace de Weyl W,, la densit& scalaire & la plus generale, 
admettant l’invariance de jauge, ne d6pendant que des g,,„, de leurs derivees des 
deux premiers ordres, des k, et de leurs deriv6es premieres et qui est un polynome 
par rapport aux composantes du tenseur de courbure, est necessairement une combi- 
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naison lineaire A coefficients constants des quatre invariants 
7 y Fl wl: uv 
RK 0, Ra .0,08 Re Dove Pia Ki En Pro= 3 G,,0] 


oü @,, designe le tenseur de courbure contracte. Generalisant un resultat de Lanc- 
zos [Ann. of Math., II. Ser. 39, 842—850 (1938); ce Zbl. 19, 379], PA. montre que 
les derivees hamiltoniennes de l’invariant L=K,—-4K,+K, +12 K, sont 
identiquement nulles. La demonstration repose pour grande part sur les resultats 
d’un papier anterieur (voir r.f rat pröcsdent). Il en resulte que dans la formation 
des equations du champ & partir d’un prineipe variationuel, les invariants Kr Ag 
et K, peuvent seuls &tre consider6s, c’est-&-dire les invariants qui sont des polynomes 
par rapport aux composantes du tenseur contract& de courbure. 
Andre Lichnerowiez. 


Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde. Integralgsometrie: 


Mirguet, Jean: Sur une elasse de surfaces convexes, d6finie par le biparatin- 
gent. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1632—1634 (1951). : 

E designe un ensemble de l’espace euclidien Z# , M un point d’accumulation de #. L’ensemble 
(&ventuellement vide) des limites de directions de plans definis par les triplets ABC de points 
de E voisins de M, non lineaires et tels que le rayon du cercle &E (A, B, ©) tende vers zero est 
designe par „biptg,“ en M; il s’agit d’un sous-ensemble du biparatingent en M, defini sans la 
condition de c.:urbure des triplets. Theoremes: (1,1) Une „orthocourbe“ (element lipschitzien 
de courbe) dont le biptg, est partout vide, possede en chaque point une tangente qui varie conti- 
nuement. (1,2) Une ‚„orthosurface“ (elöment lipschitzien du surface) dont le biptg, est partout 
fini, possede en chaque point un plan tangent qui varie continuement. (2) S designant une 
orthosurface & paratingent superieur fini (ce Zbl. 29, 168) A l’exterieur de l’ensemble des points 
ol S poss’de la veritable double courbure (loc. cit.), sien un point M de A le biptg, n’est pas 
complet, M est interieur & un domaine convexe de A. La note est principalement consacree & - 
la demonstration du Th. 2. [Remarques du Ref. — Dans l’enonce du Th. (1, 1), ‚‚orthocourbe“ 
peut ©tre remplace par „continu“. En effet ’hypothese de la vacuite du biptg, implique la 
limitation de la courbure des triplets de # voisins de M, donc leur aplatissement. L’extension 
de (1,1) resulte d’un theoreme de G. Bouligand (Introduction & la geometrie infinitesimale - 
directe, Paris 1932, p. 220, exercice 11; ce Zbl. 5, 375). Il est & noter qu’en supposant qu’une 


direction P de plan echappe au biptg, en M, les triplets ABC de .M paralleles & P et voisins de M_ 
sont de courbure bornee.] Christian Pauc. 


Haupt, Otto: Über eine Beziehung zwischen Ordnung und Singularitäten. Math. 
Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 81—96 (1951). 

Le point de depart des considerations de cet article fut la propositionsuivante: O designant 
un ovale du plan (courbe fermee strietement convexe) possedant en chaque point x un vrai 
cercle osculateur libre (ou de Menger) C(x) et n’ayant qu’un nombre fini de sommets [points 
ou C(x) est surosculateur], une condition necessaire et suffisante pour que l’ordre cyclique de 
O0 soit = 4 est qu’aucun cercle ne touche O en plus de deux points. Cette proposition ressortissant 
de la geometrie infinitesimale directe (selon Bouligand) est &tablie comme cas particulier d’une 
proposition purement topologique, l’inter&t se portant sur les syst@mes d’au moins 4 points 
d’intersection de O et des cercles du plan, et leurs deformations continues. Cadre de l’etude 
abstraite — fl designe un cercle oriente, m un ensemble de syst&mes finis non ordonnes de 
points de $, dits „complexes“. L’ordre O(&) du complexe x = (P,,..., P,) de m est defini 
comme = r et lordre DO (m) de m comme la borne superieure (&ventuellement infinie) de DO (a). 
Un complexe a est appele „maximal“ si O(a) = O(m). Hypothöses — (H1) U(m) est fini 
— h; la borne inferieure de D(x) reprösentee par k +1 est > 3. (H2) Tout systeme y de k 
points distincts de $ definit un unique systöme « = a(y) le contenant. Les hypothöses de con- 
tinuite (H3) regissent la dependance entre y et &(y). La notion essentielle y intervenant est 
celle de regularite: & est dit „regulier“ si l’ordre des complexes «’' — &(y') correspondant aux 
y’ suffisamment voisins d’un sous-systeme y de k points de a, est — D(&). L’hypothese de 
monotonie (H4) regit le deplacement des points mobiles d’un complexe «x dont (k— 1) sont 
fixes. La propriete pour un ovale de ne pas admettre de cercles le touchant en plus de deux 
points est transposee ainsi: Il existe une constante positive b qui peut &tre supposee < l ayant 
la propriete suivante: «= (P,,..., P,) designant un complexe, s’il existe des arcs ouverts de 
K disjoints 8,,..., 8, Kı(r=1,2,...,t) etant de longueur < db et contenant g9:> 2 des points 
PP)... P„ alors (pour tout 7)  <kh>Lg—1)<k—1, (il existe un 7) (,>k-+1) 
—(t=]) & (= k+1). b est dite „borne de concentration“ dem. Un complexe & compre- 
nant au moins k points situes sur un arc de S delongueur < b est appele „‚concentre“. Aucune 


163 


hypothese ne fait intervenir de configurations limites. Malgre la presence de la borne b, U’hypo- 
these de concentration limitee est topologique, St peut ötre regard& comme un cercle topologique; 
du a sa compaeite, toutes les metrisations de Sl sont equivalentes. Theoreme abstrait — 
Sous les hypotheses (H1), (H2), (H3) et (H4), O(m) =k +1 dans le cas et seulement dans 
le cas olı m est de concentration limitee. Marche dela d&monstration— (A) A tout complexe 
maximal « correspond un complexe concentre x du m&me ordre. (B) Il existe (au moins) un 
complexe concentre ß d’ordre k + 1. (C) Tous les complexes concentres sont d’ordre > k-+1. 
Applications du Theoreme abstrait. Questions connexes. — Du Theoreme abstrait 
est deduit le theor&me „concret‘‘ de I’Introduction. Divers theor&mes analogues dus ä Böhmer, 
Carleman, Mohrmann et l’auteur sont rassembles. Dans chacun, d’une propriete ponctuelle 
ou locale, est deduite une propriete globale. Ils ne sont pas inclus dans la presente synthese 
dont sont deduits deux corollaires; un concerne un ovale et les coniques determinees par eing 
quelconques de ses points, l’autre une courbe simple fermee du plan projectif pourvu d’une 
tangente continue et les droites determinees par deux de ses points. (Remarque du referent — 
(H2) entraine dans les applications euclidiennes ou projectives, une limitation sur $ lorsque 
les caracteristiques d’ordre Ü ne sont pas toujours definies par %k points distincts de $, ainsi 
dans l’espace euclidien R,, si les © sont des plans, $ ne doit pas admettre de droite le rencon- 
trant en trois points distincts.) Christian Paue. 


Derry, Douglas: The duality theorem for eurves of order n in n-space. Ca- 
nadian J. Math. 3, 159—163 (1951). 

Es sei (', topologisches Bild der Strecke oder des Kreises im projektiven E,, mit 
folgenden Eigenschaften: (1) Keine Hyperebene hat mit €, mehr als » Punkte 
gemeinsam; (2) In jedem Punkt PeE(, existiert eindeutig der k-dimensionale 
lineare Schmiegraum S(P;%k) als Limes der k-dimensionalen linearen Räume durch 
irgend (k + 1) gegen P konvergierende Punkte von 0, (0 <k<.n). Fallen hier- 
bei die (k + 1) Punkte teilweise zusammen, so sind sie gemäß folgender Fest- 
setzung zu zählen: Der Punkt X EC, heißt k-fach im linearen Raum %, wenn 


S(X;k—1)CR& und S(X;k) CR. — Verf. beweist auf anderem Wege als . 
P.Scherk [Casopis Mat. Fys. 66, 172—191 (1937); dies. Zbl. 16, 227], daß die 
zu (', duale Kurve wieder die Eigenschaften (1) und (2) besitzt. Otto Haupt. 


Nöbeling, Georg: Verallgemeinerung eines Satzes von Herrn W. Maak. Abh. 
math. Sem. Univ. Hamburg 17, 95—97 (1951). 

Es sei die Lage eines starr beweglichen Kontinuums ÄX in der Ebene durch die 
Koordinaten x, y und o eines mit K starr verbundenen Linienelementes der Richtung 
p bestimmt. Ferner sei S eine feste offene Strecke der Länge s. Man setzt 
n(z, y,g) = 1, wenn K N S mindestens 2 Punkte enthält. In jedem andren Falle 
wird n (x, y, p) = 0 gesetzt. Dann ist, falls X endliche Länge hat, Indxdydp =:0.(8)% 
d.h. X hat mit S nur bei wenig Lagen mehr als einen Punkt gemein. Der Beweis 
wird geführt unter Benutzung der vom Verf. schon früher für Kontinuen bewiesenen 
Poincare-Formel [Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 15, 120—126 (1943)]. Ref. hat 
in den Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 12, 167 (1937) (dies. Zbl. 18, 42) die 
obige Formel nur für rektifizierbare Bögen K hergeleitet. Wilhelm Maak. 

Kurita, Minoru: An extension of Poincare formula in integral geometry. Na- 
goya math. J. 2, 55—61 (1951). 

Let E be a n-dimensional space in which a Lie group @ operates transitively 
and let V, and V, be two manifolds contained in E of dimension p and q respectively 
(p+g=n). If aV, denotes the transform of V, by the element a of @ and 
v(V,naV,) denotes the number of intersection points of V, and aV, the author 


proves that, under certain conditions, the formula a v(V,naV )da=cF#,F, 


holds, where da represents the left invariant element of volume in the space of the 
group, c is a constant (may be infinite) and F,, F, are certain integral invariants 
of V, and V, respectively. In particular the formula holds good if V,, has only one 
p-dimensional area and V_ only one g-dimensional area in which case F', and F, 
are these areas. The method of proof is analogous to that of Chern [Ann. of Math., 


II. Ser. 43, 178—189 (1942)]. The case of the euclidean n-dimensional space and the 
11* 


_ group of motions in it is considered in detail, giving (without proof) the extension 
of a differential formula of Blaschke referring to the case p+qg >n. ' 
Luis A. Santalo. 

Macbeath, A. M.: A compaetness theorem for affine equivalence-elasses of 
convex regions. Canadian J. Math. 3, 54—61 (1951). 

Let & be the set of convex bodies (bounded, closed, convex sets with inner 
points) in E*. An affine elass consists of all convex bodies that can be derived from 
a fixed one by means of an element of the group @ of nonsingular affine transfor- 

-mations. The topology of & (Bonnesen-Fenchel, Theorie der konvexen Körper, 
Berlin 1934 p. 34; this Zbl. 8, 77) induces a topology on the set &* of affine classes. 
Theorem: &* is a compact, metrie space. Thus every affine-invariant continuous 
function attains the upper and the lower bounds. This theorem is deduced from 
the selection theorem of Blaschke (s.1l.c., p. 34), and its proof depends on the 
introduction of the function o(K,K') =infV(oK’')V(K) (oc€EG, oK'’CK). 
The author gives the upper estimation o(K, K') <n!n”; the bound is not attained. 
Istvan Fary. 

Hadwiger, H.: Beweis eines Funktionalsatzes für konvexe Körper. Abh. 
math. Sem. Univ. Hamburg 17, 69—76 (1951). | 

Es wird gezeigt, daß die drei fundamentalen Maßzahlen eines konvexen Körpers 
des gewöhnlichen Raumes, nämlich das Integral der mittleren Krümmung M, die 
Oberfläche F und dasVolumen V im wesentlichen die einzigen bewegungsinvarianten, 
additiven und stetigen Funktionale konvexer Körper sind. Genauer: ist @ ein 
derartiges Funktional, so st =x +ßM +yF + öV mit konstanten K.oeffizien- 
ten>0, D, 7», 0. L. Fejes Toöth. 
Hlawka, Edmund: Ein Satz über additive Mengenfunktionen. Math. Nachr. 
4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 150—155 (1951). 

Let K: f(x) < 1 be a symmetric convex body in R,(m > 2) of distance func- 
tion f(x), V(K) its volume, G(t) >0 a ‘decreasing function of t>0 such that 


lim@(t) = 0, and u(x) >0 a function of the point x. The author proves that if 
t>0 s 
{x,} is a finite set of points in X, then 


(Zu)! I Re) < pm | EC) dr 


for alle points a outside a certain set S. Here S can be covered by means of bodies 
K,: fix —a,<s it, of total volume & V(K,) < (5r +1) V(K). Kurt Mahler. 
[} 


Hadwiger, H.: Verschärfte isoperimetrische Ungleichung für konvexe Re- 
tationskörper mit Spitzen. Math.-phys. Semesteiber. 2, 98—103 (1951). 

In vorliegender Arbeit wird mit Hilfe ganz elementarer Methoden eine iso- 
perimetrische Ungleichung für Rotationskörper abgeleitet, die eine Extremaleigen- 
schaft des Kappenkörpers des Kugelzylinders (konvexe Hülle von zwei kongruenten 
Kugeln und zwei auf der Zentrale liegenden Punkten) zum Ausdruck bringt. 

L. Fejes Toth. 

Besicoviteh, A. S.: Measure of asymmetry of convex eurves. II. Curves of 
constant width. J. London math. Soc. 26, 81—93 (1951). 

Bezeichnet @ einen ebenen konvexen Bereich vom Flächeninhalt |@| und G, einen 
in G enthaltenen konvexen Mittelpunktsbereich mit größtmöglichem Flächen- 
inhalt |G, |, so nennt Verf. den Quotienten u = 1 — |G,|/|@| Asymmetriekoeffizient 
von @. Im I. Teil (dies. Zbl. 35, 384, 515) hat er bewiesen, daß 0 TRENNT 
gilt, wobei der größte Wert u = 1/3 durch Dreiecke realisiert wird. — In dem vor- 
liegenden II. Teil untersucht Verf. die Reduktion der Asymmetrie bei Beschränkung 
auf konvexe Bereiche konstanter Breite. Es ergibt sich 0 < BZ II 
wobei der größte Wert u = (7 —2 3 En yı — 6 arccos (5 + y33)/12)/(r— 3) 
für ein Reuleaux-Dreieck gilt. Hugo Hadwiger. 
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Kuipers, L. and B. Meulenbeld: Two minimum problems. I, II, IH. Neder!l. 
Akad. Wet., Proc., Ser. A 54; 135—142, 143—151, 237—242; Indagationes math. 
13, 135—142, 143—151, 237—242 (1951). 

L. Fuchs und Ref. haben bewiesen, daß die Summe und damit auch das ein- 
fache arithmetische Mittel der Inhalte der einem Kreise eingeschriebenen und der 
zugehörigen umgeschriebenen Polygonen (die zwei Polygone berühren einander an 
der Kreisperipherie) ein absolutes Minimum für das Quadratpaar annimmt. — 
Verff. untersuchen das bezügliche arithmetische Gewichtsmittel mit dem Gewicht p 
(1>p>0) und finden, daß das Minimum angenommen wird a) bei dem Dreiecks- 
paar mit zwei gleichen Winkeln x und mit einem Winkel ß, falls 1>p >p,, b) bei 
dem regulären Dreieckspaar, falls 7, >p >22; c) bei dem Viereckspaar mit drei 
Zentralhalbwinkeln x und mit einem Zentralhalbwinkel ß, falls 2>p>p; 
d) bei dem Quadratpaar, falls p, >p >}; e) bei dem Fünfeckspaar mit vier 
Zentralhalbwinkeln x und mit einem Zentralhalbwinkel ß, falls 4 >p > p,; f) bei 
dem regulären k-eckspaar, falls p, >p > p..ı (k=5,6,..., lim pP, = 3); und 

k 


>00 
g) nirgends falls 4 >p >0 [in diesem Falle ist der Kreisinhalt die größte untere 
Schranke]. Dabei ist 
Burn ktg(r/k) — (k— 1) tg {a/(k— 1)} BR: 
rk I (k— 1) sin Br/(k— N) — } ksin (Or/k)— (k— 1) tg {n/(k— 1} -— ktg (mjk) 
und a,ß genügen den Gleichungen kx+ß=n, cosacosß = ya »)2Pp: 
3p(ksin2x +sin2ß) +(1—p)(ktga +tgß) = 
(k +1): [B psin @n/(k +1} + (1 p) tg {m/ik + DU. 
Der Beweis ist dem von L. Fuchs recht ähnlich, obzwar naturgemäß verwickelter, 
und beruht außer den Ungleichungen von Jensen [Acta math. 30, 175—193 (1906)] 
und von Hardy-Littlewood-Pölya [Inequalities, Cambridge 1934, p. 89; dies. 
Zbl. 10, 107; Messenger Math. 58, 145—152 (1929)] auf folgenden Hilfs- 
sätzen bezüglich der Funktion f(x) =%psin2z-+(p—I1)tgx: f(x) hat 
zwei Nullstellen, falls 1>p> 2: eine Nullstelle, falls p=3; f(x) ist 


überall positiv, falls $>p>0; f(x) zı für 2 0 = arc cos y = 2/29 
(L>p>14,x>0); f’(x) hat eine Nullstelle 0, in der sie von negativen zu positiven 
Werten übergeht, falls 1>p>4; f(x) hat keine Nullstelle, falls 3 >p >0; 
fo) —o<0; xf(x2)— f(x) hat genau eine Nullstelle 7 in (0,/2), und zwar 
zwischen d undo (1 >p>4); aus rf’(r) - f(r) = 0 kann r als stetige, wachsende 
Funktion von p für 1>p>} bestimmt werden; uf(r/u) = (u + 1) f [m/(w + 1)] 
für u>5 und für vu —=4, falls cos (z/u) = ya — p)/2 p ist; x fm — )/x] +f(0) > 
(+1) f [r/(@+1)] für k-1<xr<k, wo k eine natürliche Zahl zwischen 3 und 
u -1ı st 1>p>4) Fo) re -o)<FÄl >p >4 nf >r>o].— 
Ein ähnlicher Satz wird mit ähnlichem Beweis für das Gewichtsmittel der Umfänge 
der ein- und umgeschriebenen Polygone bewiesen. Jänos Aczel. 

Trost, E.: Beweis einer Minimaleigenschaft des Quadrates. Elemente Math. 
6, 26—28 (1951). 

Verf. gibt einen anderen Beweis (mit mehr Rechnung, aber ohne Gebrauch der 
elementaren Ungleichungen von Jessen und von Hardy-Littlewood-Pölya) des 
Satzes, daß die Summe der Flächeninhalte des eingeschriebenen und des ihn an 
der Kreisperipherie berührenden umbeschriebenen konvexen Polygons bei dem 
Quadratpaar ein Minimum hat (J. Aczel-L. Fuchs; dies. Zbl. 35, 384). Er unter- 
sucht jene von ihm „stabil‘‘ genannten Polygone, bei denen sich durch Verschiebung 
einer Ecke die Inhaltssumme nicht verkleinern läßt. Als solche findet er das reguläre 
Vier- und Fünfeck, das Sechseck mit drei Zentriwinkeln 36°6’ und drei Zentri- 
winkeln 83° 54’, und das Fünfeck mit vier Zentriwinkeln 77° 32’ und einem Zentri- 
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winkel 49° 52° (Bemerkung des Ref.: Unter den Fünfecken mit vier gleichen Zentri- , 


winkeln ist dieses letztere Fünfeck maximal und nicht minimal!). Unter diesen 
ist die Inhaltssumme bei dem Quadrat die kleinste. Der Beweis wird nur skizzen- 
haft gebracht. Janos Aczel. 


Fejes Töth, Läszlö: Über gesättigte Kreissysteme. Math. Nachr. 5, 253—258 
(1951). 


Ein System von kongruenten Kreisen (abgeschlossenen Kreisscheiben), die in 
der Ebene oder auf der Kugel in beliebiger Weise ausgestreut sind und sich auch 
teilweise überdecken können, heiße gesättigt, wenn in den von den Kreisen frei 
gelassenen Teil der Ebene bzw. der Kugel keine weitere gleich große abgeschlossene 
Kreisscheibe eingelagert werden kann. Verf. untersucht die ‚‚Dichte“ eines solchen 
Systems, das Verhältnis des bedeckten Teils der Ebene (Kugel) zur ganzen, und 
findet für die Ebene d > /y 108, für de Kugel a >1—4 V2. Gibt es auf der 
Kugel ein gesättigtes System von n Kreisen, so haben auf der Kugel höchstens 3n 
Kreise derselben Größe Platz, wenn sie sich nieht überdeeken dürfen. 

Ott-Heinrich Keller. 


Sehütte,.K. und B. L. van der Waerden: Auf welcher Kugel haben 5, 6, 7, 8 
oder 9 Punkte mit Mindestabstand Eins Platz? Math. Ann. 123, 96—124 (1951). 


Für den Radius r, der kleinsten Kugelfläche, auf der n >2 Punkte mit Min- 
destabstand Eins Platz haben, hat der Referent [J. Ber. deutsche Math.-Verein. 
53, Abt. 1, 66—68 (1943); dies. Zbl. 28, 76; vgl. auch die vorsteh. referierte Arbeit 
des Ref., wo sich weitere an literarische Angaben befinden] die Ab- 


schätzung r, ‚(4 — cosec _ 2 z angegeben. Das Gleichheitszeichen gilt hier 


=o © 
nur für n = 3,4,6 und 12. a diesen Fällen ist die konvexe Hülle 7 des extremalen 
Punktsystems ein reguläres Dreieck, Tetraeder, Oktaeder bzw. Ikosaeder. Ferner 


läßt sich aus der obigen Ungleichung schließen, daß r?!/n > V3/8%, und die rechts- 


stehende Schranke wird im Grenzfall n — oo erräiche Außerdem hat Ref. be- 


merkt, daB. , ='T,= V2la ist, aber außer den Fällen » <6 und n = 12 war 
der Wert von r, bisher nicht bekannt. Vorliegende Arbeit bringt eine abschließende 
Behandlung der Fälle n = 7, 8 und 9. Ferner werden die nach den Verff. vermutlich 
günstigsten Lagerungen von 10, 11, 13, 14, 15, 16, 24 und 32 Punkten angegeben. 
Begnügen wir uns hier mit der Kennzeichnung der extremalen Konfiguration für 
n — 8, wobei H das von zwei Quadraten und acht gleichseitigen Dreiecken be- 
grenzte halbreguläre Polyeder der Kantenlänge Eins ist. Die sehr klar dargestellten, 
schönen Beweise beruhen auf der Untersuchung des Graphen, der entsteht, indem 
man auf der Kugel diejenigen Punktepaare verbindet, die genau den Abstand Eins 
haben. Neben den interessanten Methoden, durch die diese ziemlich schwierigen 
Probleme angegriffen werden, kann als das Hauptverdienst dieser Arbeit die Tat- 
sache angesehen werden, daß hier anscheinend zum erstenmal ein Archimedischer 
Körper als Lösung eines einfachen und natürlichen Extremalproblems erkannt 
worden ist, und zwar nicht nur etwa im Vergleich zu den mit dem betreffenden 
Körper isomorphen Polyedern, sondern unter viel allgemeineren Bedingungen. 
Hiermit könnte diese Arbeit zum Ausgangspunkt systematischer Untersuchungen 
von Extremaleigenschaften der halbregulären Körper dienen. — Es sei noch be- 
merkt, daß, angeregt von der einfachen Bemerkung des Referenten, daß die Eck- 
punktverteilung des regulären Hexaeders und Dodekaeders keine Extremalfiguren 
sind, vorher R. Rutishauser [Comment. Math. Helvetiei 17, 327—831 (1944 '45)] 
Lager ungen von 8 und 20 Punkten angegeben hat, von denen er vermutet hat, daß 
sie die besten Anordnungen sind. In vorliegender Arbeit ist diese Vermutung für 
n = 8 bestätigt. L. Fejes Toth. 


en 
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Wallace, A. D.: Extensional invariance. Trans. Amer. math. Soc. 70, 97— 
10211952): 


One knows [ef. E. Cech, Ann. of Math., II. Ser. 38, 823—844 (1937); this Zbl. 
17, 428 and M.H. Stone, this Zbl. 31, 417] that every completely regular Haus- 
dorff space X is densely contained in a particular compact Hausdorff space ß(X); 


the author proves that for closed sets A, BinX onehasinß(X): An B=AnB, 
provided X be normal or locally compact and one of A, B is compact (Th. 1). That 
‚is the tool to prove the main results of the paper dealing with the invariance to 
compactification of certain properties, especially of unicoherence, dimensional type 
and the property S, respectively. So, if X has property S, so also has (X), and 
vice versa (L. 4; a space has property S, if every finite open covering can be refined 
by a finite covering with connected sets). The dimensional type is invariant in the 
following manner (Th. 3): if X is anormal Hausdorff space and Y a compact absolute 
neighborhood retraet, then X is of dimensional type Y, if and only if ß(X) is of 
dimensional type Y. Some generalizations concerning extensional, intensional and 
hereditary properties are considered too [a property P of a normal space $ is exten- 
siohal (intensional), if, when S ($(S)) has P, so also has ß(S) (S)]. George Kurepa. 


SE Gerolini, Annamaria: Compaetifieation des espaces separes. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 232, 1056—1058 (1951). 

It has been proved [see: A. Tychonoff, Math. Ann. 102, 544—561 (1929) and N. Bour- 
baki, Liv. III, chap. IX, p. 10, this Zbl. 31, 55] that a necessary and sufficient condition for 
a topological space E to be embedded into a compact space (compact in the sense of N. Bour- 
baki)isthatitshould be completely regular. In her note, the authoress states and proves another 
necessary and suffieient condition. It is a double one: first the space should be regular (axiom 
O,7r of N. Bourbaki, or T, of Alexandroff- Hopf); then there is another condition which it is 


rather difficult to express in a few words. It is the existence in Z of a certain family of filters. 
If we suppose that the space E is already embedded in a compact space EZ’, the filters of the 


neighbourhoods of the points of E n OE contain a subset P of filters, called a regular cen- 
tral family, and which, if considered as points added to the points of E, are compactifying 2. 
It follows that an abstract characterization of the trace # of P on E will make it possible to 
define the point set which added to E, in general, compactifies it. — The characterization of 
F might be made, perhaps, in a simpler manner. In any case the authoress should show that her 
definition of F does not make any use — even implieitly! — of Zermelo’s axiom. Her main 
contention is that her necessary and sufficient conditions may be proved without calling this 
axiom into play. It is by no means certain. C. Racine. 

Efremovit, V. A.: Infinitesimale Räume. Doklady Akad. Nauk SSSR,n. Ser. 
76, 341—343 (1951) [Russisch ]. 


Während man den Grundbegriff der Topologie, nämlich den Begriff des Be- 
rührungspunktes einer Menge, auffassen kann als Abstraktion des metrischen Be- 
griffes eines Punktes, der von einer Menge den Abstand Null hat, verallgemeinert 
Verf. in entsprechender Weise den metrischen Begriff zweier Mengen mit dem Ab- 
stand Null. Eine Menge R wird ‚‚infinitesimaler Raum‘ genannt, wenn für irgend 
zwei Teilmengen A und B von R festgesetzt ist, ob Aö B (A und B unendlich be- 

" nachbart) gilt oder nicht. Für diese ö-Beziehung werden vier einfache Axiome vor- 
geschlagen. Jeder infinitesimale Raum, der diesen Axiomen genügt, ist insbesondere 
ein topologischer (und zwar sogar regulärer) Raum. Zwei infinitesimale Räume 
heißen äquimorph, wenn sie umkehrbar eindeutig und ö-treu aufeinander bezogen 
werden können. Z. B. sind metrische Räume dann und nur dann äquimorph, wenn 
sie umkehrbar eindeutig und umkehrbar gleichmäßig stetig aufeinander bezogen 
werden können. Aquimorphe Räume sind homöomorph. Demgegenüber werden 


' einfache Beispiele homöomorpher, aber nicht äquimorpher Räume angegeben. 
Ewald Burger. 
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Smirnov, Ju.: Eine notwendige und hinreiehende Bedingung für die Metrisier- 
barkeit eines topologischen Raumes. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 197— 
200 (1951) [Russisch ]. 

The paper contains the following general metrization theorem (Th.'1) 38 
order that a topological space S be metrizable, the necessery and sufficient con- 
dition is the existence of a basis ® of S such that ® be union of a countable family 
of locally finite coverings of S [a covering y of S is locally finite, provided every 
x€ S has a neighbourhood V (x) such that YNM V (x) is non void only for a finite 
number of Y Ey]. The main interest of the paper consists in the proof of the second 
half of the theorem; for that purpose one has a lemma [y being a locally finite co- 
vering, than X Ey implies UX =UX] and the following steps: 1° $ is normal, 
2° Every @ is a F,, 3° S is homeomorphic with a subset of the Hilbert space C,, 
t being the cardinal of a basis of S [C, consists of all real valued mappings fofa 
set O0 of cardinal 7 such that f(x) + 0 only for <x, points x€ 6; moreover, for 
that points x one has N f?(x) <oo; by putting o (f,g) = (= Ren a" | 
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x ; 
(x € 6), for every f, g€ O,, ©, becomes a metrie space.] — Th. 2: If a normal space 
S has a locally finite covering consisting of metrie spaces, the space S is metrizable. 
Corrolary: Every paracompact locally metrizable space is metrizable (the space S 
is paracompaet provided in every covering of $S one can inscribe a locally finite 
covering). George Kurepa. 

Groot, J. de: Decomposition spaces. I. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A.54, 
109—115, Indagationes math. 13, 109—115 (1951). 

According to Tychonoff’s extension of a theorem of Urysohn (cf. Frechet, 
Espaces abstraits, Paris 1928, p. 221) a metric space with a countable basis is charac- 
terized by the conditions: 1° The space is regular, 2° The space satisfies the 
second countability axiom. Now, if the space is a decomposition space (Zerlegungs- 
raum, cf. Alexandroff-Hopf, Topologie I, Berlin 1935, p. 61; this Zbl. 13, 79) 
M* of a metrie space M satisfying 2° (henceforth M will denote any metrie space 
satisfying 2°), the author proves that the condition 2° is replaceable by a weaker one: | 
2* the space satisfies the first countability axiom. So, the main purpose of the paper 
to find the necessary and suffiecient condition in order that any M* be a M too 
is solved. The set of condition 1° and 2* cannot be improved: there isa M, say 
M, [M,] and a decomposition space MT [M}] of M,[M;] satisfying 1° [2*] and 
not satisfying 2* [1°] — (example 1 [2]). George Kurepa. 

Edrei, A.: On iteration of mappings of a metrie space onto itself. J. London 
math. Soc. 26, 96—103 (1951). 

Verf. nennt eine Folge von Abbildungen g,, 93, - - . eines metrischen Raumes X 
(mit der Entfernungsfunktion 0) in sich eine C-Folge, wenn es zu jedem positiven 
& positive ö und N gibt, so daß o(g,(%), 9,(y)) < &, sobald o(2,y) <ödöundn>N. 
Als erstes wird bewiesen: Enthält die Folge (*) f, fl, f?,...,f*,... der Iterierten - 
einer Abbildung f des total beschränkten Raumes X in sich eine C-Folge als Teil- 
folge, 80 ist f eine 1-1-deutige Abbildung von X auf sich, ferner ist jede Potenz 
ra = 0) Limes einer gleichmäßig konvergenten Folge von Potenten von f mit 
durchweg wachsenden oder durchweg fallenden Exponenten [A = 0 insbesondere 
bedeutet, daß eszu 2e>0 und N>0 enn>N gibt mit o(f"(&%), x) <e und 
of ehr) < Es fürrallezexXTr Ist (*) selbst eine O'-Folge, also die Bildmenge 
(X) = X, so ist f eine topologische Selbstabbildung von X; die Menge (x) aller 
Limespunkte der Folge (f"(x)) ist alsdann minimal invariant gegenüber f für jeden 
Punkt x. Der Fall, daß &(2) = X für ein zEX, führt zum Bestehen dieser 
Gleichung für alle x und wird im Anschluß an W.H. Gottschalk (dies. Zbl. 34, 
254) näher untersucht. Schließlich wird ein elementarer Beweis des Satzes gegeben, 
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daß es, wenn X metrisch kompakt ist und nur aus abzählbar vielen Punkten be- 
steht, zu jeder stetigen Abbildung f von X in sich Punkte gibt, in welchen (*) peri- 
. odisch ist. Georg Aumann. 


 Mackin, R. Ju.: Über stetige Bilder des Hilbertschen Raumes. Izvestija Akad. 
Nauk SSSR, Ser. mat. 15, 95—103 (1951) [Russisch ]. 

It is interesting to observe that, on the one hand, every continuous real-valued 
image of Hilbert space H(H being connected) is a B-set of very simple structure 
(point, interval, straight line or half of straight line), and that, on the other hand, 
a continuous plane image of H may be a A-set that is no B-set at all (p. 101). — 
The author proves that the continuous image of H may be a B-set of any class a; 
if Eisany B-set< H of class x >2, there is a continuous mapping ® of H into 
H so that ®H contains a closed homeomorphic image of E and that DH be a B-set 
of class x [T.1]. There is a continuous one-to-one mapping of H containing 
a closed homeomorphic image of E (T.3). If E is any A-set, there is a continuous 
mapping f of H such that fH contains a closed homeomorphie image of E (T. 2).— 
The main property of H that is used in the proofs of the above results is that H 
contains a closed homeomorphic image of Baire’s space [W. Hurewiez, Fundam. 
Math. 12, 78—109 (1928)]. Consequently, as author observes, the same theo- 
rems hold not only for the space H but also for every metric separable space con- 
taining a closed homeomorphic image of Baire’s space. George Kurepa. 

Smirnov, Ju.: Die Bettischen Gruppen des Durchschnitts unendlich vieler Men- 
gen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 29—32 (1951) [Russisch]. 

Der Beweis des allgemeinen Dualitätssatzes von Alexandroff (dies. Zbl. 33, 
133) benutzt verschiedene Arten von Spektren von Homologiegruppen. In diesem 
Zusammenhang beweist Verf. die beiden folgenden grundlegenden Sätze: 1. Sei 
in einem beliebigen topologischen Raum R eine (bezüglich des Enthaltenseins) ge- 
richtete Menge von Bikompakten ®, gegeben. Dann bilden die (in gewöhnlicher 
Weise mittels endlicher Überdeckungen definierten) Homologiegruppen AP®, zu- 
sammen mit den Einbettungshomomorphismen E% ein inverses Spektrum, dessen 
Limesgruppe die Homologiegruppe AP®D des Durchschnittes ® der ®, ist. 2. In 
einem ‚„erblich‘“ normalen Raum R sei eine Menge M gegeben. Dann bilden die (in 
entsprechender Weise mittels abzählbarer lokal- endlicher Überdeckungen definierten 
Homologiegruppen öPU, der Umgebungen U, von M zusammen mit den Einbettungs- 
homomorphismen E7 ein inverses Spektrum, dessen Limesgruppe öPM ist. Beim 
Beweis der beiden Sätze spielen außerdem die „äußeren“ Homologiegruppen APM R 
und 6PMR eine Rolle, die mittels der endlichen bzw. abzählbaren lokal-endlichen 
„äußeren‘“ Überdeckungen von M (d.h. Systeme in /? offener Mengen, deren Summe 
M enthält) definiert sind. Sie sind z. B. unter den Voraussetzungen des Satzes 2 
isomorph zu APM bzw. öPM. Ewald Burger. 

Cogosvili, 6. S.: Über Homologieapproximationen und Dualitätssätze für be- 
- Jiebige Mengen. Mat. Sbornik, r. Ser. 28 (70), 89—118 (1951) [Russisch ]. 

Diese Arbeit enthält eine Darstellung eines Teils der Resultate der Dissertation (Mat. Inst. 
Akad. Nauk SSSR, Moskva 1945) des Verf. über Dualitätssätze für nicht-abgeschlossene Mengen: 
Es werden zwei derartige Sätze bewiesen, von denen einer den Dualitätssatz von Alexander- 
Pontrjagin [Ann. of Math., II. Ser. 35, 904 (1934); dies. Zbl. 10, 180], der andere den von 
Alexander-Kolmogoroff [veı. die Darstellung bei Alexandroff, Trans. Amer. math. Soc. 
49, 41 (1941); dies. Zbl. 26, 270] verallgemeinert. Der Beweis geschieht beide Male durch Homo- 
logieapproximation einer beliebigen Menge von innen durch abgeschlossene und von außen durch 
offene Mengen. Sei z. B. A eine beliebige Menge in der n-Sphäre 8", B = 8"\A die Komple- 
mentärmenge zu A. Die gewöhnlichen Homologiegruppen B’ (G,, X) der offanen Mengen 6, DA 
über der diskreten Koeffizientengruppe X bilden dann mit der Ordnung @,<@, für ee: Gen 
und den durch die Einbettung von @, in @, induzierten Homomorphismen #3 als Projektionen 


ein inverses Spektrum {B’(G.,X); E»} diskreter Gruppen, dessen diskrete Limesgruppe als 
äußere Bettigruppe B7(A,X) von A Berechnet wird. Ebenso bilden die bikompakten Ho- 


mologiegruppen Be (F,.©) der abgeschlossenen Komplementärmengen F, = 8"\@,C B über 
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der zu X dualen bikompakten Gruppe © mit den Einbettungshomomorphismen Z% ein direktes 


Spektrum {B""" (F ©); E«} bikompakter Gruppen. Nach dem Dualitätssatz von Alexan- 
der-Pontrjagin sind diese beiden Spektren zueinander dual. Verf. entwickelt nun zunächst 
die Theorie dieser diskreten Spektren. Sie führt zur Definition einer topologischen Limesgruppe, 
die in der Charakterengruppe der Limesgruppe des dualen inversen Spektrums diskreter Gruppen 
überall dicht ist und innerhalb dieser Charakterengruppe eindeutig bestimmt ist. Diese beiden 
Limesgruppen nennt Verf. verallgemeinert-dual. Die so definierte Limesgruppe von 
WEITE 0); H%} heißt innere Bettigruppe B}”""(B,©) von B. Es folgt der allgemeine 
Dualitätssatz: B,:A,X) und B}”"(B,©) sind verallgemeinert-dual. Während die innere 
Bettigruppe B?”"! B,©) auf Grund ihrer Definition eine Invariante von B ist, ist die ent- 
sprechende Eigenschaft für die äußere Bettigruppe von Verf. in seiner Dissertation nur für 
gewisse A bewiesen worden. Ausgehend von den Untersuchungen des Verf. hat dann jedoch 
später Alexandroff (dies. Zbl. 33, 133) die Isomorphie der äußeren Bettigruppe mit einer 
invariant definierten Gruppe allgemein bewiesen. In der genannten Arbeit bringt Alexandroff 
ebenfalls die gleiche Herleitung des allgemeinen Dualitätssatzes sowie eine Darstellung der 
Theorie der Gruppenspektren des Verf. — Die Verallgemeinerung des Dualitätssatzes von 
Alexander-Kolmogoroff leitet Verf. in ähnlicher Weise ab: Sei jetzt A eine beliebige 
Menge in einem normalen lokal-bikompakten Raum R. Für die approximierenden offenen und 
abgeschlossenen Mengen werden jetzt die (spektralen) Kohomologiegruppen im Sinne von 
Alexandroff (dies. Zbl. 26, 270) benutzt, die ja Gegenstand des Dualitätssatzes von Kol- 
mogoroff sind. Verf. erhält dann als Limesgruppen inverser Spektren diskreter Gruppen 
äußere und innere Kohomologiegruppen und den Dualitätssatz: Falls R in den Dimensionen 
r und r + 1 verschwindende Bettigruppen hat, ist die r-te innere Kohomologiegruppe p#(4A, X) 
von A über den diskreten Koeffizienten X isomorph zur (r + 1)-ten äußeren Kohomologiegruppe 
v5" (B,X) der Komplementärmenge B= _R A. Eine entsprechende Homologieform des 
Satzes wird ebenfalls bewiesen. Die Invarianz dieser Gruppem im allgemeinen Fall wird nicht 
untersucht. Ewald Burger. 


Hu, Sze-tsen: Chain transformations in Mayer chain ecomplexes. Compositio 
math. 8, 251—284 (1951). 


Verf. entwickelt eine allgemeine Theorie der Erweiterung und der ‚„Kettenhomotopie“ von 
Kettentransformationen mit Hilfe der Hindernismethode. Die Sätze und die Beweise sind rein 
algebraischer Natur. Der Untersuchung werden Mayer-Kettenkomplexe mit Operatoren zugrunde 
gelegt (vgl. J. L. Kelley and E. Pitcher, dies. Zbl. 29, 423). Ein solcher Komplex M wird 
gegeben durch eine Folge von abelschen (additiven) Gruppen O,(M)@=...,—1,0,1,...), 
durch Homomorphismen 3 von O, in O,_, (für jedes g) mit 0% = 0 und durch eine (multiplikative) 
Gruppe W, deren Elemente auf jeder Gruppe C', von links operieren und dabei mit 0 vertausch- 
bar sind [d.h. es gilt stets: w,(w, ce) = (ww,)c, lce=c, &w=wö]. H,(M) sei die übliche 
(ganzzahlige) Homologiegruppe von M. M, sei ein „zulässiger“ Teilkomplex von M, M, wird 
durch jedes Element von W auf sich abgebildet [C,(M,) (C,(M)]. @ sei eine abelsche (additive) 
Gruppe mit W als Links-Operatorenbereich. Es kann dann die g-te äquivariante Cohomologie- 
gruppe H?(M, M,,@) von M modulo M, bezüglich G definiert werden. Diese Definition erfolgt 
in der üblichen Weise mit Hilfe der Gruppe 02(M, M,,G) der äquivarianten g-Coketten, d.h. 
der operatortreuen Homomorphismen von O,(M) in G, die auf M, verschwinden. Z2(M, M,,@) 
sei die Gruppe der äquivarianten Cozyklen, ö bezeichne die Corandbildung. — Es seien nun 
M und N zwei Mayer-Kettenkomplexe mit demselben Operatorenbereich W. Eine (äquivariante) 
Kettentransformation z von M in N wird gegeben durch operatortreue Homomorphismen 
von O,(M) in C,(N) (für jedes g), die mit 2 vertauschbar sind. Das Symbol ‚„c“ wird für M 
und N verwendet. Zwei solche Transformationen r, o heißen ‚„‚kettenhomotop“, wenn es für 
jedes q einen operatortreuen Homomorphismus D von O,(M) in O,,,(N) gibt, so daß gilt: 


&D = 1—g— Da. M”sei das n-Skelett von M [C, (M")=(,(M) fürgq<n, C,(M”) = 0 für 
q>nlund M" = M, u M"”. Verf. entwickelt jetzt die Hindernistheorie für (äquivariante) 
Kettentransformationen und Kettenhomotopien. 1. Jede Transformation z: M—N bestimmt 
einen Cozyklus 17'' € Z”"' (M, M,, H„(N)), das Hindernis von r. 2. r, o seien Transformationen 


von M" in N. Eine Kettenhomotopie D von 7, o auf M”" bestimmt eine Cokette 
&,€0% (M, M,,H,(N)), das Hindernis von D. — 3.1: M"— N hat dann und nur dann eine 
Erweiterung 7’: M”""— N, wenn I?" = 0. — 4. Wenn, o: M"—> N und wenn D eine Ketten- 
homotopie von r, og auf M”" ist, dann gilt: d&% — EN — Aa — 5.Wenn t: M"— N und wenn 
= 1% + 6&” mit &* € 0” (M,M,H,„(N)), dann existiert eino: M”"— N, das auf M”! mit 


7 übereinstimmt und für das Ki — 1", — 6.Wennt,o: M— N und wenn D eine Kettenhomo- 
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'topie von r, o auf M"ist, dann existiert eine Erweiterung D’ von D auf M” dann und nur 
dann, wenn 2, —= (.— Für die Existenzsätze, d.h. für 5. und für das „dann“ in 3. und 6., 


muß folgende zusätzliche Voraussetzung über M, M, gemacht werden: W „operiert frei‘ auf 
(CM), On41(My)) (für 3.) bzw. auf (C,(M),C,(M,)) (für 5. und 6.). Vgl. Eilenberg und 
MacLane, dies. Zbl. 34, 11ı. In diesem Referat werden die jeweils erforderlichen Voraussetzun- 
gen über W im folgenden nicht angegeben. 2 (bzw. 2”) sei die abelsche Gruppe aller äquivarian- 


ten Kettentransformationen von M in N (bzw. M”in N). Durch r —12* (vgl. 1.) wird ein 
Homomorphismus o, von 2" in H”''(M, M,, H,(N}) induziert. 2” sei die Untergruppe der 
Te€2”, die auf M, verschwinden, und I” (M, M,, H,(N)) = o, (Q*)/o, (2R). Entsprechend 
seid"! die abelsche Gruppe aller Tripel (7, 0, D), wo 7,0 €2 und D eine Kettenhomotopie von 
T,g auf M” ist, 47" sei die Untergruppe der Tripel (0, 0, D) mit D = 0 auf M,. Für ein Tripel 
(7,0, D) ist £, (vgl. 2.) ein Cozyklus und durch (T, 0, D) — &7, wird ein Homomorphismus u, 
von A" in H) (M, M,, H„(N)) induziert. Es sei 3} (M, M,, H,(N)) = u, (A"") [pn (47°). — 
2, sei die Gruppe der Kettentransformationen von M, in N, und E” sei die Untergruppe der 
z aus (2, die auf M” erweitert werden können. Verf. beweist: (I) I?" (M, M,, H,„(N)) ist in 
einer natürlichen Weise isomorph zu E”/E”"'. — Für beliebiges 7, € 2, sei 2(r,) die Teilmenge 
derjenigen Elemente von 2, die auf M, mit 7, übereinstimmen. %(T,) wird in Kettenhomotopie- 
Klassen relativ M, eingeteilt. 7,o * 2(T,) sind in diesem Sinne homotop, wenn es eine Ketten- 
homotopie D von r, o gibt, die auf M, verschwindet. Es seien a, b ganze Zahlen, a < b, und es 
werde vorausgesetzt, daß C,(M) = (\,(M,) fürg <a undb<g. (Das ist z.B. der Fall, wenn 
a —=—1 ist und M ein b-dimensionaler simplizialer Komplex ist.) Verf. beweist das folgende 
Klassifizierungstheorem: (II) Die Homotopieklassen von 2(t,) im obigen Sinne entsprechen 
eineindeutig den Elementen der Gruppe 
Sen (M, Mo H.+1(N)) © 3, (M, M,, H,.+2(N)) DES &% (M, M,, H,(N)) . 


(I) und (II) sind die Hauptsätze der vorliegenden Arbeit. Verf. gibt mehrere Spezialisierungen 
und Anwendungen der Sätze (I) und (II) an. Insbesondere ist es möglich, durch Spezialisierung 
(II) in direkte Analogie zu bringen mit den Klassifizierungssätzen von H. Hopf (dies. Zbl. 5, 
313) und Steenrod (dies. Zbl. 30, 416). Verf. wurde zu den meisten Begriffen und Sätzen 
dieser Arbeit angeregt durch die analogen Resultate einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 32,125). 
Friedrich Hirzebruch. 

Hu, Sze-tsen: Cohomology and deformation retracts. Proc. London math. 
Doc.,. LI. Ser. 52, 191—219 (1951). 

Sei K ein euklidischer Komplex, K, ein abgeschlossener Unterkomplex, Y ein 
stetig-zusammenhängender topologischer Raum, Y, ein stetig-zusammenhängender 
abgeschlossener Unterraum. Zunächst wird für Abbildungen f: (K, K,) > (Y, Y,) 
eine zur Obstruktionstheorie von Eilenberg (dies. Zbl. 22, 407) analoge Theorie 
unter Benutzung der relativen Homotopiegruppen ,(Y, Y,) als Koeffizienten- 
gruppen für die Kohomologie in K—K, entwickelt. Sie liefert Bedingungen, 
unter denen jede Abbildung f: (K, K,) > (Y, Y,) sich so deformieren läßt, daß 
K in Y, abgebildet wird, wobei während der Homotopie sich die Bildpunkte von 
K, nicht ändern. Diese Ergebnisse werden dann für beliebige separable metrische 
Räume X, X, (an Stelle von K, K,) und absolute Umgebungsretrakte Y, Y, ver- 
allgemeinert unter Benutzung einer Cechschen Kohomologietheorie, die auf ab- 
zählbaren sternendlichen Überdeekungen basiert. Ist außerdem X von „zugäng- 
‚licher (accessible) Dimension“, d. h. jede sternendliche Überdeckung von X hat eine 
sternendliche Verfeinerung mit endlichdimensionalem Nerven, so folgt als Haupt- 
ergebnis: Für jede Abbildung f: (X, X,) > (Y, Y,) und jede Untermenge RCX 
mit dm Rn (X -— X, <m existiert eine abgeschlossene Menge R,CR mit 
R,CX — X, und dim R, < m — n und eine Homotopie h: R-R,>Y (0 <t = 
mit n=ef|iR Rs h(R—KH,CYy la) = f(x) für ale zeR N X und 
0 <t <1, vorausgesetzt daß 1. Y 1-asphärisch bezüglich Y,, 2. Y r-einfach 
bezüglich Y, für 1<r <n ist (über diese Begriffe vgl. Hu, dies. Zbl. 30, 177), 
3. die Kohomologiegruppen H’(X mod X, 7,(Y, Y,)) =0 für 1<rsn sind. 
Es werden eine Reihe von Spezialfällen und unmittelbaren Folgerungen dieses 


Satzes angegeben. Ein ähnlicher Satz gilt auch für die Abbildungen eines absoluten 
Umgebungsretraktes in einen Raum. Im Falle X=Y, f=1 erhält man Re- 
traktionssätze für absolute Umgebungsretrakte, die Verallgemeinerungen eines be- 
kannten Kontraktionssatzes von Hurewiez (dies. Zbl. 10, 378) sind: Schließlich 
wird die folgende Verallgemeinerung eines Satzes von J.H. C.Whitehead be- 
wiesen: Für zwei stetig-zusammenhängende absolute Umgebungsretrakte Y, Y,. 
wobei Y, abgeschlossener Unterraum von Y ist, ist Y, dann und nur dann Defor- 
mationsretrakt von Y, wenn 1. Y 1-asphärisch bezüglich Y,, 2. Y r-einfach be- 
züglich Y, für alle r >1. 3. H’(Ymod Y, n,(Y, Y,))= 0 für alle, r >1 
Es werden mehrere äquivalente Formulierungen dieser Bedingungen angegeben. 
Dieser Satz wurde unter der zusätzlichen Bedingung der Kompaktheit von Y schon 
früher (dies. Zbl. 31, 285) vom Verf. bewiesen. — In Satz (5. 4) befindet sich ein 
störender Druckfehler: Statt ‚„‚non-deformable‘“‘ muß es heißen ‚‚n-deformable“. 
Ewald Burger. 
Postnikov, M. M.: Bestimmung der Homologiegruppen eines Raumes mit 
Hilfe von Homotopieinvarianten. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 359—362 
(1951) [Russisch ]. 
Sei X ein stetig zusammenhängender topologischer Raum mit den Homotopie- 


gruppen 77,7%, .... Ausgehend von dem Eilenberg-MacLaneschen Matrizenkom- 
plex K, = K(n,) [Ann. of Math., II. Ser. 46, 480 (1945)] konstruiert Verf. induktiv 
eine Folge K,,K,,... von abstrakten Komplexen mittels der Homotopiegruppen 


z, und gewisser „Faktoren“ k,. Die k, sind gewisse durch Homotopieeigenschaften 
von X bestimmte (ö + 2)-dimensionale Kozyklen von K, mit Koeffizienten aus 
7%]. Für die (# + 1)-Gerüste Kit! von K, gilt KICKZC--.. Die Vereinigung 
dieser Kit! ist ein Komplex K, der zum singulären Komplex S(X) von X ketten- 


äquivalent ist [Bezeichnungen wie bei Eilenberg, Ann. of Math., II. Ser. 45, 407 


(1944)]. Insbesondere sind also die (singulären) Homologiegruppen von X gleich 
denen von K. Vgl. zu diesem Probiem auch Eilenberg-MacLane, l.c.; Proc. 
nat. Acad. Sci. USA 32, 227 (1946) und dies. Zbl. 34, 111, 36, 126. Die Kom- 
pliziertheit der Konstruktionen der A, und %, verbietet leider ein genaueres 
Eingehen auf sie an dieser Stelle. Ewald Burger. 


Postnikov, M. M.: Über den Homotopietyp von Polyedern. Doklady Akad. 


Nauk SSSR, n. Ser. 76, 789—791 (1951) [Russisch]. 

Verf. hat in einer früheren Arbeit (s. vorsteh. Referat) jedem stetig-zusammen- 
hängenden topologischen Raum X vermöge seiner Homotopieeigenschaften ein 
„natürliches System‘ zugeordnet, das aus den Homotopiegruppen rz,(X), gewissen 
induktiv definierten „Faktoren“ %k, und hierdurch bestimmten abstrakten Kom- 
plexen K, besteht. Ein solches System läßt sich jedoch auch unabhängig von jeder 
topologischen Bedeutung rein algebraisch beschreiben. Dies führt zum Begriff 
eines algebraischen Systems & — {@,,k,}, wo G,,@g, ..... eine unendliche Folge von 
Gruppen ist, wobei für 5 >1 @G, abelsch ist und @, als Gruppe von Operatoren 
besitzt. Die k, sind gewisse (3 + 2)-dimensionale Kozyklen von dem System & 
algebraisch zugeordneten abstrakten Komplexen K,. Wegen der genaueren Defi- 
nition muß auf die Arbeit selbst verwiesen werden. Für die Systeme & wird ferner 
in natürlicher Weise ein Isomorphiebegriff erklärt. — Verf. zeigt nun in vorliegender 
Arbeit, daß 1. jedes algebraische System & isomorph ist zum natürlichen System 
eines Polyeders (=zusammenhängender C W-Komplex im Sinne von J.H.C. White- 
head [Bull. Amer. math. Soc. 55, 213—245 (1949)]) und daß 2. zwei Polyeder 
dann und nur dann vom gleichen Homotopietyp sind, wenn ihre natürlichen Sy- 
steme isomorph sind. Damit ist — wenigstens im Prinzip — die Unterscheidung 
der verschiedenen Homotopietypen von Polyedern auf ein algebraisches Problem 
zurückgeführt unter der Voraussetzung, daß die natürlichen Systeme der Polyeder 
bekannt sind. — Die Sätze werden ferner noch verschärft, indem nicht nur der 
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' Homotopietyp, sondern auch. der n-Typ (vgl. Whitehead, I.c.) von Polyedern 
“untersucht wird. Hier ergeben sich entsprechende Resultate, wenn statt des Sy- 
stemes © sein n-ter Teilabschnitt betrachtet wird. Die Beweise benutzen Reali- 
sierungen des singulären Komplexes eines Raumes und der Komplexe K ; durch 
' Polyeder nach Giever (dies. Zbl. 35, 388) und einen Satz von Whitehead (l. e., 
theorem 1). — Als Nebenergebnis beweist Verf. noch den Satz, daß jeder von einem 
_ Polyeder „‚beherrschte‘ (vgl. Whitehead, 1. c.) Raum vom gleichen Homotopietyp 
"ist wie ein gewisses Polyeder. Dieser Satz findet sich jedoch schon (mit demselben 
Beweis) bei J.H.C. Whitehead, theorem 23; dies. Zbl. 37,261. Ewald Burger. 
| Blakers, A. L. and W. $S. Massey: The homotopy groups of a triad I. Ann. of 
' Math., 1I. Ser. 53, 161—205 (1951). 
Ein geordnetes Tripel (X, A, B) topologischer Räume ist eine Triade, wenn 
X sowohl A wie B enthält und der Durchschnitt AB von A und B nicht leer ist. 
Die Homotopiegruppen x, von Triaden sind eine Verallgemeinerung der relativen 
‘ Homotopiegruppen von Dyaden (X, A). Ihre Elemente sind Homotopieklassen von 
' Abbildungen einer n-dimensionalen Zelle, deren Rand in gewisser Weise in drei 
‚Zellen unterteilt ist, in die Triade, und zwar solcher Abbildungen, bei denen die 
eine Randzelle nach A, die zweite nach B und die dritte in den Grundpunkt x, in 
: A B’der Homotopiegruppe übergeführt wird. Die Vorschrift über den Zellenrand 
gibt zu verschiedenen Formen dieser Definition und der Konstruktion der Gruppen- 
verknüpfung Anlaß; dabei ist n>2 undn=2 getrennt zu behandeln. — Wenn 
A den Raum B enthält, so sind die Homotopiegruppen der Triade (X, A, B) isomorph 
zu den relativen Homotopiegruppen der Dyas (X, A). Es lassen sich Berandungs- 
operatoren erklären, und zwar für jedes Element zwei, nämlich einerseits bezüglich A, 
andrerseits bezüglich B. Dieselben bestimmen Homomorphismen von Homotopie- 
gruppen. Mit Hilfe derselben und den natürlichen Beziehungen der Dyaden (A, AB) 
zu (X, B) und (B, AB) zu (X, A) lassen sich Folgen von Homotopiegruppen nicht 
abnehmender Dimension bilden, die je durch einen Homomorphismus verknüpft 
sind, und zwar so, daß der Kern jedes Homomorphismus das Bild des vorangehenden 
ist. Für n>3 sind die Gruppen kommutativ, für n=3 1. a. nicht. — Der Haupt- 
inhalt der Arbeit ist der Beweis von zwei Theoremen, die sich auf eine Dyas (X*, X) 
beziehen, bei welcher der Restraum X* — X in endlich (oder abzählbar) viele 
offene Räume U, zerfällt, welche je zu der offenen Zelle der Dimension » homöomorph 
sind, und zwar so, daß dieser Homöomorphismus durch einen solchen der abge- 
schlossenen Zelle in die durch U, bestimmte abgeschlossene Menge E, hervorgebracht 
wird. Die Vereinigung aller E, heiße E. Dann besteht nach dem ersten Theorem 
zwischen den Homotopiegruppen der Dyas (X, E" X) und der Triade (X*, Er, X) 
folgender Zusammenhang: sind die Gruppen der Dyas bis zur Dimension m gleich 0, 
so sind es die der Triade bis zur Dimension m + n — 1 (von Grenzfällen abgesehen). 
Ein zweites Theorem sagt aus, daß der Berandungshomomorphismus von 
R;1(X*, Er, X) auf n,(E”r, E"X) trivial ist für 2 sısm+tn— 1, wenn die 
Homotopiegruppen des Raumes EX bis zur Dimension m gleich Null sind. — Der 
Beweis dieser Theoreme hängt mit der Theorie der Hindernisse für Ausdehnung 
von Abbildungen und Deformationen zusammen. Er ist nicht einfach. Als Konse- 
quenzen ergeben sich neue Beweise verschiedener neuerer Ergebnisse der Homo- 
topietheorie, H. Freudenthals Einhängungstheorem, Sätze über Homotopie- 
gruppen von Räumen aus Sphären mit gemeinsamem Punkt und über Deformationen 
von Abbildungen von Triaden. Kurt Reidemeister. 
Uehara, Hiroshi: A group of automorphisms of the homotopy groups. Na- 
goya math. J. 2, 73—82 (1951). et 
Für eindimensional zusammenhängende topologische Räume X wird.eine mit X 
'invariant verknüpfte Gruppe A von Automorphismen aller Homötopiegruppen 
'r. (n >1) von X erklärt, welche eine zu m, invariante Untergruppe enthält. Die 
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A 


174 E 2 ni 
Elemente von A sind Homotopieklassen von Abbildungen des direkten Produktes 

X,t von X und der Einheitsstrecke 0 <t <s1, mit der Bedingung, daß X, 0 so 

auf X abgebildet wird, daß zwei Homotopieinverse für diese Abbildung von X auf 

sich existieren und dabei ein Punkt x, fest bleibt und ferner x,, l in % übergeht. | 
Die x, entsprechende Untergruppe läßt sich direkt angeben. Die Gruppe S der 

Homotopieklassen der Abbildungen von X auf sich mit beiderseitigen Inversen, die 
x, fest lassen, liefert ebenfalls Automorphismen aller z,, und A modulo z, ist isomorph 
zu S. Kurt Reidemeister. 

Serre, Jean-Pierre: Homologie singuliere des espaces fibres. II. Les espaces 
de lacets. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 31—33 (1951). 

In a first note (this. Zbl. 39, 397), the author had stated a few general results 
about the singular homology and the singular cohomology of certain fibre spaces. | 
This second note is about an application of these results to what is called by the 
author „espaces de lacets“ (loops spaces). This application seems to promise very 
important developments in the study of the relations between the properties of 
homology, and those of homotopy, of a space. — A space X is considered for which 
zu(X) =, (X) = 0. This space may be considered as the basis of a fibre space, 
namely the space of all the continuous mappings of the closed segment (0, 1) into 
the space X. Such a space may be topologized, as it has been shown by Bourbaki 
(see: El&ments de Mathömatiques I, Livre III, Chapitre X, p. 19; this. Zbl. 36, 
386). In partieular one may only consider the mappings of (0,1) into X which 
are loops, or closed paths. The fibre spaces so obtained are the loops spaces of the 
author. — A first theorem states for such spaces the existence of a spectral sequence 
of homology groups, the last term of which is trivial. This theorem is completed 
by three corollaries, the last of which along with results in the theory of the Cal- 
culus of variations in the large due to M. Morse, enables the author to prove his 
extremely interesting theorem 2: If X is a Riemannian space which is connected 
and complete, if H,(X,Z) = 0 for an index ö = 0 (Z denotes the ring of the rational 
integers) then a and b being two distinct points of X, there exist an infinite number 
of geodesies passing through «a and b. — The author points out that it is easy to 
obtain similar results concerning two submanifolds A and B and the transversals 
with respect to A and B. — A last theorem makes use of results still unpublished 
of Eilenberg and Zilber and gives a representation of the cohomology algebra 
of some loops spaces by the tensor product of a polynomial ring and of a certain 
Grassman Algebra. — By means of the exact sequence of H. C. Wang, an inter- 
esting application is made to loop spaces whose basis is an n-sphere. 

C. Racine. 

Serre, Jean-Pierre: Homologie singuliere des espaces fihres. III. Applications 
homotopiques. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 142—144 (1951). 

This third note (see this Zbl. 39, 397 and the preceding review) about singular 
homology properties of fibre spaces introduces a spectral sequence of spaces deter- 
mined by a loops space (espace de lacets). IE X = X, is an arewise connected space, 
T, its universal covering space, X, the loops space of T,, T, the universal covering 
of X], ete.... the sequence X, satisfies the relations r,(X,) =, A, N, 
so that in 21, H,(X,,„Z) = n,,11(X). — The author remarks that if it were pos- 
sible to determine the homology groups of the spaces (X,.T ,), the homotopy groups 
of X would be completely determined. His note gives a partial solution to this 
important problem. — Two theorems are concerned with a space X which is simple 
in all its dimensions and whose homology groups, H,(X,Z), have a finite number 
of generating elements. The next two are about the homotopy groups of n-spheres. 
— In the second part of this note, the author makes an application of his theory 
to the Eilenberg-MacLane groups (see: S. Eilenberg and S. MacLane, this Zbl. 
37,395). These groups may be studied by means of a speetral sequence of homology 
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groups and of a theorem establishing a recurrence relation on the integer on which 
the Eilenberg-MacLane groups depend. If these groups have a finite number of 
generating elements, the Algebras which they define verify Hopf’s theorem. 

C. Racine. 

Gordon, I.I.: Klassifikation der Abbildungen geschlossener Flächen in die 
projektive Ebene. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 625—627 (1951) [Russisch ]. 

Verf. wendet seine Ergebnisse über die Abbildungen eines n-Komplexes in den 
n-dimensionalen reellen projektiven Raum P" (dies. Zbl. 34, 112) an, um fürn = 2 
eine explizite Klassifizierung der Abbildungen einer geschlossenen Fläche M? in 
die projektive Ebene zu erhalten. Hierzu werden die sämtlichen Untergruppen ®, 
vom Index 2 der Fundamentalgruppe von M? bestimmt sowie die zugehörigen 
zweiblättrigen Überlagerungen von M? untersucht. Aus den Resultaten der zi- 
tierten Arbeit folgt dann das Klassifikationstheorem: Für orientierbare M? vom 
Geschlecht p> 0 existieren außer den abzählbar vielen Abbildungsklassen, die 
jeden Weg nullhomotop abbilden, zu jeder Untergruppe ®, je zwei Abbildungs- 
klassen. Es gibt 2?? — 1 derartige Untergruppen ®,. Für nicht-orientierbare M? 
vom Geschlecht p>1 existieren zwei Abbildungsklassen, die jeden Weg null- 
homotop abbilden, ferner existiert eine Untergruppe ®, (deren zugehörige Über- 
lagerung orientierbar vom Geschlecht p — 1 ist), zu der abzählbar viele Abbildungs- 
klassen gehören. Die übrigen ®, liefern jeweils eine oder zwei Klassen, und zwar 
insgesamt 3 (2?7=1—1) für ungerades p, 3 (2?=-1—1)—1 fürgeradesp. Bezüglich 
dieses Abbildungsproblems vergleiche man auch Shih, Duke math. J. 10, 179 (1943). 

Ewald Burger. 

Dolbeault, Pierre: Sur les formes differentielles meromorphes ä parties singu- 
lieres donnees. C. r. Acad. Sci., Paris 233, 220—222 (1951). 

L’A. etudie d’abord le probleme suivant: Sur une variete kählerienne compacte 
V, on donne, dans l’intersection (supposee vide ou hom&omorphe & une boule com- 
pacte) des voisinages compacts U, et U, d’un recouvrement localement fini, une 
forme pure F,, de degr&e pet de type g, primitive, dF, , &tant aussi primitive. L’auteur 
obtient une condition necessaire et suffisante pour qu on puisse construire F', 
dans les voisinages U avec F,— F, = F,,. F est determinde & l’addition pres d’une 
forme harmonique. L’A. etudie specialement le cas q = 0. I existe une corres- 
pondance biunivoque entre les formes harmoniques de degr& p et de type 1 de V et 
les classes d’espaces fibres principaux ayant pour base l’espace des p-vecteurs ana- 
lytiques tangents & V et pour fibre le groupe additif des nombres complexes. — 
L’A. etudie ensuite l’extension d’une p-forme holomorphe ferm&e, donne6e localement 
sur la variete V analytique complexe; il definit un 2-cocycle ; une condition necessaire 
pour l’existence d’une solution est que sa classe de cohomologie soit nulle; cette 
eondition est suffisante si V est un domaine d’holomorphie ou une vari6te kählerienne 
compacte. — Enfin, une relation est etablie entre l’espace des classes de formes de 
deuxieme espece d’une variete kählerienne compacte et les espaces des formes 
harmoniques. Guy Hirsch. 

Hahn, S. W.: Universal spaces under strong homeomorphisms. Trans. Amer. 
math. Soc. 70, 301—311 (1951). 

A subset B of the n-dimensional Euclidean space #, is said to be the strongly 
homeomorphie image of aset ACE, if there is a homeomorphism h of E, onto 
itself such that h(A) = B. Itis proved that, if k <n — 2, there is no k-dimensional 
X CE, which contains a strongly homeomorphie image of every k-dimensional 
subset of E, (ff k=n or n—1, such a set X exists). The proof is based on the 
existence of a plane continuum which contains no are [B. Knaster, Fundam. 
Math. 3, 247—286 (1922)]. It is proved else that the O-dimensional set of 
(x, y)€ E, with irrational x and y contains a strongly homeomorphic image of 
every 0-dimensional plane set which is an absolute F, (= the sum of an enumerable 
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sequence of compact sets). The 1-dimensiomal set of all points (2, y,2)€ E, with 
at most one rational coordinate contains a strongly homeomorphie image of every 
0-dimensional absolute F,-subset of E,. Roman Sikorski. 

Blankinship, William A.: Generalization of a construetion of Antoine. Ann. 
of Math., II. Ser. 53, 276—297 (1951). 

The author constructs in Euclidean space R”,n > 3, a compact zero-dimensional 
set A, whose complement is not simply connected. The construction is a generaliza- 
tion of the known construction of L. Antoine for the case n = 3 and constitutes 
an affirmative answer to a problem proposed by the referent. The set A is defined 
as the intersection of a decreasing sequence of compact sets, every of which consists 
of a finite number of suitably linked disjoint sets homeomorphie to the topological 
product of a 2 cell with n — 2 circles. By a generalization of a remark by J.W. 
Alexander on Antoine’s construction the author constructs for each 1sq<sn 
a g-cell in R* whose complement is not simply connected. The author shows that 
analogous constructions can not be accomplished in Hilbert space R®, because the 
complement of any compact set EC R® is contractible. — Moreover the author 
investigates the compact subsets of R“ leaving R“ multiply connected and shows 
that the projection of such a set in any (n — 1)-dimensional hyperplane has positive 
dimension. The paper contains also some investigations concerning the unsolved 
question whether a set of finite dimension can leave the Hilbert cube multiply 
connected. It is shown that if there be such a set then for some r its projection in 
the subspace 4 =%=:':=x,=( is of infinite dimension. Karol Borsuk. 

Zaremba, 8. K.: On nets of eurves on non-orientable surfaces. Amer. J. Math. 
73, 186—198 (1951). 

Ein auf einer geschlossenen Fläche S liegendes Kurvennetz N heißt regulär, 
wenn sich jedem Punkte M von S — mit Ausnahme endlich vieler singulärer Stellen 
— eine Umgebung U (M) so zuordnen läßt, daß eine Homöomorphie zwischen U (M) 
und einer ebenen Umgebung V besteht, wodurch die Menge aller in U(M) liegenden 
At-Kurvenbogen auf die Menge aller zu zwei festen Richtungen parallelen Strecken 
von V abgebildet wird. Jede solche Umgebung U (M) heißt regulär, und jede solche 
lokale Zerlegung heißt normal. Das reguläre Netz # heißt monodrom, wenn 
es sich in zwei Kurven-Untermengen so zerlegen läßt, daß in jeder regulären 
Umgebung die entstehende Zerlegung der R-Kurvenbogen normal wird. Jede 
solche nicht-lokale Zerlegung heißt wieder normal. Können alle R-Kurven so 
orientiert werden, daß die in V entstehende Orientierung der zu einer Richtung 
parallelen Strecken kohärent wird, so heißt N zweiseitig. Ist ferner $ monodrom 
und können die Kurven einer der R-Untermengen einer normalen Zerlegung so 
orientiert werden, daß die in V entstehende Orientierung der geradlinigen Bilder 
der betreffenden Kurvenbogen der Untermenge kohärent wird, so heißt diese Unter- 
menge zweiseitig. — Verf. findet Beziehungen zwischen oben angeführten Be- 
' griffen für reguläre Kurvennetze auf orientierbaren und nichtorientierbaren Flächen: - 
ein zweiseitiges Kurvennetz auf einer orientierbaren Fläche ist monodrom; ein 
monodromes Kurvennetz auf einer nichtorientierbaren Fläche ist nicht in zwei 
zweiseitige Kurven-Untermengen normal zerlegbar. Ein Beispiel eines zweiseitigen, 
nicht monodromen Kurvennetzes auf der nicht-orientierbaren Ringfläche wird von 
den Charakteristiken der Differentialgleichung 

(cos 4 2 .de — sin#x:dy) (intx.dx + costx.dy) = 0 
gebildet. — Es werden noch einige Arten von mit dem Kroneckerschen verwandten 
Indices definiert, untersucht und bei den Beweisen benützt. Tudor Ganea. 

Boothby, William M.: The topology of regular eurve families with multiple 
saddle points. Amer. J. Math. 73, 405—438 (1951). 

Ce travail prolonge les &tudes de W. Kaplan [Duke math. J.7,154—185 (1940); 


’ 


8, 11—46 (1941); ce Zbl. 24, 190; 25, 93] dont l’A. reprend les notations et les techni- 
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. ques. L’A. se propose de d&montrer qu’une famille reguliere de courbes F definie 
dans le plan AR? et admettant des singularites du type ‚‚col multiple‘ est homeo- 
morphe & la famille des lignes de niveau d’une certaine fonction continue f sans 
maxima ou minima relatifs; dans un article ulterieur il sera &tabli qu’en outre f 
peut etre supposee harmonique. — Le succes de la d&monstration tient essentielle- 
_ ment aux deux eirconstances suivantes: 1. l’ensemble des courbes de F qui abou- 
tissent & des points singuliers est forme d’un ensemble dönombrable d’arbres A 
dont les sommets sont des points singuliers de F; 2. Il est possible d’isoler un en- 
semble E de branches des arbres A tel que le compl&mentaire /' de E soit connexe 
et simplement connexe. La demonstration de 1. rösulte assez aisement de la consi- 
deration des indices des singularites et des courbes (Kneser, K6rekjärtö). La 
demonstration de 2., plus ardue, fait usage d’un thöoreme d’Adkisson et MacLane 
[Duke math. J. 6, 216—228 (1940), ce Zbl. 28, 363] qui permet de montrer que tout 
arbre plan est hom&omorphe (par un hom&omorphisme du plan entier) & un arbre 
euclidien (graphe rectiligne). — Les resultats de Kaplan montrent quil existe 


une fonction continue f dans /' dont les lignes de niveau sont des courbes de F'}; il 


reste alors essentiellement & montrer que f peut &tre prolong& en une fonction con- 
tiwiue dans R?2. Georges Reeb. 


Sprague, R.: Über die eindeutige Bestimmbarkeit der Elemente einer endlichen 
Menge durch zweifache Einteilung. Math. Z. 54, 27—33 (1951). 


Deux ‚Aquivalenzrelationen“, E, et E,, definissent sur un ensemble fini, M, 
une decomposition double (zweifache), E,,,, en classes. Soit € une classe de g ele- 
ments; si ze Ü', l’element x sera dit g-naire. Est-il possible de caracteriser indi- 
viduellement chaque element € M de maniere & le definir de fagon univoque, soit 
par son @quivalence avec un el&ment dejä caracterise, soit par les valeurs de g qui 
lui correspondent? Exemple: E,:[1] [2] [3,4] B, 6]; £,:[3] [11,5] [2, 4, 6]; 2 est 
singulier et ternaire; 3 est singulier dans E,; 4=3 (Mod E,);6 =2 et4;5 =6; 
1 =5. Chaque el&ment est determine par le pr&cedent. Les E,,, se r&partissent 
en 3 categories. Ay: il existe une substitution + 1 laissant E, et E, invariants; le 
probleme est impossible. A, : les groupes de substitutions appartenant ä E, etä BE, 
n’ont aucun diviseur commun, mais il existe une substitution, S: E,-S = Ey; le 
probleme est possible si les indices 1, 2 de E,,, sont ordonn6s. A,: Aucune des 
suppositions pröcedentes n’a lieu; le probleme est possible sans ordonner les indices 
1,2. — A chaque E, , correspond un reseau oü les elasses modulo E, (resp. E,) sont 
represent6es par des points blancs (resp. noirs) et les el&ments communs ä deux elasses 
de couleurs differentes par des arötes reliant les points correspondants. — Si l’on 
numerote les classes modulo E, & partir de 1 et les classes modulo £, egalement & 
partir de 1 et que l’on porte les num&ros des premieres en abeisses, ceux des secondes 
en ordonnees, on obtient une matrice, oü le point de coordonne6es x, y est affect& d’un 
0 ou d’un + suivant que les classes de rang x, y ont un element commun ou non. 
Alors: les matrices A, (A,) sont celles qui se transforment en elles-m&mes par des 
permutations de rangees sans (avec) transpositions. Les autres sont des matrices 
" A,. Si toutes les classes ont le m&me degr& (g) alors E, , est „‚reguliere‘“ et l’on peut 
definir une „chaine‘‘ pour tout couple ordonn& d’el&ments. La chaine est ouverte 
si les öl&ments sont differents. S’ils sont &gaux, elle se ferme et definit la ‚„periode‘‘ 
de l’element. La resolution du probleme initial et la construction d’autant de Z, 5 
que l’on veut en resultent. Albert Sade. 

e Reidemeister, Kurt: Einführung in die kombinatorische Topologie. Unver- 
änd. Nachdruck. (Die Wissenschaft. Band 86.) Braunschweig: Fr. Vieweg & Sohn 
1951. XII, 209 S. Halbl. DM 12,—. 

Referat der 1. Aufl. (1932) s. dies. Zbl. 4, 369. 
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Theoretische Physik. 
Mechanik: 


e Hund, Friedrich: Einführung in die theoretische Physik. I. Mechanik. Leip- 
zig: Bibliographisches Institut 1951. 304 S. DM 6,50. 

Borg, 8. F.: On an application of dimensional analysis. Amer. J. Phys. 19, 
69—73 (1951). 

Bei vielen Problemen der Mechanik läßt sich aus Dimensionsbetrachtungen 
bei Kenntnis in Betracht kommender Invarianten die Gestalt der Lösung voraus- 
sagen. Diese nicht unbekannte Tatsache wird an Beispielen erläutert, doch wohl 
bin zwingende Beweisführung. Meist wird diese durch Analogieschlüsse auf be- 
kannte einfachere Aufgaben ersetzt. Georg Hamel. 


Brinkman, H. @.: Der allgemeine Momentensatz. Euclides, Groningen %6, 
220—223 (1951) [Holländisch ]. 

Stoppelli, Franeeseo: Sul prineipio dell’effetto giroscopieo. Giorn. Mat. Batta- 
glini 80, 14—38 (1951). 

Considerato un solido con un punto fisso, detto k il versore che determina un 
asse principale d’inerzia diverso da quello medio, © il momento d’inerzia relativo 
a quest’asse, r, la componente lungo % della velocitä angolare iniziale, 7 il momento 
delle forze rispetto al punto fisso (momento che si suppone ortogonale a k), V’A. 
dimostra che, dall’equazione approssimata dell’effetto giroscopieo: (1) CO ry:dk/dt = M, 
si deducono, nel caso di r, molto grande, valori sufficientemente approssimati 
(cio® a meno di termini d’ordine superiore a 1/r,) per la posizione del corpo. Invece, 
per ottenere dalla (1) valori dello stesso ordine di approssimazione per l’atto di 
moto, bisogna aggiungere al suo secondo membro altri due termini che si annullano, 
conforme a risultati del Signorini, quando il solido & a struttura giroscopica e M & 
inizialmente nullo. Dario Graffi. 

Bottema, 0. and H. J. E. Beth: Euler’s equations for the motion of a riekl 
body in n-dimensional space. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A. 54, 106-108, 
Indagationes math. 13, 106—108 (1951). / 

Die Eulerschen Gleichungen für die Bewegung eines starren Körpers werden 
auf n Dimensionen übertragen. Georg Hamel. 


Bottema, O0. and H. J. E. Beth: The stationary motions of a rigid body under 
no forces in four-dimensional space. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 54, 123— 
129; Indagationes math. 13, 123—129 (1951). 

Ihre Theorie über die Eulerschen Gleichungen eines starren Körpers im n- 
dimensionalen Raum wenden die Autoren auf die kräftefreie Bewegung im vier- 
dimensionalen Raum an. Für die sechs Komponenten der Winkelgeschwindigkeit 
ergeben sich nur vier unabhängige Integrale, so daß mit ihrer Hilfe eine Integration 
nicht möglich ist. Doch lassen sich einige Sonderfälle durchrechnen und auf Stabili- 
tät untersuchen. Insbesondere werden a8 einzigen stabilen stationären Bewegungen 

angegeben. Georg Hamel. 

Bottema, 0.: On the stabilization of equilibrium by rotation. Nederl. Akad. 
Wet., Proc., Ser. A. 54, 61—65, Indagationes math. 13, 61—65 (1951). 

Diese Herrn Brouwer zum 70. Geburtstag gewidmete Arbeit dehnt eine hübsche 
Untersuchung Brouwers über Stabilität der Ruhelage eines schweren Punktes auf 
einer rotierenden Fläche ins Vierdimensionale aus, was wegen des Thomsonschen 
Satzes keineswegs trivial ist. Das Ergebnis hängt wesentlich von den Krümmungen 
der gegebenen nen Mannigfaltigkeit im vierdimensionalen Raum ab. 
Die Brouwersche, noch wenig bekannte Arbeit steht im Nieuw Arch. Wiskunde. 
JI. Ser. 12, 407—419 (1918). Georg Hamel. 
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Fortrat, R.: Oseillations pendulaires et de relaxation. J. Phys. Radium 12, - 
41—50 (1951). 
Die durch van der Pol als Relaxationsschwingungen gekennzeichneten Pendel- - 
vorgänge besitzen nicht umkehrbaren Charakter und werden durch dauernde Energie- 
zufuhr aufrecht erhalten, stehen daher in engem Zusammenhang mit den erzwungenen 
Schwingungen; die erzwingende Kraft äußert sich dabei in einer Abminderung bzw. 
Aufzehrung der Dämpfung, wobei ihre Größe gleichzeitig mit der Schwingung selbst 
gekoppelt ist (z. B. amplitudenabhängig). Verf. diskutiert diese Erscheinungen an 
Hand einiger Beispiele aus der Physik, insbesondere der Elektrotechnik und der 
Mechanik, u.a.: Aufladung und Entladung eines Kondensators durch eine Neon- 
Röhre; Schwingungen des Dynatron; Tantalgefäß. Durch Einführung eines ampli- 
tudenabhängigen Dämpfungsfaktors in die gewöhnliche lineare Differentialgleichung 
der geschwindigkeitsproportional gedämpften Schwingungen gibt Verf. eine theo- 
retische Erklärung dieser Vorgänge. H. Neuber. 

Bondaf, N. 6.: Über die Approximation der Fundamentalfunktionen und die 
Funktion der kleinen dynamischen Verschiebungen von Stabsystemen. Priklad. Mat. 
Mech. 15, 207—226 (1951) [Russisch ]. 

„» L’etude des petites oseillations amorties d’un systeme de tiges deformables et 
heterogenes, portant des charges concentrees et reparties, et soumises A un systeme 
quelconque de forces donnees, se ramene & une @quation integro-differentielle, dont 
V’A. indique la solution expliecite chaque fois que l’on suppose connues les valeurs 
et les foncetions fondamentales d’une equation integrale de Fredholm. (Ce resultat 
constitue une extension d’une formule de Gantmacher et Krejn). Toutefois, 
ces derniers elöments ne peuvent &tre effectivement determinds que dans quelques 
cas el&mentaires: en vue des applications numeriques, il est indispensable de ereer 
une methode d’approximation. L’A. indique d’abord quelques proprietes gen6rales 
des valeurs et fonctions fondamentales (voisines, d’ailleurs, des proprietes classiques) ; 
puis, il tire de lä des limitations pour ces inconnues, propres & guider un calcul 
numerique. Quelques exemples illustrent sa theorie. Julien Kravtchenko. 

Lufe, A. L: Über eigentlich instabile regelbare Systeme. Priklad. Mat. Mech. 
15, 251—254 (1951) [Russisch ]. 

Dans un travail anterieur [Priklad. Mat. Mech. 9, fasc. 5 (1945)] YA. a donne 
des conditions suffisantes pour assurer la stabilit& d’un systeme de regulation soumis 
ü& certaines restrietions: en partieulier, la stabilit6 se trouvait garantie lorsque le 
servo-moteur 6tait debraye. L’A. diseute iei la stabilite du rögime en s’affranchissant 
de cette derniere restrietion. Julien Kravtchenko. 

Haacke, Wolfhart: Bemerkungen zur Stabilisierung eines physikalischen 
Pendels. I. Z. angew. Math. Mech. 31, 161—169 (1951). 

Verf. geht von der Differentialgleichung des physikalischen Pendels aus und 
untersucht die Stabilisierungsmöglichkeiten mittels einer periodischen vertikalen 
Bewegung des Aufhängepunktes. Es zitiert zunächst die früheren Ergebnisse anderer 
Forscher. Dann berücksichtigt er die Reibung und zeigt, wie hierdurch diese Er- 
gebnisse beeinflußt werden. Darauf berüchsichtigt er die Elastizität des Pendel- 
körpers. Während beim anderen Pendel nur die Normalgleichgewichtslage und die 
um zz verschobene Lage stabil sein können, ergibt sich bei Berücksichtigung der 
Elastizität eine schräge stabilisierte Lage. Max J.O. Strutt. 

Potthoff, K.: Zu 0. Emersleben: „Die Schwingungsdauer eines umlaufenden 
Pendels als Analogon zum Potential eines Kreises“. Z. angew. Math. Mech. 28, 
279—282 (1949) und 30, 64 (1950). Emersleben, 0.: Erwiderung. Z. angew. Math. 
Mech. 31, 63—64, 64 (1951). 

Laitone, E. V. and J. T. Ahlin: A simple graphical solution of the Duhamel 
integral. J. aeronaut. Sci. 18, 142—143 (1951). 
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Artobolevskij, I. L: Über einige Formen der Bewegungsgleichungen eines 
Maschinenaggregats. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 977—979 (1951) 
[Russisch ]. 

Pylarinos, 0.: Über das n-Körperproblem. Bull. Soc. math. Grece 25, 49—67 
(1951) [Griechisch ]. 

Palecek, E. M.: Zur Frage der Berechnung der Bahnen der Schwerpunkte von 
Artilleriegeschossen. Priklad. Mat. Mech. 15, 83—96 (1951) [Russisch]. 

Kazakov [Priklad. Mat. Mech. 9, 129—138 (1945)], a propose une methode 
d’int6gration numerique de l’&quation differentielle de la trajectoire du centre de 
gravite de l’obus d’artillerie (en negligeant l’effet de la rotation autour de l’axe lon- 
gitudinal). L’A. appligue ce proc6de, en prenant d’autres variables independantes, 
&value l’ordre de l’erreur commise, donne des criteres pour le choix des variables 
indöpendantes conduisant & la meilleure approximation (suivant la nature de la 
piece, ete.), analyse les avantages de la möthode de Kazakov et illustre ’emploi 
de celle-ci sur deux exemples. Julien Kravtchenko. 

Davies, E. T. J. and V. Mauranen: An applieation of Cornu’s spiral to the 
mathematical theory of the motion of an unrotated rocket. Math. Gaz. 35, 12—18 
(1951). 

Verf. entwickelt eine einfache graphische Methode, die auf den Haupteigen- 
schaften der Cornuschen Spirale bzw. ihrer Evolute beruht, um den Einfluß von 
Winkelabweichungen (die von einem konstanten Querwind, Anfangsschwankungen, 
anfänglicher Winkelgeschwindigkeit, Fehlern in der Flossenstellung herrühren 
mögen) in den drei hauptsächlichen Raketenfunktionen am Ende der Brenndauer 
zu berücksichtigen. Viktor Garten. 


Elastizität. Plastizität: 


Sternberg, E. and R. A. Eubanks: On the method of inversion in the two- 
dimensional theory of elastieity. Quart. appl. Math. 8, 392—395 (1951). 

Die auf Michell zurückgehende Inversionsmethode, welche zu einer großen 
Reihe technisch wichtiger Anwendungen geführt hat, ist für eine bestimmte Art 
von Randbedingungen des ebenen Elastizitätsproblemes besonders geeignet. Verff. 
zeigen den Zusammenhang mit der konformen Abbildung und den Hauptspannungs- 
linien. H. Neuber. 

Ejdus, D. M.: Über ein gemisehtes Problem der Elastizitätstheorie. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 181—184 (1951) [Russisch]. 

Verf. befaßt sich mit dem Problem der Bestimmung eines Verschiebungsvektors 
u in einem räumlichen Gebiet 2, der außer den Gleichgewiehtsbedingungen und den 
Verträglichkeitsbedingungen des isotropen elastischen Körpers noch den folgenden 
Bedingungen in drei Teilgebieten der stückweise glatten Oberfläche von Q genügen 
soll: in (1) vw = 0; in (2) %, = 0, t, = 0; in (3) t= 0, worin uw, die normale Kom- 
ponente von u, t der Spannungsvektor an der Oberfläche und t, seine tangentielle 
Komponente sein soll. Um die prinzipielle Möglichkeit der Lösung des Problems 
durch die Variationsmethode zu zeigen, wird in Ergänzung einer bereits bekannten 
Ungleichung noch die folgende bewiesen: 

Be au, 3 
'Ou,\2 A: 1 (ou, , Ou,\? 
| Ze] Dan 
2 ik=1 2 ik 
Hierin sind &%,, %, &%, Ortskoordinaten, U, Ug, U, Komponenten von u und P>0 
eine Konstante. Zum Schluß wird der dem Kontaktproblem entsprechende Sonder- 


fall von nur zwei Gernzgebieten (2) und (3) unter einigen speziellen Annahmen über 
die Gestalt der Kontaktfläche (2) erörtert. S. Woinowsky-Krieger. 


181 


Weiß, H. J. and 6. H. Handelman: A minimum prineiple for struetural sta- 
bility. Quart. appl. Math. 8, 395—401 (1951). 

W. Prager hat 1947 (dies. Zbl. 32, 222) ein Variationsprinzip für das folgende 
Stabilitätsproblem angegeben: Eine gegebene Konfiguration eines deformierbaren 
Körpers sei durch die Spannungskomponenten A :0,, (,j = 1,2,3; A — willkür- 
licher Proportionalitätsfaktor), die mit gegebenen Oberflächenkräften im Gleich- 
gewicht sind, gekennzeichnet und sei für genügend kleines A stabil. Nun wird ein 
System infinitesimaler Verschiebungen u, angewandt und gefragt, für welche Werte 
von A das Gleichgewicht indifferent wird. Verff. geben für das Problem ein neues 


Minimumprinzip an: D(u) = On U; ;%,,00V = Min, unter der Nebenbedin- 
2 


gung HA(w=1,woH(w)=—4 [0.8 Un, cl; Url Uli Und, Al 
V 3 \ ” 2 


Der Minimalwert von D(u) ist der Eigenwert. (C,,,, hängt nur von den elasti- 
schen Konstanten ab, der Index nach dem Komma bezeichnet jeweils die Ab- 
leitung nach der betr. Koordinate.) Die Bedingung für die Realität von Eigenwerten 
und Eigenfunktionen wird angegeben und mechanisch gedeutet. Fritz Reutter. 

Lodge, A. S.: The eompatibility conditions for large strains. Quart. J. Mech. 
appl. Math. 4, 85—93 (1951). 

Die Tatsache, daß das Riemannsche Tensorfeld der Krümmung im Euklidischen 
Raum verschwindet, ist von A. E. Green und W.Zerna (dies. Zbl. 36, 132) und 
unabhängig davon von K. Weissenberg (in einer noch unveröffentlichten Arbeit) 
benutzt worden, um die Verträglichkeitsbedingungen in einer für große Form- 
änderungen und beliebige Koordinatensysteme gültigen Form abzuleiten. In ihrer 
allgemeinen Form sind die Gleichungen nicht linear in bezug auf die Verschiebungs- 
komponenten und so verwickelt, daß ihre Anwendung in den meisten praktischen 
Problemen große mathematische Schwierigkeiten bietet. Trotzdem scheint es 
wertvoll zu sein, diese Bedingungen genauer zu diskutieren. — Die vorliegende Arbeit 
befaßt sich hauptsächlich mit zwei vorwiegend formalen Fragen. Es wird erstens 
bewiesen, daß die Verträglichkeitsbedingungen nicht nur notwendig sondern auch 
hinreichend sind. Zweitens wird ein verwandtes Theorem bewiesen, das aussagt, 
daß eine anfängliche Konfiguration und ein gegebenes Verzerrungsfeld die ent- 
sprechende endgültige Konfiguration bis auf eine willkürliche Translation und 
Rotation des ganzen Mediums als starren Körper festlegen. Rolf Gran Olsson. 

Galimov, K. Z.: Eine invariante Form der Kontinuitätsbedingung endlicher 
Deformationen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 577—580 (1951) [Russisch ]. 

Aus dem Verschwinden des Krümmungstensors wird die Kontinuitätsbedingung 
in tensorieller Schreibweise sowohl für Lagrangesche als auch für Eulersche Ko- 
ordinaten abgeleitet. Hans Richter. 

Rivilin, R. S.: Mechanics of large elastie deformations with speeial referenee 
to rubber. Nature 167, 590—591 (1951). 

Ein mathematischer Ansatz zur Behandlung endlicher elastischer Deformationen 
wird mitgeteilt und in Zusammenhang mit Experimenten an Gummi diskutiert. 

Tünther Leibfried. 

Hoyle, R. D.: Temperature stresses in irregular solids. Nature 167, 30—31 
(1951). 

Für eine genügend einfache numerische Berechnung von Temperaturspannungen 
in axial-symmetrischen Körpern von unregelmäßiger Form, wie in Rotoren von 
Turbinen, bestanden bisher drei schwierige Punkte: 1. die unregelmäßigen Grenzen, 
2. die Temperaturgradienten in zwei Richtungen und 3. vorübergehende Temperatur- 
verteilungen. Verf. gibt eine konvergente numerische Lösung durch Einführung 
zweier Spannungsfunktionen, die bestimmten Differentialgleichungen genügen und 
dureh welche alle Komponenten der Temperaturspannungen ausgedrückt werden 
können. Theodor Pöschl. 
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Abramjan, B. L. und N. Ch. Arutunjan: Torsion prismatischer Stäbe mit 
trapezförmigem Querschnitt. Priklad. Mat. Mech. 15, 97—102 (1951) [Russisch ]. 

Verff. behandeln das Problem der Torsion eines prismatischen Stabes von der 
Querschnittsform: 1. eines rechtwinkligen Trapezes mit einem spitzen Winkel von 
45°; 2. eines gleichschenkligen Trapezes mit spitzen Winkeln von 45°. Die Spannungs- 
funktion U wird dann unter Benutzung der bekannten Differentialgleichung - 
AU = — 2 in Form einer Reihe von hyperbolischen und Kreis-Funktionen der recht- 
winkligen Koordinaten gewählt, dabei unterschiedlich im dreieckigen bzw. im recht- 
winkligen Teilgebiet der Trapezfläche. Die Rand- und Übergangsbedingungen führen 
dann auf ein unendliches System von Gleichungen für die Reihenkoeffizienten. Ab- 
schließend sind die aus der Spannungsfunktion berechneten Werte der Torsions- 
steifigkeiten und der Torsionsspannungen für beide Trapezformen, sowie für einige 
Verhältnisse der Grundlinie zu der Höhe des Trapezes zusammengestellt. 

S. Woinowsky-Krieger. 

Beth, Richard A. and Charles P. Wells: Finite defleetions of a eantilever- 
strut. J. appl. Phys. 22, 742—746 (1951). 

Der hier als ‚„cantilever-strut‘‘ bezeichnete Körper ist eine gleichmäßig dicke, 
geradlinige, an einem Ende eingespannte Stange, dessen anderes Ende durch eine 
willkürlich vorgegebene Kraft elastisch beansprucht wird. Das Problem, das hier 
behandelt wird, besteht darin, die Koordinaten des (freien) Stabendes, seine Neigung 
gegen eine vorgegebene Richtung sowie die Spannungsenergie als Funktion von 
Kraft bzw. Kraftrichtung zu bestimmen. Die Lösung gelingt durch Einführen einer 
Funktion S, aus der sich die vier Unbekannten durch Differentiation herleiten lassen. - 
Die Funktion S selbst genügt einer nicht-linearen Differentialgleichung erster Ord- 
nung, die durch Reihenentwicklung integriert wird. Die übliche Behandlung des 
Problems führt auf elliptische Integrale. Die Beziehungen dieser Lösung zu der 
hier gefundenen werden aufgezeigt. Erwin Hardtwig. 

Niles, Alfred S.: Formulas for bending with axial tension. J. aeronaut. Sci. 
18, 356—357 (1951). | 

Goss, Robert Nichols: Center of flexure of beams of triangular eross-seetion. 
lowa State College, J. Sci. 25, 233—235 (1951). 

Auszug aus einer Dissertation. 

Pudovkin, M. A.: Zur Berechnung der verbogenen Achse eines Balkens. Do- 
klady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. %7, 993—995 (1951) [Russisch]. 

Neal, B. @.: The behaviour of framed struetures under repeated loading. Quart. 
J. Mech. appl. Math. 4, 78—84 (1951). 

Grinberg, 6. A.: Über die Lösung des ebenen Problems der Verbiegung einer 
dünnen Platte mit festem Rand. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 661—-664 
(1951) [Russisch]. 

Der Methode liegt die folgende, im ebenen Gebiet (f) mit der Randlinie (s) 
geltende, der Gaußschen Integralformel entspringende Relation 


I» Aydf= | E (Ze) — av.) ds 
) (8) 

zugrunde. Unter v ist hier eine in (f) harmonische, unter y eine der Differential- 
gleichung AAy = ® genügende Funktion zu verstehen, sofern für das ebene Problem 
® = 0 und für das Problem der Plattenbiegung ® = spezifische Flächenbelastung: 
Biegesteifigkeit gesetzt wird. Weitere Funktionen 9, F werden gemäß A9 — ® 
und (2) F=9-— Ay eingeführt, wobei sich AF= 0 ergibt. Benutzt man nun 
eine Folge in (f) harmonischer Funktionen p, zur Konstruktion eines Systems von 
orthogonalen Funktionen ,, so kann man schließen auf die Entwicklung F= N F,%, 


mit #) = Im Fdf. Die Annahme v» = y, in (1) liefert dann eine Integralformel 
(0B) 
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_ zur Bestimmung von F,. Der Anteil ® ist der Störungsfunktion des Problems an- 

_ zupassen und y ergibt sich schließlich durch Integration von (2) unter Beachtung 
der gegebenen Randwerte (&y/On), y,. Das Verfahren wird angewendet auf die 
Bestimmung der Durchbiegung y, sowie der Biegemomente einer ringsum ein- 
gespannten quadratischen Platte unter gleichförmiger Belastung. Bei Verwendung 
von fünf Funktionen y, weichen die so erhaltenen Werte um weniger als 02 v:H. 
von den bekannten Ergebnissen ab. S. Woinowsky-Krieger. 

| Tarabasov, N. D.: Der Spannungszustand einer elliptischen Platte mit mehre- 
ren eingepreßten kreisförmigen Scheiben. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 7%, 
33—36 (1951) [Russisch ]. 

Prusakov, A. P.: Die Grundgleichungen der Verbiegung und Stabilität von 
dreischichtigen Platten mit leichter Füllung. Priklad. Mat. Mech. 15, 27—36 (1951) 
[Russisch ]. 

In Anlehnung an die Arbeiten von A. Rabinovitsch (1946) und E. Reißner 
(1948) wird hier die Biege- und Beultheorie einer dreischichtigen Platte mit den 
folgenden elastischen Eigenschaften behandelt: für die mittlere Schicht werden 
einige Moduln gleich Null gesetzt, so daß (sofern die z-Achse normal zur Platten- 
ebene gerichtet ist) die Spannungen o,, 0,, 7,, verschwinden und nur die Spannungen 
Op EL, &,, Tg, = @13 Ya, und T,, = Q@y3Y,, übrig bleiben. Für die beiden äußeren 
Schichten soll E, = @,3 = @,3 = 00 gelten; diese Schichten werden durch nur zwei 
endliche elastische Konstanten bei Gleichberechtigung der beiden Richtungen x und y 
charakterisiert. — Die Gleichgewichtsbedingungen, das Hookesche Gesetz und die 
Bedingungen an den Schichtgrenzen führen auf zwei Systeme von Differential- 
gleichungen mit drei Verschiebungsfunktionen in jedem System. Alsdann werden 
die Randbedingungen formuliert und die Theorie auf das Sonderproblem der Beulung 
einer allseitig freigestützten Rechteckplatte, die einem einachsigen Druck ausgesetzt 
ist, angewendet. S. Woinowsky-Krieger. 

Payne, Lawrence Edward: Torsion and flexure of composite sections. Iowa 
State College, J. Sci. 25, 328—330 (1951). 

Auszug aus einer Dissertation. 

Bouzitat, Jean: Sur Pappui lisse de deux corps solides. ©. r. Acad. Sci., Paris 

232, 683—685 (1951). 

Es wird bemerkt, daß die Hertzschen Formeln über den Zusammenhang zwi- 
schen den relativen Hauptkrümmungen zweier sich berührender elastischer Ober- 
flächen und den Halbachsen der elliptischen Kontaktfläche elementar folgen, 
wenn in letzterer von der Hertzschen Normaldruckverteilung ausgegangen wird. — 
Zeigt die Dichte qg der normalen Belastung der Oberfläche eines Halbraumes Linien 
L von Diskontinuitäten 1. Art, so sind o,-+ 9, 0, + 2uq und r,, stetig, wenn die 
Tangente an Lin x-Richtung verläuft. Hans Richter. 

Michielsen, H. F.: Caleulation of defleetions in indeterminate struetures. J. 
aeronaut. Sci. 18, 284—285 (1951). 

Meälumjan, R. A.: Bestimmung der Tragfähigkeit einer dünnwandigen Kon- 
struktien mit Berücksichtigung der Verfestigung des Materials. Priklad. Mat. Mech. 
15, 175—182 (1951) [Russisch ]. 

Treuting, R. G. and W.T. Read jr.: A mechanical determination of biaxial 
residual stress in sheet materials. J.appl. Phys. 22, 130—134 (1951). 

Die hier beschriebene Methode zur Bestimmung der Restspannungen ist für 
geschichtetes Material anwendbar und besteht darin, daß fortschreitend möglichst 
gleichartige Schichten des Materials von der Oberfläche des Versuchsstückes ab- 
getragen und die resultierende Krümmung gemessen wird. Die hierfür geeignete 
experimentelle Technik wird beschrieben ; sie ist so einzurichten, daß die Spannungen 
im zurückbleibenden Material nicht beeinflußt werden. Ausführung für eine Probe 
aus Phosphor-Bronze. Theodor Pöschl. 
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Keylwerth, Rudolf: Die anisotrope Elastizität des Holzes und der Lagenhölzer. 
VDI-Forschungsh. Nr. 430, 40 8. (1951). 


Popov, 8. M.: Über die Erweiterung der Methode der Abschwächung der Grenz- 
bedingungen auf die Stabilität jenseits der Blastizitätsgrenzen rechteckiger Platten. 
Priklad. Mat. Mech. 15, 103—106 (1951) [Russisch ]. 

Die Anwendung der Methode wird gezeigt am Beispiel einer bei u— 0, a und 
y = 0,b begrenzten, ringsum eingespannten Rechteckplatte unter gleichförmigem 
Druck in ihrer Ebene. Auf der Grundlage einer von A. Il’jusin herrührenden Theo- _ 
rie wird die Beulung dieser Platte im plastischen Bereich als ein Variationsproblem 
formuliert. Um Schwierigkeiten zu umgehen, die die strenge Einhaltung der Grenz- 
bedingungen bietet, werden die Bedingungen w = % ew/&x = 0 längs der Ränder 
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x = 0, a durch abgeschwächte Bedingungen w = 0), | sin 7 . dy=0 (w= Durch- 
Ö 
biegung, 7) = ganze Zahl) ersetzt, und nach derselben Methode wird längs y = 0,5 
verfahren. Der Naviersche Ansatz für w reicht dann aus zur Bestimmung der 
kritischen Biegsamkeit der Platte. Die Methode liefert, im Gegensatz zu den meisten 
üblichen Näherungsverfahren, etwas zu kleine kritische Parameterwerte; ein an- 
geführtes Ergebnis für die quadratische, allseitig zusammengedrückte Platte weicht 
indes von dem nach Timoshenko berechneten kritischen Wert nur wenig ab. 
S. Woinowsky-Krieger. 
Bijlaard, P. P.: Analysis of the elastie and plastie stability of sandwich plates 
by the method of split rigidities. I. J. aeronaut. Sei. 18, 339—349 (1951). 


Koval'skij, B. 8.: Elastisch-plastische Biegung eines Balkens auf elastischer 
Grundlage. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 209—211 (1951) [Russisch]. 

Das Problem der Biegung eines beliebig belasteten Balkens mit rechteckigem 
Querschnitt wird unter der üblichen Annahme behandelt, daß die Reaktion der 
Unterlage der Einsenkung proportional ist. Bei einer im Verhältnis zu der Balken- 
höhe beträchtlichen Dicke der elastischen Zwischenzone führt das Problem auf 
eine nicht lineare Differentialgleichung für eine die Dieke dieser Zone kennzeichnende 
Hilfsgröße. Die Lösung erhält man in Form einer unendlichen Potenzreihe, deren 
erste Beiwerte sich aus den Lastbedingungen, den Endbedingungen und den Über- 
gangsbedingungen zwischen den rein elastischen und der elastisch-plastischen Zone 
des Balkens ergeben. Die Annahme einer sehr schmalen elastischen Zwischenzone 
führt in guter Annäherung auf eine lineare Differentialgleichung. 

S. Woinowsky-Krieger. 

G. Allen, D. N. de and D. 6. Sopwith: The stresses and strains in a partly 
plastie thiek tube under internal pressure and endload. Proc. roy. Soc. London, 
Ser. A 205, 69—83 (1951). 

Das Fließen des Materials an der Innenfläche von Gewehrläufen kann zu einer 
Selbstzerstörung führen und ist wiederholt untersucht wurden. Die vorliegende 
Untersuchung bringt zunächst die bekannten Ergebnisse in einer für die praktischen 
Anwendungen brauchbaren Form. Der hauptsächlichste Mangel der früheren Ar- 
beiten liegt in der Annahme, daß die Drehungen in irgendeinem Stadium nur von 
den gerade herrschenden Spannungen, aber nicht von der Vorgeschichte abhängen, 
in der diese erreicht werden. Das einzige Verfahren, das diesen Mangel vermeidet, 
ist das graphische, aber dieses ist zwar für eine Darstellung in allgemeiner Form 
nicht geeignet, wird aber in der vorliegenden Note zu einer neuen Lösung ausgebaut. 
Als Fließbedingung wird die Mises-Henckysche verwendet. Ein Vergleich mit den 
vorher bekannten Verfahren zeigt nur unbedeutende Unterschiede. Darstellung der 
Ergebnisse in Zahlentafeln und Kurven. Ein Zahlenbeispiel. Theodor Pöschel. 
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Hill, R.,E.H. Lee and S. J. Tupper: A method of numerical analysis of plastie 
flow in plane strain and its application to the eompression of a duetile material bet- 
ween rough plates. J. appl. Mech. 18, 46—52 (1951). 

Hudson, 6. E.: A theory of the dynamie plastie deformation of a thin dia- 
phragm. J. appl. Phys. 22, 1—11 (1951). 

Bei Unterwasser-Explosionen treten Druckwellen auf, deren Messung mit 
großen Schwierigkeiten verbunden ist. Verf. benutzt eine ringsum eingespannte 
kreisförmige Membran, welche durch die Druckwelle eine plastische Deformation 
erfährt. Durch Berechnung der dynamischen plastischen Deformation dieser Mem- 
bran gelangt Verf. zu Aussagen über die Schwingungszeit und andere wichtige 
Größen. Als elementare Näherung wird für die Schwingungszeit die einfache Be- 
ziehung t, — a/c aufgestellt (a Radius der Membran, c Wurzel aus dem Verhältnis 
von Fließspannung zu Dichte). Die Ergebnisse befinden sich offenbar in guter 
Übereinstimmung mit den Experimenten. H. Neuber. 

Hodge, jr., P. @.: The method of charaeteristies applied to problems of steady 
motion in plane plastie stress. Quart. appl. Math. 8, 381—386 (1951). 

Die Arbeit behandelt die Spannungs- und Formänderungsverteilung in einem 
dünnen Streifen, der in seiner Ebene bei zweidimensionaler Formänderungsbedingung 
plastisch verformt wird. Verf. zeigt, daß man zwischen drei Arten von Problemen 
zu unterscheiden hat. In gewissen Fällen kann die Spannungsverteilung unabhängig 
von der Geschwindigkeit, der Verformung oder der Dicke des Streifens durch Lösung 
von drei Gleichungen mit ebenso vielen Unbekannten gefunden werden. Bei Pro- 
blemen allgemeiner, stationärer Bewegung ist die Lösung von sechs simultanen 
Gleichungen für drei Komponenten der Spannung, zwei der Geschwindigkeit, sowie 
für die Dieke notwendig. Diese Gleichungen werden auf ein System von fünf quasi- 
linearen Differentialgleichungen erster Ordnung unter der Annahme anfänglicher 
Isotropie reduziert. Bei geeigneten Randbedingungen wird es möglich sein, die 
endgültige Verteilung der Spannung der Formänderung und der Dicke des Materials 
unmittelbar durch die Methode der Charakteristiken zu finden. Für den allgemeinen 
Fall der nicht-stationären Bewegung ist eine Methode der schrittweisen Näherung 
zur Lösung angegeben. Rolf Gran Olsson. 

Volkov, $. D.: Über eine Plastizitätsbedingung. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 76, 371—374 (1951) [Russisch]. 

Kuhlmann, Doris: On the theory of plastie deformation. Proc. phys. Soc., 
Sect., A 64, 140—155 (1951). 

Unter Annahme eines möglichst einfachen Modells wird versucht, den experimen- 
tellen Befund bei plastischer Verformung von Metallen qualitativ, z. T. auch quan- 
titativ, zu deuten. Günther Leibfried. 

Colonnetti, Gustavo: Valeur pratique d’une theorie de P’&quilibre &lasto-pla- 
stique. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 584—585 (1951). 

Bergen, J. T. and @. W. Scott: Pressure distribution in the ealendering of 
plastie materials. J. appl. Mech. 18, 101—106 (1951). 

ArzZanyeh, I. S.: Die Integralgleichungen der Dynamik eines elastischen Kör- 

pers. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 501—503 (1951) [Russisch ]. 

; Die bekannten Differentialgleichungen für die Schwingungen eines festen 
elastischen Körpers bei unendlich kleinen Deformationen werden unter Benutzung 
des Kelvinschen Tensors auf zwei lineare Integralgleichungen zurückgeführt, je 
nachdem am Rande die Verschiebungen oder die Normalableitungen derselben ge- 
geben sind. Es macht noch einen Unterschied, ob für das vorausgesetzte Gebiet 
nur das Newtonsche Potential der einfachen Belegung oder auch noch das der 
Doppelschicht als existent vorausgesetzt wird. Es gibt in jedem Falle zwei ge- 
koppelte Integralgleichungen, in denen außer der gesuchten Verschiebung noch 
eine Belegungsfunktion vorkommt. (Georg Hamel. 


Pailloux, Henri: Remarques au sujet du th6or&me de Castigliano. ©. r. Acad. 
Sei., Paris 232, 1062—1064 (1951). 

Das Prinzip von Castigliano wird gewöhnlich nur für den Fall diskreter 
Kräfte ausgesprochen. Verf. zeigt, daß es auch für kontinuierliche Kräfte gilt, die 
dann funktionelle Ableitungen werden. Ref. darf auf Seite 373 seiner theoretischen 
Mechanik (dies. Zbl. 36, 243) hinweisen. Anwendung auf den elastisch schwingenden - 
Balken. Georg Hamel. 

Pölya, G.: A note on the prineipal frequeney of a triangular membrane. Quaut. 
appl. Math. 8, 386 (1951). "9 

Die Grundschwingung einer Membran von Dreieckform ist exakt bekannt in zwei ein- 
fachen Fällen: beim rechtwinklig gleichschenklisen und beim gleichseitigen Dreieck. (Ray- 
leigh: Theory of Sound, New York 1945, S. 318.) In der Note wird gezeigt, daß auch beim Drei- 
eck mit den Winkeln n/6, z/3 und n/2 eine exakte Lösung von ähnlicher Einfachheit besteht. 
Jedes dieser Dreiecke, wiederholt durch fortgesetzte Spiegelung, überdeckt die ganze Ebene 
ohne Überdeckung. Es gibt keine weiteren Dreiecke mit dieser Eigenschaft. Daher gibt es auch 
keine anderen Dreiecke, für welche die Lösung in ähnlich einfacher Form als Funktion von 
x und y ohne Singularitäten in der ganzen Ebene dargestellt werden kann. Diese Bemerkungen 
kennzeichnen auch die heuristische Überlegung, die Verf. zur angegebenen Lösung führte. 

Rolf Gran Olsson. 

Mindlin, Raymond D.: Thickness-shear and flexural vibrations of erystal 
plates. J. appl. Phys. 22, 316—323 (1951). 

Die Theorie der Biegeschwingungen elastischer Platten, die im Falle isotroper 
Platten entsprechend der Balkentheorie von Timoschenko die erste Diekenschub- 
schwingung und alle Biegeschwingungen enthält, wird auf Kristallplatten aus- 
gedehnt. Die Frequenzgleichung enthält trotz ihrer Einfachheit das genaue ex- 
perimentell gefundene Spektrum der Biegungsresonanzen; sie entspricht der ver- 
besserten Plattentheorie und ist unabhängig vom Begriff der Dieckenschubschwin- 
gungen, die in reiner Form in einer begrenzten Platte nicht auftreten. Vom Stand- 
punkt der Plattentheorie ist die Schubdeformation immer bei der Biegebewegung 
vorhanden, so daß die Biegungsresonanz durch piezoelektrisch oder elektrostriktiv 
 erzwungene Schubdeformation bei den Biegungsresonanzfrequenzen erregt werden 
kann. — Die Resonanzen in einer begrenzten Platte, die man gewöhnlich als Dicken- 
schubtöne bezeichnet, sind demnach einfach örtliche Bereiche im Spektrum der 
Biegungsresonanzen, über denen die Frequenz sich mit der Änderung der Platten- 
abmessungen nicht so schnell wie anderswo ändert. Joachim Pretsch. 

Lurie, Harold: Vibrations of reetangular plates. J. aeronaut. Sei. 18, 139— 
140 (1951). 

Weigand, A.: Die Berechnung der Grundsehwingungszahlen von Spiralfedern. 
7. angew. Math. Mech. 31, 35—46 (1951). 

Bei elektrischen Meßgeräten treten Drehmomentfedern auf, deren Mittel- 
linie näherungsweise eine archimedische Spirale darstellt. Um die Figenschwin- 
gungszahl möglichst groß zu machen, ist die genaue Kenntnis ihres Schwingungs- 
vorganges erforderlich. Verf. gibt eine einfache Berechnungsmethode für die Grund- 
schwingungszahlen, an, welche vom Hamiltonschen Prinzip und dem Näherungs- 
verfahren von Raleigh und Ritz ausgeht. H. Neuber. 

Bortle, Frank Edward: Analytical study of dynamic loads on elastically sup- 
ported slabs. Iowa State College, J. Sci. 25, 170—171 (1951) 

Auszug aus einer Dissertation. 

Engelbreeht, Alfred E.: Coupled bending and torsional free vibration of a 
swept wing. Iowa State College, J. Sci. 25, 201—202 (1951). 

Auszug aus einer Dissertation. 

Henderson, €.: The application of Boltzmann’s superposition theory to materials 
exhibiting reversible £ flow. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 206, 72—86 (4951): 
| Die Boltzmannsche Theorie der Überlagerung (vom Jahre 1874) wird auf die 
Erscheinungen der elastischen Nachwirkung und Erholung eines Materials im un- 
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_ elastischen Bereich angewendet und gezeigt, daß die Kriechgleichung von E.N. da 
C. Andrade [Proc. roy. Soc. London, Ser. A 84, 1 (1940)], die als das t}-Gesetz be- 
kannt ist, für viele Substanzen sowohl von kristallinem als auch amorphem Charakter 
mit großer Näherung gültig ist. Dieser Fließvorgang unter konstanter Spannung 
ist bekannt als das ß-Fließen, es trifft für hohe Lasten von vollständig irreversibler 
Beschaffenheit zu. Zur Überprüfung der Theorie wird eine Versuchsanordnung an- 
gegeben. Ein Schriftenverzeichnis ist beigegeben. Theodor Pöschl. 

Oldroyd, J. @.: Reetilinear flow of non-Bingham plastie solids and non-new- 
tonian viseous liquids. II. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 410-418 (1951). 

Zur Illustration der Strömung eines plastischen festen Körpers genäß den in 
Artikel I des Verf. gegebenen Ansätzen (dies. Zbl. 35, 414) wird das Fließen durch 
einen elliptischen Zylinder in einer starren Masse betrachtet. Die Lösung wird in 
isometrischen elliptischen Koordinaten gegeben. Theodor Pöschl. 

Lodge, A. S.: On the use of conveeted coordinate systems in the mechanies 

- of eontinuous media. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 575—584 (1951). 

Die Gleichungen der Mechanik der Continua können auch in mitbewegte Ko- 
ordinaten umgeschrieben werden und dies kann Vorteile besitzen, z. B. für nicht- 
stationäre Bewegungen idealisierter zäh-elastischer Flüssigkeiten. Dies wird an 
einem Beispiel gezeigt, Es handelt sich also doch wohl um die Durchführung des 
Lagrangeschen Standpunktes oder einer Verallgemeinerung. Georg Hamel. 

Reiner, M.: The rheological aspeet of hydrodynamies. Quart. appl. Math. 8, 
341—349 (1951). 

Es wird die Frage behandelt, ob man für die Beschreibung des Strömungsver- 
haltens der Flüssigkeiten mit den beiden Koeffizienten: dem Kompressionsmodul 
(bulk-modul) x und der Zähigkeitszahl u, auskommen kann, wobei sich x auf alle 
Stoffe und « speziell auf die Flüssigkeiten beziehen soll. Die Untersuchungen des 
Verf., die mit Hilfe der Tensoranalysis gewonnen werden, führen auf die Einführung 
von fünf Koeffizienten: den gewöhnlichen Spannungs-Gleitungskoeffizienten wu, 
die Volumzähigkeit u,,. den Dehnungskoeffizienten (coefficient of dilatancy) ö, wäh- 
rend ein vierter mit dem „‚Weißenberg-Effekt‘‘ verbunden ist; den fünften stellt 
dann der Kompressionsmodul x dar. Theodor Pöschl. 


Hydrodynamik: 


Niekel, Karl: Lösung eines Minimumproblems der Tragflügeltheorie. Z. angew. 
Math. Mech. 31, 72—77 (1951). 
Die dritte Grundaufgabe der Prandtlschen Traglinientheorie und andere 
Probleme der Tragflügeltheorie sind Spezialfälle der Aufgabe, den Ausdruck 
1 1 
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durch eine für £ = + 1 verschwindende Funktion J'(x) zum Minimum zu machen 
unter den Nebenbedingungen 


n 


1 

[I (x) Madre nel; N, 

1 
bei beliebig vorgegebenen Funktionen h, (x) und Zahlen A,. Verf. zeigt, daß es 
genau eine Lösung, und zwar von der Form 


1er Va=a|, 
—yY 


N 1 
To= Da,ın(a), hr) = Jhu(z) log y: 


En! | 


gibt, falls überhaupt eine den Nebenbedingungen genügende Funktion existiert, 
was bei linearer Unabhängigkeit der h,(x) immer der Fall ist. Eine Tabelle der 
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Transformierten h* (x) für einige Funktionen h,(x) sowie die Lösung einiger der 
Praxis entnommener Aufgaben beschließen die Arbeit. — Erweiterte und mathe- 
matisch strenge Darstellung ist (in dies. Zbl. 40, 348) referiert. 

' Johannes Weissinger. 

Dörr, J.: Strenge Lösung der Integralgleichung für die Strömung durch ein 
senkreehtes Flügelgitter. Ingenieur-Arch. 19, 66—68 (1951). 

Die Strömung durch ein regelmäßiges Gitter dünner Flügel mit gleichem 
Profil, dessen Skelettlinie nur wenig von der Profilsehne abweicht, führt mit der in 
der Birnbaumschen Theorie üblichen Linearisierung auf eine Integralgleichung 
erster Art für die Wirbelbelegung und den Abwind. In zwei Sonderfällen (senkrechtes 
Gitter und waagerechtes Gitter) wird die Integralgleichung gelöst, d. h. die zu einer 
vorgegebenen Abwindfunktion w (x) gehörige Wirbelverteilung /'(x) bestimmt. 

Robert Sauer. 

Squire, H. B. and K. 6. Winter: The secondary flow in a easeade of airfoils 
in a nonuniform stream. J. aeronaut. Sci. 18, 271—277 (1951). 

Dolap£iev, Bl.: Ein allgemeines Verfahren zur Bestimmung der Stabilität von 
willkürlich gelegenen Wirbelstraßen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 985 
—-988 (1951) [Russisch]. 

L’A. forme une condition necessaire de la stabilite d’une rue de tourbillons 
formee de deux files paralleles, distantes de 2h et decalees de 2d l’une par rapport 
& Pautre. Si 21 est la distance de deux tourbillons conseeutifs d’une file, cette con- 
dition prend la forme: shun=sinAn en posant: u=hll; A =dll. 

Julien Kravtchenko. 

Dolapeiev, Bl.: Die Stabilität von Wirbelstraßen. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 78, 225—228 (1951) [Russisch]. 


On sait qu’une rue de tourbillons & deux files paralleles est, en general instable. 


L’experience montre que la configuration initiale se deforme et tend vers une con- 
figuration stable en quinconce. Moyennant des hypotheses supplementaires con- 
cernant la nature des perturbations, l’A. donne une explication theorique du pheno- 
mene en explicitant les lois de passage de l’etat instable a l’etat stable. 
Julien Kravtchenko. 

Wintner, Aurel: On a geometrical method of deriving three-dimensional - 
harmonie flows from two-dimensional ones. Quart. appl. Math. 9, 102—105 (1951). 

Unter den 3-dimensionalen, dichtebeständigen Strömungen gibt es eine besondere 
Klasse, welche sich im Hodographen wie eine 2-dimensionale Strömung benehmen. 
Außer dem trivialen Fall der im Raume betrachteten 2-dimensionalen Strömung 
dürfte es noch andere praktisch interessierende Lösungen geben. Es wird darauf 


hingewiesen, daß das Problem bereits vor 60 Jahren von Weingarten gelöst wurde. 


Die Lösung des Problems wird behandelt. Spezielle Lösungen werden nicht ge- 
geben. Klaus Oswatitsch. 

Libby, Paul A. and Howard R. Reiss: The design of two-dimensional eontrae- 
tion seetions. Quart. appl. Math. 9, 95—98 (1951). 

Bei der beschleunigten Rohr- und Kanalströmung ist es oft sowohl für kom- 
pressible als auch inkompressible Flüssigkeit erwünscht, daß die Geschwindigkeit 
auf allen Stromlinien monoton ansteigt und im Endquerschnitt konstant ist, wenn 
dies auch für den Anfangsquerschnitt zutrifft. Nach Hinweis auf einige Lösungen 
für den drehsymmetrischen Fall [Tsien, J.aeronaut. Sci. 10, 68—-70 (1943), 
Szezeniowski ebenda 10, 311—312, R.H. Smith and C. T. Wang ebenda 11, 
356—360 (1944)], leiten die Verff. nach der Hodographenmethode ein einfaches 
Berechnungsverfahren für den ebenen verengten Kanal ab, der diese Bedingungen 
für reibungsfreie unzusammendrückbare Flüssigkeit erfüllt. Walter Stiess. 

Hawthorne, W. R.: Secondary eireulation in fluid flow. Proc. roy. Soc. London, 
Ser. A 206, 374—387 (1951). 
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Das Auftreten von Sekundärströmungen in Krümmern wird gewöhnlich auf den Einfluß 
des Druckfeldes auf die Grenzschichten zurückgeführt. Durch eine Arbeit von Squire und 
Winter (1949) ist jedoch gezeigt worden, daß auch in einer idealen Flüssigkeit beim Durchströmen 

eines Krümmers Sekundärströmungen auftreten, wenn die Flüssigkeit beim Eintritt in den 
Krümmer nicht wirbelfrei ist. Bei einer stationären, inkompressiblen, reibungsfreien jedoch 
nicht wirbelfreien Flüssigkeit liegen die Stromlinien und Wirbellinien auf Flächen gleichen 
Gesamtdruckes (Bernoullischen Flächen). Bezeichnet man den Absolutwert der Geschwindig- 
- keit mit g, die Wirbelstärke in Stromlinienrichtung mit £, den Krümmungsradius der Stromlinien 
mit R sowie mit ® den Winkel zwischen der Hauptnormalen der (räumlich gekrummten) Strom- 
linie und der Normalen zur Bernoullischen Fläche, so leitet Verf. folgende Beziehung ab: 


„ grad (py/:)j sin © 

2 5 RB‘ 

Für © = (0 (Stromlinien bilden geodätische Linien auf der Bernoullischen Fläche) ändert sich 
also die Zirkulation nicht. Diese Beziehung wird zunächst auf die Strömung in einem Kanal 
angewandt, bei dem die Strömungsgeschwindigkeit in parallelen Schichten konstant ist, also 
nur von einer Koordinate abhängig ist. Die Bernoullischen Flächen sind also zunächst parallele 
Ebenen. Es wird gezeigt, daß diese Flächen sich beim Eintritt der Strömung in einen Krümmer 
deformieren müssen. Sieht man diese Deformation als klein an, so gewinnt man unter noch 
weiteren Vernachlässigungen eine Formel für die Zirkulationsstärke der Sekundärströmung, die 
bereits Squire und Winter auf andere Weise erhalten haben. Einen weit tieferen Einblick 
in das Verhalten der Krümmerströmung gewinnt man dadurch, daß man die Deformation der 
Bernoullischen Flächen näherungsweise dadurch berücksichtigt, daß man eine starre Drehung 
‚dieser Flächen als Ganzes annimmt. Verf. erhält dabei das Ergebnis, daß die Drehung periodisch 


‚erfolgt, wobei der Krümmerwinkel für eine volle Periode 2r Va/R beträgt. (R Krümmungs- 
radius des Krümmers, d Durchmesser des kreisförmigen Krümmerröhres). Die Wirbelstärke 
der Sekundärströmung oszilliert mit der gleichen Periode. — Verf. berichtet über Messungen, 
die im Zusammenhang mit dieser Arbeit von H. P. Eichenberger an kreisförmigen Krümmern 
‚durchgeführt wurden, wobei durch Einbau passender Siebe zu Beginn des Krümmers die ge- 
wünschte Verteilung des Gesamtdruckes in parallelen Ebenen erreicht wurde. Die Messungen 
hahen die Theorie gut bestätigt, jedoch ist die oszillierende Drehung der Bernoullischen Ebenen 
gedämpft, während die reibungslose Theorie natürlich nur eine ungedämpfte Schwingung ergeben 
konnte. Ähnliche Versuche sind 1950 von W. Joy mit einem Krümmer von rechteckigem 
Querschnitt unternommen worden und auch hier kann das Verhalten qualitativ durch die 
reibungslose Theorie gut erklärt werden. Walter Wuest. 

Truesdell, C.: Vortieity averages. Canadian J. Math. 3, 69—86 (1951). 

Für ebene und dreidimensionale Bewegung werden die bekannten Wirbel- 
integrale von Poincar& und Hamel einerseits, von Lamb, Poincare und Berker 
für isochore Bewegungen und die Moreau-Integrale für isochore zirkulations- 
erhaltende Bewegungen andererseits nebst den auf Grund der Kelvin-Transformation 
abzuleitenden Integralen von Föppl, Jaffe und Berker zusammengestellt. Eine 
leichte Anderung der Transformation gestattet die Konstruktion einer unendlichen 
Folge von Wirbelmomenten, die als Oberflächenintegrale ausgedrückt werden 
können. Außerdem werden zwei allgemeine Erhaltungssätze für die symmetrischen 
Wirbelmomente in den Fällen ausgesprochen, wo auf einer endlichen Begrenzung 
oder auf allen endlichen stationären Begrenzungen einer stetig differenzierbaren 
Bewegung die Normalkomponente verschwindet. Joachim Pretsch. 


Truesdell, Clifford A. T.: On Ertel’s vortieity theorem. Z. angew. Math. Phys. 
2, 109—114 (1951). 

Die Arbeit ist aus dem Naval Research Laboratory, Applied Mathematics 
Branch, Mechanies Division, Washington, D.C. hervorgegangen; sie bringt eine 
kinematische Ableitung des von H. Ertel im Jahre 1942 entdeckten Satzes, daß bei 
polytropen Flüssigkeitsbewegungen das mit dem spezifischen Volumen multipli- 
zierte skalare Produkt des absoluten Wirbelvektors in den Gradienten der polytropen 
Temperatur individuell konstant ist. Verf. erweitert diesen Satz auf den Gradienten 
jeder beobachtbaren Größe und prüft seine Übertragbarkeit auf viskose, kompres- 
sible Flüssigkeiten. Er zeigt, daß Ertels Satz in einem solchen Medium im räum- 
lichen Mittelwert, aber nicht lokal gilt. B. Neis. 


= 
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Dean, W. R.: Slow motion of viseous liquid in’a semi-infinite channel. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 47, 127—141 (1951). \ er, 

Es wird eine zweidimensionale stationäre Strömung einer zähen Flüssigkeit in 
einem halb-unendlichen Kanal betrachtet, die durch einen Druckgradienten ver- 
ursacht ist. Die Aufgabe wird durch Ermittlung der Stokesschen Stromfunktion 
y=y(x, y) gelöst, die der Bipotentialgleichung AR y N genügt. Die Bedingung 
des Haftens an den Wänden wird nur angenähert erfüllt, und dies gibt ein Maß für 
die Genauigkeit der Lösung. Die Lösung wird aus zwei Summanden aufgebaut, von> 
denen der eine (y,) die genaue Form in der ganzen Ebene angibt und der zweite 
(y,) willkürliche Konstante enthält und die (angenäherte) Erfüllung der Grenz- 
bedingungen ermöglicht. Für die Lösung werden Näherungsformeln mit nur wenigen 
Gliedern angegeben, die eine befriedigende Darstellung des Verlaufes für Druck und 
Geschwindigkeit ergeben. Theodor Pöschl. 

Drazin, M. P.: The general motion of a sphere in a viseous liquid. Proc. Cam- 
bridge philos. Soc. 47, 142 —145 (1951). e FEN £ 

Die bekannte Lösung von Stokes für die Bewegung einer Kugel in einer zähen 
Flüssigkeit wird für den Fall erweitert, daß die Kugel eine gegebene Drehgeschwin- | 
digkeit © um irgendeine Achse durch den Mittelpunkt besitzt. Die exakte Lösung | 
ist nicht bekannt, es wird aber eine angenäherte Lösung unter Nichtberücksichtigung | 
der Trägheitsglieder gegeben, die sich mit den Hilfsmitteln der Vektorrechnung 
sehr einfach gestaltet, die aber nur in der Nähe der Oberfläche der Kugel brauchbar 
ist. Theodor Pöschl. 

Sowerby, L.: The unsteady flow of viseous incompressible fluid inside an in- 
finite channel. Philos. Mag, VII. Ser. 42, 176—187 (1951). 

Geschwindigkeitsverteilung und Oberflächenreibung werden für ein keilförmig 
gegeneinander um den Winkel z/n geneigtes, in Richtung der Stoßkante plötzlich 1 
aus der Ruhe heraus bewegtes System unendlich langer Platten mit Hilfe der Fehler- 
funktion berechnet. Die Formeln für die Geschwindigkeit werden für n +4» 
(p = ganze Zahl) explizit angegeben. Die instationäre Strömung längs des recht- 
winklig zusammengesetzten Plattensystems weicht nicht stark von der längs der 
ebenen Platte ab. Joachim Pretsch. 

Nevzgljadov, V. @.: Eine neue Methode in der Dynamik einer zähen Flüssig- 
keit. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 573—576 (1951) [Russisch]. 

L’A. considere un mouvement (que nous supposerons plan, pour simplifier l’expo- - 
sition) stationnaire, d’un fluide visqueux incompressible, ob&issant au schöma suivant 
(qui traduirait assez fidelement la realit& physique pour d’assez petites valeurs du 
nombre de Reynolds): le liquide s’&coule autour d’un obstaele immerg6; il existe 
un coutour O, s’etendant ä l’infini A l’amont et & l’aval, limit par des lignes de 
courant, de faible section A l’infini et enfermant l’obstacle avee sa couche limite. 
Pour de tels &coulements, l’A. propose une methode approchee d’integration des 
equations de l’hydrodynamique. Julien Kravtchenko. 

Nevzgljadov, V. &.: Die Strömung einer zähen Flüssigkeit um eine Platte. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 795—798 (1951) [Russisch]. 

L’A. applique les methodes d’approximation de son travail anterieur (cf. 
l'analyse preeed.) a l’&tude de l’&coulement plan d’un liquide visqueux incompressible 
indefini autour d’une plaque d’6paisseur negligeable; la vitesse du eourant & lin- 
fini est parallele ä la plaque. La solution approchde qu’il forme donne & l’A. le 
champ des vitesses et celui des pressions (ce qui marque un progres par rapport ä 
la theorie elassique de Prandtl). Il en resulte une valeur des eoefficients de resistance 
ne diff6rant de celui de Blasius que par un coeffieient num6rique. L’A. precise 
ensuite le domaine de validit& physique de ses caleuls. Julien Kravtchenko. 

Berker, Ratip: Sur certaines propri6tes de Pelfort qui S’exeree sur une paroi 
en contact avce un fluide visqueux. C. r. Acad. Sei., Paris 232, 148—149 (1951). 


Es wird gezeigt, daß der Druck an einer Wand in zäher inkompressibler Flüssig- 


keit dieselbe Bedeutung hat wie in jedem Punkt einer idealen Flüssigkeit. 


der Größe 4, = 


Joachim Pretsch. 

Pieruschka, Erich: Die mathematischen Grundlagen zu einer Meßmethode des 
Schubmoduls zäher Flüssigkeiten. Z. angew. Math. Mech. 31, 88—92 (1951). 

In einer Arbeit (dies. Zbl. 29, 86) gab Fromm eine wesentliche Verfeinerung des Maxwell- 
schen Stoffgesetzes durch eine Tensordarstellung mit Berücksichtigung der Drehung neben der 
Schiebung des Stoffes. Unter Verwendung dieses erweiterten Stoffgesetzes gibt Verf. eine 
mathematische Grundlage zu einer Versuchsanordnung, die in der Danziger Technischen Hochschule 
auf Veranlassung von Fromm durch Hartung (Die Messung des Schubmoduls zäher Flüssig- 
keit, Diss. T. H. Danzig 1942) durchgeführt wurde. Die Versuchsergebnisse sind durch Kriegs- 
einfluß vernichtet worden. Nur einzelne Daten und Eregebnisse konnten rekonstruiert werden. 
Die Messung des Schubmoduls erfolgt mit Hilfe eines Gerätes, das aus zwei koaxialen Kreis- 
zylindern besteht, die durch einen schmalen Ringspalt, der zur Aufnahme der Versuchsflüssig- 
keit dient, getrennt waren. Der eine Zylinder wird in Drehschwingungen um die Achse versetzt, 
die durch die Elastizität und die Zähigkeit der Versuchsflüssigkeit auf den anderen frei dreh- 
baren Zylinder übertragen werden. — Ist die Breite des Ringspaltes ö, der Weg des antreibenden 
Zylinders W=—acosat, T=n/G die Relaxationszeit der Flüssigkeit, @ der Schubmodul, 
n die Viskosität, v die Geschwindigkeit, so sind die zum Teil nichtlinearen Differentialgleichungen 
der Spannungen für den Beharrungszustand des Problems 
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Hier sto=0o,=—oc, und r=r,,. Die dynamische Grundgleichung für die Schub- und 


Trägheitskräfte ergibt ör/dx = o @v/ät, wobei o die Dichte der Flüssigkeit ist. Die Randbedin- 
gungen lauten: (0,2) = u ©v (0, t)/öt; v(ö,t) = aasinat, wobei u die Flächenbelegung des frei- 
schwingenden Zylinders mit reduzierter Masse ist. — ‚Bei Vernachlässigung von o/@ gegen 1 
erhält man zur Berechnung von r ein lineares Randwertpioblem. Aus der Lösung dieses Rand- 
wertproblems unter Beachtung der Danziger Versuchsbedingungen ersieht man, daß auch für 


“ Newtonsche Flüssigkeit eine beobachtbare kritische Frequerz sich ergibt. Das Kriterium der 


Maxwellschen Flüssigkeit hängt also nicht an dem Auftreten einer kritischen Frequenz, sondern 
in der genauen Erfassung eines Frequenzunterschiedes. Es ergibt sich, daß die Genauigkeit 
3 2\ 2 

gr ee (1+0,4k+0,07K2+---), wobei k= 0,1 (2) ist, zur Beur- 
teilung der Flüssigkeit und Bestimmung des Schubmoduls entscheidend ist. Eine Fehlerdiskussion 
zeigt, daß im Bereiche 0,75< V, < 1,50 nicht festgestellt werden kann, ob ein Newtonscher, 
Maxwellscher oder gar ein dritter Flüssigkeitstyp vorliegt. — Verf. erhält durch Verbesserung 
der linearisierten Lösung eine gut auswertbare Amplitudenmethode. Die Linearisierung ist nur 
für einen schmalen Bereich von Anfangswerten der Kreisfrequenz zulässig. Mit Hilfe der ver- 
besserten Rechnung ist es möglich, auch größere Kreisfrequenzwerte für die Auswertung zu- 
zulassen und dadurch eine Methode nicht nur zur Abschätzung des Schubmoduls, sondern ins- 
besondere zur Kontrolle für die Zulässigkeit des von Fromm erweiterten Maxwellschen Stoff- 
gesetzes gewinnen. Bekir Dizioglu. 


Lin, €. &. und W. Wasow: Zu H. Holstein: „Über die äußere und innere 
Reibungssehieht bei Störungen laminarer Strömungen.“ Z. angew. Math. Mech. 30, 
25—49 (1950). Z. angew. Math. Mech. 31, 159—160 (1951). 

Die Verff. nehmen in einer Zusehrift Stellung zu den Einwänden die kürzlich 
von H. Holstein gegen ihre Arbeiten zur Stabilitätstheorie der Laminarströmung 
gemacht worden sind. H. Schlichting. 

Millsaps, Knox and Karl Pohlhausen: Heat transfer by laminar flow from a 


. rotating plate. J. aeronaut. Sci. 18, 354—355 (1951). 


Howarth, L.: The boundary layer in three dimensional flow. I. Derivation of 
the equations for flow along a general eurved surface. Philos. Mag., VIL. Ser. 42, 
239—243 (1951). 

Es werden die allgemeinen Grenzschichtgleichungen für die Strömung entlang 
einer beliebig gekrümmten Fläche aufgestellt und diskutiert. Der Krümmungs- 


radius der Wand fällt aus den Bewegungsgleichungen nur dann heraus, wenn es 


- sich um eine Zylinder- oder Kugelfläche handelt. H. Schlichting. 


Davies, D. R.: A note on Rayleigh’s problem for a plate of finite width. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 47, 248—250 (1951). 
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Verf. weist darauf hin, daß die von ihm untersuchten Verdunstungsprobleme 
[dies. Zbl. 31, 96, 37, 144 und Quart. J. Mech. appl. Math. 3, 51 (1950)] auf gleich- 
artige mathematische Probleme führen wie die von Howarth untersuchten Grenz- 
schichtströmungen an Platten mit Seitenrand (dies. Zbl. 35, 120). 

Johannes Weissinger. _ 

Tifford, Arthur N.: Simplified compressible laminar boundary-layer theory. 
J. aeronaut. Sci. 18, 358—359 (1951). 

Tifford, Arthur N.: On the theory of heat transfer through a laminar boundary. 
layer. J. aeronaut. Sci. 18, 283—284 (1951). E i 

Townsend, A. A.: The strueture of the turbulent boundary layer. Proc. Cam- 
bridge philos. Soc. 47, 375—395 (1951). 

Verf. wendet die für Nachlaufströmungen entwickelte Hitzdrahttechnik auf 
turbulente Grenzschichten ohne Druckgradient in Strömungsrichtung an. Die 
Messungen erstrecken sich auf das Geschwindigkeitsprofil U (y), die Intensitäten der 


turbulenten Geschwindigkeitskomponenten u2, v2, w?, die turbulente Schubspannung 
puv, die Differentialquotienten (2u/0x)?, (Ev/0x)?, (ow/öx)?, die Dreifachkorrela- 
tionen u2v, v3, vw? und die „Abflachungsfaktoren“ 
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sowie auf das Spektrum der u-Schwankungen. Die Messungen sind an drei Wand- 
stellen mit den Reynoldsschen Zahlen 3630, 4360 und 5080 (gebildet mit der Ver- 


drängungsdicke und der Strömungsgeschwindigkeit außerhalb der Grenzschicht) 
durchgeführt worden. Die turbulente Bewegung verhält sich an allen drei Wand- 


stellen ähnlich und kann durch universelle Funktionen dargestellt werden. Aus der 


Untersuchung des turbulenten Energiegleichgewichtes zieht Verf. den Schluß, daß 
in Wandnähe, der laminaren Unterschicht unmittelbar benachbart, eine ‚‚Dissi- 
pationsschicht‘‘ besteht, in der der größte Teil der turbulenten Energie dissipiert 
wird, und daß ein starker Energiestrom von außen zu dieser Schicht hin stattfindet. 
Nach Meinung des Ref. wird man diese neue Auffassung, die im Widerspruch zu 
bisherigen theoretischen Annahmen über turbulente Grenzschichten steht, nur mit 
Vorbehalt annehmen können. Vielmehr wird man berücksichtigen müssen, daß die 
laminare Unterschicht bei den Messungen nicht miterfaßt wurde und bei den 
Hitzdrahtmessungen keine Korrektionen für endliche Drahtlänge angebracht 
wurden, was aber gerade in Wandnähe Fehler bringen kann, wie Verf. bemerkt. 
Wenn man von diesen Einwänden absieht, gewinnt man aus den Hitzdrahtmessungen 
das Bild, daß die turbulenten Schwankungen aus langgestreckten Wirbeln bestehen, 
deren Wirbelvektor schräg zur Wand gerichtet ist. Diese großen Wirbel verlieren 
ihre Energie mehr durch unmittelbare Zähigkeitswirkung als durch Zerfall in kleinere 
Wirbel. Nur im Außengebiet der Grenzschicht stellt sich der normale schrittweise 
Zerfall ein, und deswegen besteht nach der neuen Auffassung nur dort eine örtliche ° 
Ähnlichkeit. Walter Wuest. 

Rotta, J.: Beitrag zur Bereehnung der turbulenten Grenzsehiehten. Ingenieur- 
Arch. 19, 31—41 (1951). 

Zur Berechnung turbulenter Grenzschichten wird ein auf empirischen Ge- 
setzen und theoretischen Betrachtungen fußendes Verfahren angegeben, das auch 
bei rauhen Wänden anwendbar ist und zuverlässiger als die bisher bekannten ar- 


beitet. Vorausgesetzt wird, daß die Grenzschicht sich aufteilen läßt in ein sehr - 


schmales wandnahes Gebiet I und ein Restgebiet II, die sich in einem mittleren 
Gebiet III überlappen derart, daß in I ein Geschwindigkeitsgesetz U — v* Hyv*/v), 
inII U, —U=»*F(yv*/ö, U,) undin Illein durch oU/ey = v*/x y bestimmtes 
logarithmisches Gesetz gelten. Hierin bedeutet f eine von der Wandrauhigkeit, 
nicht aber von der Außengeschwindigkeit U,(x) abhängige Funktion, während 
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 F im wesentlichen nur von U,(&) abhängt; v* ist die Schubspannungsgeschwindig- 


keit, ö, die Impulsdicke, » die kinematische Zähigkeit und x 0,4 eine universelle 
Konstante. Dann können die von Impuls- und Energieintegral gelieferten beiden 
gewöhnlichen Differentialgleichungen gelöst werden, da alle darin auftretenden Un- 
bekannten mittels empirisch gefundener Zusammenhänge auf zwei zurückgeführt 
werden können. Schließlich wird darauf hingewiesen, daß für U, (2) = x” „‚ähn- 
liche‘“‘ Lösungen der Grenzschichtgleichungen vorhanden sind; das Ergebnis der 
Rechnung für den Fall glatter Wände wird mitgeteilt. Es zeigt sich, daß die Lösung 
nur für etwa m > — 0,2 sinnvoll ist, da bei m  — 0,2 Ablösung einsetzt (laminar 
bei m = — 0,091). — Ausführlichere Darstellung: Rotta (dies. Zbl. 40, 114). 
Johannes Weissinger. 
Szablewski, W.: Berechnung der turbulenten Strömung im Rohr auf der Grund- 
lage der Mischungshypothese. Z. angew. Math. Mech. 31, 131—142 (1951). 
Die Differentialgleichung der turbulenten Rohrströmung wird unter Benützung 
des Prandtlschen Schubspannungsansatzes von der Wand her in zwei Schritten 


"integriert, wobei die Integration sich zunächst über die laminare Unterschicht und 
daran anschließend über ein Gebiet gleicher Größenordnung von laminarer und . 


tuzbulenter Reibung bis in das turbulente Gebiet hinein erstreckt. Die dadurch 
gewonnenen Ergebnisse zeigen eine gute Übereinstimmung mit der gemessenen 
Geschwindigkeitsverteilung. Theodor Pöschl. 
Obuchov, A. M. und A. M. Jaglom: Die Mikrostruktur einer turbulenten Strö- 
mung. Priklad. Mat. Mech. 15, 3—26 (1951) [Russisch]. 
Les AA. presentent ici un expose d’ensemble de leurs recherches consacrees 
au developpement de la theorie de la turbulence de Kolmogorov. Le probleme 
revient ä former les fonctions structurales pour les champs des vitesses, des pressions, 
des accelerations (pour ce dernier champs, d’ailleurs, les AA. parviennent ä ex- 
pliciter m&me les fonctions de correlation, ce qui entraine la connaissance des fonc- 
tions structurales) pour toutes les Echelles r de la turbulence inferieure a l’Echelle 
macroscopique L (au sens de Kolmogorov). Anterieurement (ef. Obuchov, ce 
Zbl. 32, 336, 34, 114; Jaglom, ce Zbl. 33, 317), la question a &te traitee pour 
r<n,r > n, n etant l’echelle locale de la turbulence ; nous respectons les notations 
de ces travaux. — Pour le champ des vitesses, les AA. posent: D, = u ßı (r/m); 
D,„(r) = Wß,.(r/ m) un = kılw?je)V4, u,—k,(v e)ll@; k, et k, sont des coefficients 
num6riques; A}, et P,„„ sont deux fonctions universelles a determiner, li6es 
par une öquation differentielle, formee par Kolmogorov. Les AA. obtiennent la 
deuxieme condition satisfaite par ß,, et P,,„ (condition que la theorie actuelle est 
impuissante ä justifier) en admettant (ce qui parait en accord avec les mesures de 
Townsend), la constance absolue de l’assym6trie S. Une integration num6rique 
permet d’explieiter completement les inconnues. Le contröle experimental de ces 
resultats ne contredit pas les conclusions des AA. encore qu’il soit diffieile et, par- 
fois, seulement indireet. — Pour l’e&tude du champ des pressions, les AA. reprennent 
d’abord la conelusion du travail pr&eite d’Obuchov, valable pourr SL. La fonction 
structurale //(r) eorrespondante est solution d’une &quation difförentielle lineaire, 
d’ordre 4, dont le second nombre s’exprime en fonction de D,(r) moyennant une 
hypothöse de Millionseikov. Il est ä noter que cette relation serait exacte m&me 
en abandonnant. l’hypothese d’isotropie. Une analyse plus poussee permet aux 
AA. de donner une expression explieite de z(r/n) = PR It) - ou, =oW-—, 
traduite par des graphiques. Faute de donndes experimentales, le contröle du re- 
sultat obtenu est pour l’instant impossible. Mais ces conclusions interviennent 
dans l’&tude des proprietes du champ des accelerations que nous allons aborder. Les 
AA. donnent d’abord l’expression de la moyenne quadratique de l’aceeleration en 
fonction de S, v, e (dans le cas d’un courant localement isotrope); ils appliquent 


'ensuite leur formule & quelques exemples concrets. En plus, ils parviennent ä 
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exprimer les fonctions de correlation longitudinale et. transversale pour le champ 
des accel&rations au moyen de //(r). — Il semble que le present travail constitue 
une importante eontribution & la theorie de Kolmogorov; les AA. ont pousse& le 
developpement jusqu’aux applications numeriques. Mais il ne faut pas perdre de 
vue que ces progres sont obtenus en sacrifiant progressivement l’usage des möthodes 
rationnelles de la statistique au profit des considerations empruntees a analyse 
dimensionnelle et en faisant appel A un grand nombre d’hypotheses supplemen- 
taires & chaque &etape du raisonnement. Julien Kravtchenko. 

Proudman, Jan: A comparison of Heisenberg’s speetrum of turbulence with 
experiment. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 158—176 (1951). 

Die Heisenbergsche Integralgleichung für das Spektrum der isotropen Turbu- 
lenz wird, einem Lösungsweg von Chandrasekhar (1949) folgend, für x R, = 12,1 
numerisch gelöst und tabelliert. Hierbei wird die Reynoldsche Zahl A, mit Vu” 
und dem Dissipationslängenparameter A gebildet, und x ist eine von Heisenberg 
eingeführte Konstante. Eine andere von Chandrasekhar tabellierte Lösung er- 
gibt sich für x R, = oo. Für beide Fälle werden die Zweifach-Korrelationen /(r) 
und g(r) sowie die Dreifach-Korrelation h(r) berechnet und tabelliert. Ferner wird 
ein Verfahren entwickelt, um näherungsweise die Zweifach-Korrelationen für eine 
beliebige, jedoch genügend große Reynoldsche Zahl aus den Beziehungen für un- 
endlich große Reynoldsche Zahl zu berechnen. Durch Vergleich mit Versuchsergeb- 
nissen erhält Verf. die beste Übereinstimmung bei Annahme von x = 0,45, wobei 
kein wesentlicher Einfluß der Reynoldschen Zahl vorhanden zu sein scheint. Bei 
wachsender Reynoldscher Zahl erreicht das Spektrum die asymptotische Form für 
unendliche Reynoldsche Zahl schneller für kleine Wellenzahlen als für große, im 
Widerspruch zu einem während des ganzen Zerfallvorganges als formbeständig an- 
genommenen Spektrum. Der von Heisenberg angenommene, abweichende Wert 
x = 0,85 wird vom Verf. auf die Benutzung älterer, noch unvollständiger Ver- 
suchsergebnisse zurückgeführt. Ferner hat Lee (dies. Zbl. 37, 276) einen Wert 
x = 0,26 gefunden (bei Benutzung korrekter Versuchswerte liefert die Leesche For- 
mel, die vor allem die kleinsten Turbulenzelemente berücksichtigt, nach Meinung 
des Verf. x = 0,13). Die erheblichen Unterschiede in den x-Werten und die früheren 
Feststellungen scheinen darauf hinzudeuten, daß bei großen Wellenzahlen weder 
die Energieverteilung im Spektrum noch die Änderung des Spektrums mit der 
Reynoldschen Zahl befriedigend ist. Walter Wuest. 

Stewart, R. W.: Triple veloeity eorrelations in isotropie turbulenee. Proc. Cam- 
bridge philos. Soc. 47, 146—157 (1951). 

Die einfache Geschwindigkeits-Korrelation bei der Turbulenz A(r), die von 
verschiedenen Forschern untersucht wurde, und die durch ein quadratisches, aus 
Maschen gebildetes Gitter am Eingang des Arbeitsquerschnittes eines Windkanals 
entsteht, wird für die Reynoldsschen Zahlen von 5300, 21200 und 42400 (Ry=UM, 
auf die Maschenweite M bezogen) durchgerechnet. Die Größe h(r) wird überall - 
positiv gefunden und nimmt mit zunehmendem Rj, ab. Es hat sich als möglich 
erwiesen, alle Größen in der Kärmän-Howarthschen Beziehung [Proc. roy. Soc. 
A 164, 192 (1938), dies. Zbl. 18, 158] zu messen. Der Vergleich zwischen den Träg- 
heits- und Zähigkeits-Wirkungen zeigt, daß die gewählten Ry, zu niedrig sind, um 
die Existenz eines durch die Trägheit allein bedingten Unterbereichs zu erweisen. 
wie ein solcher von Kolmogoroff postuliert wurde. Theodor Pöschl. 

Batchelor, G. K.: Pressure fluetuations in isotropie turbulenee. Proc. Cam- 
bridge philos. Soc. 47, 359—374 (1951). 

Verf. untersucht die Korrelation P(r) zwischen den Druckschwankungen an 
zwei um die Strecke r voneinander entfernten Punkten in einem Feld homogener 
isotroper Turbulenz. P(r) kann als eine Art Moment 4. Grades einer Funktion 
( (r) der Geschwindigkeitsschwankungen ausgedeutet werden. Wenn die gemein- 
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same Wahrscheinlichkeitsverteilung der turbulenten Geschwindigkeiten an zwei 
beliebigen Punkten bestimmt ist, kann die Ten aonkorelanir zwischen zwei 
Geschwindigkeiten an zwei beliebigen Punkten wenigstens im Prinzip bestimmt wer- 
den. Die einfachste Annahme besteht darin, für de Wahrscheinlichkeitsverteilung 
eine Gaußsche Normalverteilung anzunehmen. Messungen von R. W.Stewart 
‚werden zur Bestätigung dieser Hypothese herangezogen, die natürlich nicht streng 
gelten kann, weil sonst Dreifachkorrelationen verschwinden würden. Andrerseits 
führt die von Heisenberg gemachte Annahme, daß die Fourierkoeffizienten der 
Geschwindigkeitsverteilung statistisch unabhängig sind, zu den gleichen Folgerungen 
für die 4 Momente der Geschwindigkeit, obwohl man nicht zu so bequemen Er- 
gebnissen gelangt. Für den wichtigen Sonderfall großer Reynoldscher Zahlen der 
Turbulenz wird die Drackkburelation berechnet, wobei sich der quadratische Mittel- 


wert der Druckschwankungen ergibt zu pP = — 0,34 0? (u?) 2. Der quadratische 
_ Mittelwert des Druckgradienten wird für sehr kleine und sehr große Reynoldsche 
Zahlen der Turbulenz aus den zur Verfügung stehenden Angaben über Zweifach- 
korrelationen der Geschwindigkeit berechnet und für den allgemeinen Fall eine 
einfache Interpolationsformel angegeben. Schließlich wird eine Beziehung zwischen 
dem,quadratischen Mittelwert des Druckgradienten und der Diffusion von Flüssig- 
keifsteilchen von einer feststehenden Quelle aufgestellt, bei der im Gegensatz zu 
einer früheren. Untersuchung von G.I. Taylor (1935) die Zähigkeitswirkung be- 
rücksichtigt wird. Die zur Verfügung stehenden Beobachtungsdaten über die 
Diffusion werden dann benutzt, um den quadratischen Mittelwert des Druckgradi- 
enten zu bestimmen und mit dem theoretischen Wert zu vergleichen. 
Walter Wuest. 

e Sauer, Robert: Einführung in die theoretische Gasdynamik. 2. Aufl. Berlin/ 
Göttisgen/Heidelberg: Springer-Verlag 1951. VIIL, 174 8. 

In den seit der 1. Aufl. dieses Buches (1943; dies. Zbl. 28,26) verflossenen Jahren sind unsere 
Kenntnisse auf dem Gebiet der Gasdynamik wesentlich erweitert worden. Diese Tatsache hat 
auch bei der Neuauflage der ‚Einführung‘ ihren Niederschlag gefunden, indem einerseits eine 
. Reihe von kleineren Ergänzungen in den Text eingefügt wurden, zum anderen aber auch ganze 
Abschnitte neu aufgenommen wurden. Während in der 1. Aufl. fast ausschließlich wirbelfreie 
Strömungen behandelt wurden, ist jetzt das Charakteristikenverfahren auch auf nichtwirbel- 
freie Strömungen ausgedehnt worden, wie sie hinter gekrümmten Verdichtungsstößen auftreten. 
Dabei ist die Darstellung aber auch jetzt noch auf stationäre und reibungsfreie Strömungen be- 
schränkt geblieben. Das Charakteristikenverfahren für achsensymmetrische Strömungen ist in 
einer für die praktische Rechnung nützlichen Form weiter durchgeführt worden. In dem neu 
hinzugekommenen 5. Abschnitt werden dreidimensionale Probleme erörtert, die für die prak- 
tische Anwendung auf Tragflügel wichtig sind. Das Singularitätenverfahren (linearisierte Unter- 
und Überschallströmung) wird auf Tragflügel endlicher Spannweite ausgedehnt. Auch die auf 
Busemann (1943) zurückgehende Theorie der linearisierten kegelsymmetrischen Überschall- 
strömung wird behandelt und auf den schiebenden Tragflügel angewandt. Auch halblineare 
Charakteristikenverfahren, die ja besonders durch Untersuchungen des Verf. begründet wurden, 
sind neu aufgenommen worden. Hierbei wird der nichtlinearisierten Grundströmung eine line- 
arisierte Zusatzströmung überlagert. Diese Methode ist besonders für die Berechnung der Über- 
schallströmung um Drehkörper unter kleinem Anstellwinkel geeignet, wobei es sich zeigt, daß 
die halblineare Näherung schon qualitativ der linearisierten Theorie wesentlich überlegen ist. 
Abgesehen von diesen Zusätzen und Ergänzungen ist der Text der 1. Aufl. sorgfältig überarbeitet 
worden; Druckfehler und sonstige Mängel (auch in den Zahlentafeln) sind beseitigt worden, doch 

"sind immer noch einige Fehler der 1. Aufl. stehen geblieben. 'I’rotz der begrenzten Zielsetzung 
wird auch der Fortgeschrittene großen Nutzen aus dem Buch ziehen, zumal auch die Schrift- 
tumsangaben auf den neuesten Stand gebracht wurden, Walter Wwuest. 
e Sauer, R.: Eeoulements des fluides compressibles. Paris et Liege: Librairie 
ee Ch. Beranger 1951. XVI, 307 p. 

Nach den V orbemerkungen des Verf. ist dieses Buch aus ‚Vorlesungen über nichtstatio- 
näre Probleme der Gasdynamik‘‘ hervorgegangen. Es stellt also keine französise he Übersetzung 
des vorsteh. referierten Buches dar. Vielmehr findet man zwar den ganzen Stoff der auf statio- 

. näre Probleme beschränkten „Einführung“ verarbeitet (und zwar vielfach ausführlicher), jedoch 
wesentlich erweitert auf nichtstationäre Vorgänge. Im einleitenden Kapitel über ‚Grundbegriffe‘ 
fällt gegenüber der ‚„‚Einführung“ die stärkere Hervorhebung der nichtisentropischen Gasströmun- 
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- gen auf. Der wichtige Croccosche Wirbelsatz erscheint bereits an dieser Stelle. Das 1. Kap. ent- 
hält ferner die Grundgleichungen für eindimensionale nichtstationäre (auch zylinder- und kugel- 
symmetrische) Probleme sowohl für isentropische als auch für nichtisentropische Vorgänge. Das 
2. Kap. bringt die linearisierte Theorie der Gasströmungen, die sich nur wenig von einer Parallel- 
strömung unterscheiden, sowie die Fortpflanzung, Überlagerung und Reflexion von ebenen, 


das die strenge Theorie der Überschallströmungen und der stetigen Druckwellen großer Intensi- 
tät behandelt, wird das Charakteristikenverfahren dadurch eingeführt, daß die Linearisierung nur 
für infinitesimale Bereiche vorgenommen wird. Bei den für rotationssymmetrische Strömungen 
abgeleiteten Gleichungen vermißt man jedoch die für die praktische Rechnung wichtigen Grenz- 
werte auf der Achse, da ja die Gleichungen dort unbestimmt werden. Außer den Anwendungen 
auf die Kanalströmung, Rohrströmung und Freistrahlprobleme werden auch eindimensionale, 
nichtstationäre Probleme der Fortpflanzung, Überlagerung und Reflexion stetiger Druckwellen 
großer Intensität, insbesondere die Vorgänge bei der Bewegung eines Kolbens im Rohr, aber 
auch instationäre Vorgänge in Rohren von veränderlichem Querschnitt behandelt. Die Legendre- 
sche Transformation wird auch auf nichtstationäre eindimensionale Probleme angewandt. Als 
4. Kap. ist ein vorwiegend für Mathematiker bestimmter Abriß der Charakteristikentheorie ein- 
geschoben. Im 5. Kap. über stationäre Unterschallströmungen werden die Methoden der Reihen- 
entwicklung und Iteration auf die Berechnung der Umströmung von Profilen und Umdrehungs- 
körpern angewandt. Dabei wird nach dem Verfahren von Poggi die quellenfreie kompressible 
Strömung auf eine quellenbehaftete kompressible Strömung zurückgeführt. Als weitere Methode 
wird die ebene isentropische Strömung in der Geschwindigkeitsebene nach hypergeometrischen 
Funktionen entwickelt. Im 6. Kap. wird die Theorie des Verdichtungsstoßes auch auf Detona- 
tionsvorgänge ausgedehnt, bei denen durch chemische Vorgänge zusätzliche Wärmeenergie zu- 
geführt wird. Das Schlußkapitel bringt schließlich die Berechnung von Überschallströmungen 
mit Verdichtungsstößen sowie die Berechnung von ebenen und kugelsymmetrischen Explosions- 
wellen. Durch seine glückliche Verbindung von anschaulichen geometrischen Methoden mit 
analytischen Berechnungsverfahren wird das Buch auch bei der heute schon zahlreicheren gas- 
dynamischen Literatur seinen Platz behaupten. Zahlreiche Hinweise auf das Originalschrifttum 
und die Beigabe verschiedener Zahlentafeln werden auch dem fortgeschrittenen Leser wertvolle 
Dienste leisten. Als besonders dankenswert wird man es empfinden, daß Verf. nicht die Mühe 
gescheut hat, statt schematischer Zeichnungen in vielen Fällen zahlenmäßig berechnete Strö- 
mungsbilder zur Darstellung zu bringen. Der deutsche Leser wird das Fehlen eines Sach- und 
Namensverzeichnisses als Nachteil empfinden. Walter Wuest. 


Truesdell, €C.: Verallgemeinerung und Vereinheitliehung der Wirbelansätze 
ebener und rotationssymmetrischer Flüssigkeitsbewegungen. Z. angew. Math. Mech. 
31, 65— 71 (1951). 

Verf. stellt folgende Fragen: 1. Gibt es eine Klasse stetiger Flüssigkeitsbewe- 
gungen, für die ein Wirbelerhaltungssatz der Form w/(h - 0) — const. gilt (w =|rotv|, 
b Geschwindigkeit, o Dichte, h geeignete skalare Funktion), die also die ebenen 
(w/o = eonst.; d’Alembert) und die rotationssymmetrischen (w/(r -0) = const., 
r Abstand von der Rotationsachse; Svanberg), aber nieht notwendig alle räum- 
lichen Fälle umfaßt? 2. Gibt es eine Klasse stationärer massenkräftefreier Be- 
wegungen mit konstanter spezifischer Wärme eines idealen Gases (p = o RT), für 
die w,/(h - p) = eonst. gilt (w, = |rotv,.|, dv, = d/o,. v, die längs jeder Stromlinie 
konstant bleibende Grenzgeschwindigkeit), die also die bereits bekannten (Crocco- 
Prim) ebenen (w,/p= const.) und rotationssymmetrischen (w,/(r - p)=const.) Fälle 
einschließt ? 3. Gibt es eine Klasse von Bewegungen nichtidealer Gase, für die 
entsprechend w,/(h » F(p)) = const. ist? 4. Gibt es einen einfachen Zusammenhang 
zwischen den Sätzen von d’Alembert-Svanberg und Croceo-Prim? — Verf. 
beweist einen neuen, rein kinematischen Satz über w,, mit dessen Hilfe er die ge- 
stellten Fragen in positivem Sinne beantworten kann, da er die in den Fragen auf- 
geführten Erhaltungssätze als Spezialfälle enthält. Karl Maruhn. 


Slezkin, N. A.: Über die Differentialgleichungen der Bewegung eines Gases.. 


Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 205—208 (1951) [Russisch]. 

L’A. attire l’attention sur les raisonnements traditionnels qui conduisent aux 
equations elassiques de la dynamique des gaz parfaits, complötees par l’&quation 
dite de l’energie. Selon l’A., le procede habituel fait intervenir d’une maniere im- 
plieite une hypothese concernant l’independance de deux modes de transport de 


zylindrischen und kugelförmigen Druckwellen geringer Intensität (Schallwellen). Im 3. Kap., 
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‚energie ealorifique au sein du fluide — hypothöse dont il resulte que les effets du 
_ processus macroscopique (convection) et du processus microseopique (propagation 
moleculaire) seraient additifs. Mais alors, il y aurait lieu de prendre en compte, 
& cöt& du transport convectif des masses, des effets de la diffusion mol6eulaire, 
negliges dans les expos6s elassiques. Partant de ce point de vue, l’A. forme les 
' equations nouvelles du phenomene, en utilisant un systöme de eoordonnees ortho- 
gonales curvilignes. Julien Kravtchenko. 


Vallander, S. V.: Die Gleiehungen der Bewegung eines zähen Gases. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 78, 25—27 (1951) [Russisch]. 

L’A. propose une forme nouvelle des &quations de la dynamique des gaz par- 
_ faits, &tablie en tenant compte des changes energetiques, des &changes de quantites 
de mouvement ä l’öchelle moleeulaire (ce qui, & l’&chelle macroscopique se traduira 
par l’apparition des termes de viscosite et de pression) et des echanges de masse 
(diffusion). Les variations d’energie dues aux processus chimiques sont negligees. 
Les equations indefinies, ainsi obtenues, sont complötees par l’&nonc& des conditions 
aux limites, valables & la surface d’une paroi solide fixe. Julien Kravtchenko. 

Hölder, Ernst: Klassische und relativistische Gasdynamik als Variations- 
prohlem. Math. Nachr. 4, Erhard Schmidt z. 75. Geburtstag, 366—381 (1951). 

Im Anschluß an ein vom Verf. bereits früher aufgestelltes Prinzip werden die 
gasdynamischen Gleichungen als Variationsproblem gefaßt. Behandelt wird die 
stationäre ebene und achsensymmetrische Strömung sowie die instationäre ein- 
dimensionale Strömung im klassischen Sinn. Schließlich wird gezeigt, daß das 
Variationsproblem auch in der relativistischen Dynamik eines ‚perfectly perfect‘ 
Gases weiter besteht. Klaus Oswatitsch. 


Riabouchinsky, Dimitri: Sur les &coulements permanents subsonique, sonique 
et supersonique presque uniformes. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 280—283 (1951). 

In zweierlei Weise wird eine Näherung vorgenommen. Erstens wird voraus- 
gesetzt, daß die Geschwindigkeit von einem Mittelwert nur wenig abweicht und im 
Zusammenhang damit auch die Dichte und die Schallgeschwindigkeit. Das hat zur 
Folge, daß der Wärmeaustausch mit der Umgebung vernachlässigt werden kann 
und daß die Machsche Zahl entweder immer über eins oder darunter liegt. Zweitens 
wird angenommen, daß das Potential und die Stromfunktionen nur sehr wenig von 
den Achsen eines rechtwinkligen K.S. abweichen. Das ist der Sinn des presque 
uniformes. Für die Funktionen, welche die Abweichung darstellen, werden Reihen 
angesetzt. Anwendung auf die zweidimensionale Strömung längs gewellten Grenzen 
bei der Machschen Zahl Eins (mouvement sonique). Georg Hamel. 

Riabouchinsky, Dimitri: Quelques eonsid6rations sur les &coulements trans- 
soniques. ©. r. Acad. Sei., Paris 232, 1047—1049 (1951). 

Seine Theorie der fast gleichförmigen Bewegungen wendet Verf. auf das Strömen 
durch schwach variable Rohre an. Die Geschwindigkeiten quer zur Strömung 
seien gegen diese vernachlässigbar klein. Die Verhältnisse der Querschnitte, der 
Dichten und der Geschwindigkeiten lassen sich als Funktionen der Machschen 
Zahlen hinschreiben. Indem für die Machschen Zahlen konkrete Funktionen an- 
‘genommen werden, lassen sich die Verhältnisse durchrechnen. Weitere Unter- 
suchungen im Anschluß an Theoreme von Tchaplyguine, Reynolds und Hugo- 
niot, zur vena contracta und über den ballistischen Widerstand. Georg Hamel. 


Germain, Paul: Applieation de l’approximation homographique ä P’&tude des 
&coulements transsoniques. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 1811—1813 (1951). 

Potential og und Stromfunktion y einer kompressiblen Strömung genügen beim Übergang 
von der Strömungsebene zur Geschwindigkeitsebene (in Polarkoordinaten w, 0) bekanntlich 
-den Beziehungen o,, =— o,/e (L— w?/c?) Yp/w) und 99 =(0,/0) w ,., wobei die Schallgeschwindig- 
keit c und das Dichteverhältnis o/o, bei gegebenem Ruhezustand des Gases und für vollkommene 
Gase nur eine Funktion von w sind. Durch Übergang zu einer passend gewählten neuen Ver- 
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änderlichen o = o(w) kann man diese Beziehung auf die Form bringen: 
=— yo; Po — k(o) yo. i 


76 SSH HE NRE 
Die Funktion k(o) nimmt beim Durchgang durch die Schallgeschwindigkeit den Wert 0 an. 


Wenn man im schallnahen Bereich als einfachste Näherung k(o) = const o einführt, wird man 
auf die Differentialgleichung von Tricomi geführt, die in den letzten Jahren auf verschiedene 
Probleme der kompressiblen Strömungen angewandt wurde. Man erzielt jedoch eine weit bessere 


Näherung, wenn man nach R. Legendre (dies. Zbl. 39, 213) und H.Cabannes (Diss. 1950) 


die Näherungsfunktion k(o) = o/(l +0) einführt. Für große Werte von oa (Unterschall- 


[6 
Lösungen in der Form F(0,0) = [ 9(0—1t, o) f(t) dt, wobei t reelle oder auch komplexe Werte 
Ö 
annehmen kann. Walter Wuest. 


Cherry, T. M.: Relation between Bergman’s and Chaplygin’s methods of solving 
the hodograph equation. Quart. appl. Math. 9, 92—94 (1951). 

Für die Hodographengleichung der zweidimensionalen wirbelfreien stationären 
Gasströmungen erhält man bekanntlich nach Tschaplygin Lösungen durch 
Reihen hypergeometrischer Funktionen und nach Bergman Lösungen durch An- 
wendung einer Integraltransformation auf analytische Funktionen einer komplexen 
Veränderlichen. Verf., der kürzlich asymptotische Entwicklungen der bei der 
Tschaplygin-Methode auftretenden hypergeometrischen Funktionen angegeben hat 
(dies. Zbl. 37, 331), zeigt in der vorliegenden Arbeit, wie sich die Tschaplyginsche 
in die Bergmansche Lösung überführen läßt. Robert Sauer. 


Martin, M. H.: Steady, plane, rotational Prandtl-Meyer flow of a polytropie 


gas.. J. Math. Physics 29, 263—281 .(1951). 

Verf. untersuchte bereits in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 38, 118) Prandtl- 
Meyer-Strömungen polytropischer Gase (d.h. Strömungen, denen als Hodograph 
ein Kurvenbogen entspricht), bei denen die Entropie nicht im ganzen Strömungs- 
feld konstant ist, sondern von Stromlinie zu Stromlinie sich ändert. Auf solche 
Strömungen hatte erstmals R.C. Prim (Naval Ordnance Laboratory, Mem. 9369, 
1947) aufmerksam gemacht. In der vorliegenden Arbeit wird das Verhalten dieser 
Strömungen eingehender diskutiert. Insbesondere ergibt sich der bemerkenswerte 
Satz, daß die Bildkurven in der Hodrographenebene als Epi-oder Hypozykloiden 
durch abrollende Kreise erzeugt werden können. Sie spezialisieren sich im isen- 
tropischen Fall zu den Prandtl-Busemann-Epizykloiden. Robert Sauer. 

Behrbohm, Hermann: Die Zwischenintegrale der Euler-Lagrangeschen Diffe- 
rentialgleichungen gewisser zweidimensionaler Variationsprobleme und ihre Anwen- 
dung auf ein Problem der Gasdynamik. Math. Nachr. 5, 19-38 (1951). 

Das 2-dimensionale stationäre gasdynamische Problem kann bekanntlich 
[H. Bateman, Proe. roy. Soc. London A 125, 598 (1929) u. andere] als 2-dimensio- 
nales „drehsymmetrisches‘‘ Variationsproblem 6 IKEINZZ + 2) dx dy aufgefaßt 
werden. Verf. hatte in seiner Dissertation (Göttingen 1944) in diesem Zusammenhang 
die Überschallströmungen polytropischer Gase mit geraden Mach-Linien behandelt. 
In der vorliegenden Arbeit wird diese Untersuchung für das allgemeine drehsymme- 
trische Variationsproblem, d.h. für beliebige Funktionen f durchgeführt. Anm. des 
Ref.: Das allgemeine drehsymmetrische Variationsproblem entspricht dem gas- 
dynamischen Problem bei Gasen mit beliebig vorgegebener Druck-Beziehung. f ist 
hierbei der Druck, aufgefaßt als Funktion der Strömungsgeschwindigkeit. Als Euler- 
Gleichung des Variationsproblems ergibt sich die Kontinuitätsgleichung. Ganz 
analoge Beziehungen gelten für das 1-dimensionale nichtstationäre Problem. 

Robert Sauer. 


Wang, Chi-teh: A note on Bateman’s variational prineiple for compressible 
fluid flow. Quart. appl. Math. 9, 99—102 (1951). 

Nach Bateman verschwindet die Variation des Raumintegrales des Druckes 
einer baratropen Strömung. Bereits in vorangegangenen Arbeiten zeigte Verf., 
daß dies nur für einen endlichen Raum gilt. In dieser Arbeit wird das Variations- 
prinzip nun für einen unendlichen Raum erweitert. Klaus Oswatitsch. 


Guderley, G. and H. Yoshihara: An axial-symmetrie transonie flow pattern. 
Quart. appl. Math. 8, 333—339 (1951). 

Bei der Frage nach den Störgeschwindigkeiten in axial-symmetrischer, reibungs- 
und drehungsfreier Strömung der Anblasemachzahl 1, die ein schlanker Drehkörper 
in großer Entfernung von der Achse (x-Achse) hervorruft, spielt in Analogie zur 
Dipolsingularität bei inkompressibler Strömung eine von den Verff. als Grund- 
singularität bezeichnete Lösung der Differentialgleichung 
(1) ker! p, (k = c,/c, = Adiabatenexponent) 
die entscheidende Rolle. Hierbei sind x, y Cartesische Koordinaten in einer Me- 
ridianebene, @(x, y) ist das aus dem Geschwindigkeitspotential ®(x, y) mittels der 
kritischen Geschwindigkeit a* durch = ®—.a* x definierte Störpotential, und 
ntan hat dafür die üblichen Näherungsannahmen für schwachgestörte schallnahe 
Strömungen zu treffen. Die genannte Grundsingularität gewinnt man durch den 
Ansatz o(%, y) = y?r? f(&) mit & = (k+1)-18 2 y7”, was für 'f(£) nach (1) zur 
Differentialgleichung i 
(2) eo) ba Ani. - Bm 2,70 
(" bedeutet Ableitung nach £) führt. — Die Diskussion der Integralkurven von (2) 
geschieht am besten in einer s,t-Ebene, definiert durch s= C®f,t=&?f’, denn 
dann geht (2) in eine (Abelsche) Differentialgleichung 1. Ordnung für t = t(s) über. 
Diese besitzt 5 singuläre Punkte, 3 im Endlichen, 2 im Unendlichen gelegen. Von 
den beiden letzteren interessiert nur der der y-Achse entsprechende. Von den drei 
ersten interessiert derins = t = 0 gelegene Knotenpunkt, der der x-Achse entspricht, 
und der bi O<n<zin s=n?(5n—4) (3n—2)2,t= n? gelegene Sattelpunkt, 
der der Grenzmachlinie entspricht. (Sie ist die vom Grenzpunkt P der Körper- 
kontur ausgehende Machlinie. Von stromauf vor P gelegenen Konturpunkten aus- 
gehende Machwellen treffen die Schallkurve, von stromab von P gelegenen Kontur- 
punkten ausgehende Machwellen treffen die Schallkurve nicht.) — Es gibt genau eine 
von s—t= (0 ausgehende und dort reguläre Integralkurve. Folgt man ihr in Rich- 
tung Unterschall durch den im Unendlichen gelegenen und der y-Achse entsprechen- 
den singulären Punkt hindurch, so muß man bei richtiger Wahl von n zu dem der 
Grenzmachkurve entsprechenden Sattelpunkt kommen. Genau dann hat man die 
gewünschten Grundsingularität gefunden. Mittels numerischer Integration von (2) 
wurde auf diese Weise im Rahmen der erreichbaren Genauigkeit der Wert von n 
zu n — 4/7 bestimmt und das Stromlinien- und Isoklinenbild der Grundsingularität 
ermittelt. Hiermit ist dann auch die eingangs genannte Frage nach dem Abklingen 
der Störungen in großer Entfernung von der Kontur zu beantworten: Geht man 
längs Linien £ — const ins Unendliche, so klingt 9, wie y#?, g, wie y? ab. 

Hermann Behrbohm. 

Martin, J. C.: Retarded potentials of supersonie flow. Quart. appl. Math. 8, 
358— 364 (1951). 

Die Arbeit befaßt sich mit wenig gestörten, dreidimensionalen instationären 
Potentialströmungen bei Überschallgeschwindigkeiten, genauer gesagt mit Integral- 
darstellungen für Lösungen ®(x, y, 2, t) der linearisierten Differentialgleichung 


&®® De GELDES DEV 02 


0 


a ce or 2 di 


200 n 


(V = Anströmgeschwindigkeit in x-Richtung, c = Schallgeschwindigkeit, M—=Vjc 


— Machsche Zahl der Anströmung, = M?’—1,x ‚y,2 rechtwinklige kartesische 
Koordinaten, t = Zeit). Mit den in diesem Zusammenhang gebräuchlichen Mitteln 
(Divergenztheorem, Hadamard’s partie finie) wird die Gleichung 
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abgeleitet. Dabei ist R = V(® — &)% — B(y — n)? — Bl — 6); DE yC;t) und 
D,(E£, y,C;t,) sind die beiden retardierten Potentiale, aus denen sich die Störung 2 
im Zeitpunkt t und am Ort x, y, 2 zusammensetzt (t, =t— (® — 8) M/ß?c + R/P? c, 
, =t— (x — £&) M/ß?c— R/ß?c), df ist das Flächenelement der im rückläufigen 
Machkegel von x, y, 2 gelegenen beliebigen Fläche S, und n’ der aus dem Normalen- 


vektor n=v,i+v,itvzf der Flächennormalen auf S durch = —iß?», 


+1», + £v, definierte Vektor (i,j, £ sind Einheitsvektoren in x, y, z-Richtung). 


Sind® und OD/ön’ gleich Null in gewisser endlicher Entfernung stromauf vor dem 


Aufpunkt, und wird für S eine Unstetigkeitsfläche des Potentials oder seiner Normal- 
ableitung gewählt, so können hieraus für mit Überschall bewegte Medien gewisse 
Analoga zu Kirchhoffs bekannten Formeln aus der Theorie der sphärischen Wellen 
hergeleitet werden. Hermann Behrbohm. 

Lagerstrom, P. A. and Martha E. Graham: Methods for cealeulating the flow 
in the Trefftz-plane behind supersonie wings. J. aeronaut. Sci. 18, 179—190 (1951). 

Morikawa, George: Supersonie wing-body lift. J. aeronaut. Sci. 18, 217—228 
(1951). 

Bleviss, Zegmund 0.: Some roll characteristies of erueiform delta wings at 
supersonie speeds. J. aeronaut. Sci. 18, 289—297 (1951). 

Miles, John W.: Quasi-stationary airfoil theory in subsonie eompressible flow. 
Quart. appl. Math. 8, 351—358 (1951). 

Indem Verf. die Possiosche Integralgleichung des in ebener, kompressibler 
Unterschallströmung harmonisch schwingenden, dünnen Flügels nach der Fre- 
quenz linearisiert, erhält er eine den Lösungsmethoden des inkompressiblen Falles 
zugängliche Gleichung. Die Formeln für Zirkulationsverteilung, Auftrieb und Mo- 
ment werden allgemein angegeben und dann auf den Fall einer Drehschwingung 
spezialisiert, bei der die Drehachse in der Flügelebene vor dem Flügel liegt [An- 
wendungen: Höhen-(Seiten-)Ruder eines um die Quer-(Hoch-)Achse schwingenden 
Flugzeugs]. Verglichen mit der stationären Rechenweise wird die Dämpfung in 
diesem Fall erheblich kleiner, ein Effekt, der allerdings durch Berücksichtigung der 
endlichen Spannweite weitgehend wieder aufgehoben werden kann, wie eine über- 
schlägige Betrachtung auf Grund der Reißnerschen dreidimensionalen inkompressib- 
len Theorie [NACA tech. Note 1194 und 1195 (1947)] zeigt. 

Johannes Weissinger. 

Lampert, Seymour: Conical flow methods applied to uniformly loaded wings 
in subsenie flow. J. aeronaut. Sci. 18, 107—114 (1951). 

Laitone, E. V.: New compressibility eorreetion for two-dimensional subsonie 
flow. J. aeronaut. Sci. 18, 350 (1951). 

Sauer, F. M.: Conveetive heat transfer from spheres in a freemoleeule flow. 
J. aeronaut. Sci. 18, 353—354 (1951). 

Morduehow, M. and M. Markovin: Coneluding remarks on the speed of sound. 
J. aeronaut. Sci. 18, 66—68 (1951). 

Die Arbeit bildet den Abschluß einer Reihe von Bemerkungen, die im Reader’s 
Forum der genannten Zeitschrift veröffentlicht wurden. Verf. leitet die Gleichungen 
der wirbelfreien kontinuierlichen Gasströmungen, insbesondere die Beziehung 
a? — dp/do für die Schallgeschwindigkeit, auf elementare, anschauliche Weise aus 
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den Erhaltungssätzen bei Verdichtungsstößen durch den Grenzübergang de —0 
her. (Anm. des Ref.: Ähnliche Herleitungen finden sich z. B. in dem Buch des 
Ref. „Ecoulements des fluides compressibles‘‘, Paris et Liege 1951, 8.84 und 245; 
dies. Zbl. 42, 195). Robert Sauer. 

Lieber, Paul, Frank Romano and Henry Lew: Approximate solutions for shock 
_ waves in a steady, one-dimensional, viseous and eompressible gas. J. aeronaut. Sci. 

18, 55—60 (1951). 

Die Zustandsänderung innerhalb eines senkrechten Stoßes wird unter Zu- 
grundelegung eines kontinuierlichen Mediums näherungsweise behandelt. Dabei 
zeigen sich die Reibungsglieder in der Bewegungsgleichung als ausschlaggebend, 
während sie in der Energiegleichung eher vernachlässigt werden dürfen. 

Klaus Oswatitsch. 

Cabannes, Henri: Le probleme de l’onde de choe detach6e pour les 6eoulements 
de revolution. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 686—687 (1951). 

Roseau, Maurice: Sur les mouvements ondulatoires de la mer sur une plage. 
C. r. Acad. Sci., Paris 232, 211—213 (1951). 

Das Problem der Meereswellen über einem seichten Strand, das von E. Isaac- 

son [Commun. pure appl. Math. 3, 11—31 (1950)] auf Grund einer neuen Darstellung 

der, Lewyschen Lösungen behandelt wurde, wird durch die Berechnung der allgemei- 
nen Lösung für Potentiale der Form ® = ei*t (x, y) direkt gelöst. 

; Joachim Pretsch. 

Roseau, Maurice: Sur les mouvements ondulatoires de la mer sur une plage. 
-C. r. Acad. Sci., Paris 232, 479—481 (1951). 

Für das Potential ® = e!k2+°) y(x, y), das die kleinen drehungsfreien Be- 
wegungen des Meeres über einem Strand beschreibt, erhält man nach einer für 
ein ähnliches Problem (vorsteh. Referat) angegebenen Methode unter der Ein- 
schränkung |k| < 0?/g zwei unabhängige Lösungen; die eine ist im Ursprung re- 
gulär, die andere hat dort eine logarithmische Singularität. Für den Strandneigungs- 
winkel x = gewinnt man die Lösung des Dockproblems unendlicher Tiefe. 
Joachim Pretsch. 

Roseau, Maurice: Sur les mouvements ondulatoires de la mer sur une plage. 
C. r. Acad. Sci., Paris 232, 303—306 (1951). 

In einer vorhergehenden Note (dies. Zbl. 38, 384) über die Bewegung eines 
„‚Meeres‘“‘ über einem gegen die freie Oberfläche unter dem Winkel x geneigten 
„Strand‘‘ machte Verf. für das Geschwindigkeitspotential die Ansätze ei! o(x, y) 
und ei(kz+et) y(x, y) und stellte @(x, y) in Abhängigkeit von p(x,0) dar. Es wird 
hier nun auf funktionentheoretischem Wege gezeigt, wie letztere Werte beim ersten 
Ansatz im Falle x = /2 n (n ganz) bestimmt werden können. Beim zweiten An- 
satz wird für x = z/4 ein formelmäßiger Lösungsausdruck gewonnen. 

| Karl Maruhn. 

Walters, A. @.: On the propagation of disturbances from moving sources. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 109—126 (1951). 

L’A. applicando una estensione della funzione di Green, indicata in un precedente 
lavoro (questo Zbl. 32, 71), determina l’onda generata da una sorgente puntiforme 
'“ mobile in un mezzo anche dissipativo. In particolare ottiene l’espressione del campo 
sonoro dovuto a una sorgente mobile e, se la velocitä & supersonica, dimostra che, 
per l’effetto Doppler, si possono udire due frequenze diverse anche se la sorgente 
oscilla su una sola frequenza. Infine risolve un problema piano di moto irrotazionale 
generato in un fluido da un corpo mobile con velocitä supersonica. Dario Grafft. 

Rejnov, M.N.: Zur Frage der Berechnung des Geschwindigkeitspotentials 
einer Flüssigkeit, deren Bewegung durch die Verschiebung eines in ihr eingetauehten 
Körpers erzeugt wird. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 201—204 (1951) 
[Russisch ]. 
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Verf. geht von einer früheren Arbeit von N. E. Kotschin (1949) über den 
Welleyrderstend eingetauchter Körper aus. Die von dort übernommenen Formeln 
lassen erkennen, daß das Geschwindigkeitspotential dadurch erzeugt wird, daß die 
Oberfläche des Körpers mit Singularitäten belegt wird, die an der Wasseroberfläche 
gespiegelt werden. Hinzu treten noch wellenförmige Anteile, die von der Froude- 
schen Zahl abhängen. Diese werden durch Belegung der Körperoberfläche mit einer 
„Wellenfunktion“ U erzeugt, die von drei Variablen abhängt. In der vorliegenden 
Untersuchung ist die N gestellt, für diese Hilfsfunktion U Reihenentwick- 
lungen abzuleiten, die eine Tabellierung dieser Funktion ermöglichen sollen. 

£ Walter Wuest. 

Rozdestvenskij, B.L.: Wellen im ebenen Trichter. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 77, 221—224 (1951) [Russisch]. r 

Binnie, A. M.: The theory of waves travelling on the core in a swirling I qui 
Proc. roy. Soc. London, Ser. A 205, 530—540 (1951). 

Wenn eine Flüssigkeit sprudelnd durch ein Rohr tritt, kann die Oberfläche des 
Hohlkerns des Wirbels durch fortschreitende Wellen gestört werden, die sich ent- 
weder um den rotierenden Zylinderkern in abwechselnden Schwellungen und Kon- 
traktionen herumwinden (Krampfaderform) oder schraubenförmig sind, wobei der 
Kern in die Gestalt einer vielfädigen Schraube aufgelöst erscheint. Es wird die 
Beziehung zwischen Länge und Achsial- und Winkelgeschwindigkeit der Wellen 
unter Berücksichtigung der Oberflächenspannung der als ideal vorausgesetzten 
Flüssigkeit berechnet. ‚Joachim Pretsch. 

Laitone, E. V. and E. R. Walters: The applieation of nonstationary airfoil 
theory to dynamie stability ealeulations. J. aeronaut. Sci. 18, 214—216 (1951). 

Engelbreeht, A. E.: Coupled free vibrations of a swept wing. J. aeronaut. Sci. 
18, 329—338 (1951). 

Miles, John W.: On the equations of longitudinal stability. II. J. aeronaut. 
Sci. 18, 212 (1951). 

Sehlichting, H. und N. Scholz: Über die theoretische Berechnung der Strömungs- 
verluste eines ebenen Schaufelgitters. Ingenieur-Arch. 19, 42—65 (1951). 

Die von Pretsch (Jbuch deutsch. Luftfahrtforschung 1938, I, 61; für das 
einzelne Tragflügelprofil entwickelte Methode der theoretischen Widerstands- 
bereehnung wird auf das Schaufelgitter bei stoßfreiem Eintritt übertragen. Für 
die Grenzschichtberechnung wird der Umschlagpunkt im Druckminimum an- 
genommen. Die Gitterwirkungsgrade für Beschleunigungs- und Verzögerungsgitter 
zeigen über dem Teilungsverhältnis den aus Erfahrungen an Turbine und Verdichter 
her zu erwartenden Verlauf. Joachim Pretsch. 

Galin, L. A.: Über die instationäre Filtration bei konstantem Druck auf der 
Begrenzung. Priklad. Mat. Mech. 15, 111—116 (1951) [Russisch]. 

L’A. a ramene [Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 47, Nr. 4 (1945)] & un 
probleme aux limites plan, ’&tude de la filtration non-permanente d’une eouche. 
de petrole percde d’un puit; ici, PA. construit quelques solutions particulieres ex- 
plieites, lorsque la nappe occupe ä& l’instant initial un demi-plan. 

Julien Kravtchenko. 

Vlasov, I. D.: Verteilung der Filtrationsgeschwindigkeiten in geneigten Schich- 
ten. Priklad. Mat. Mech. 15, 117—119 (1951) [Russisch]. 

Uguet, Daniel: Hydrodynamique des terrains fissur6s ou perm6ables en grand. 
C. r. Acad. Sci., Paris 232, 383—385 (1951). 

Piskunoy, N. 8.: Kösune einer Randwertaufgabe für die niehtlineare paraboli- 
sche Gleichung der Bewegung von Flüssigkeiten und Gasen in einem porösen Medium. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 6%, 505—508 (1951) [Russisch ]. 

Eine für die Grundw ee wichtige nichtlineare Differential- 
gleichung zweiter Ordnung in den U x, y, t kann wegen der besonderen 
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Randbedingungen durch Einführung der Variabeln & — Va? 5 yelyı auf eine ge- 
wöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung zurückgeführt werden, die 
wiederum durch eine Integralgleichung ersetzt werden kann. Von dieser wird die 
Existenz der Lösung für die besonderen Randbedingungen durch einen Grenz- 
übergang von anderen Lösungen aus nachgewiesen. Georg Hamel. 


Elektrodynamik: 


e Hund, Friedrich: Einführung in die theoretische Physik. II. Elektrizität und 
Magnetismus. ‚Leipzig: Bibliographisches Institut 1951. 299 S. DM 6,50. 

e Hund, Friedrich: Einführung in die theoretische Physik. III. Optik. Leipzig: 
Bibliographisches Institut 1951. 210 S. DM 6,50. 

Reitan, Daniel Kinseth and Thomas James Higgins: Caleulation of the elee- 
trieal eapacitance of a eube. J. appl. Phys. 22, 223—226 (1951). 

Es wird hier eine angenäherte Berechnung der elektrischen Kapazität eines 
Kubus ausgeführt. Die Methode ist die, welche Maxwell zur Berechnung der Kapa- 
zität eines ebenen Quadrates zuerst verwendete und besteht im folgenden. Man 
denkt sich jede Seitenfläche des Kubus in etwa n? gleichgroße quadratische Stücke 
zerlegt. Bezeichnet man nun für das i-te Flächenstück das Potential mit V,, die 
Ladung mit q, und den Flächeninhalt mit A,, so gelten, falls Q die gesamte Ladung 


n n e z > 5 
bezeichnet, V, = = hd» = = q,4,. Ist das Material des Kubus leitend, 
ı= — 
so ist V, = konst. — V, und die gesuchte Kapazität © = Q/V,. Die Ausrechnung 
entspricht der Wahl: n = 6. Es wird außerdem die Ladungsverteilung untersucht. 
8.CKar. 


Mack, Ü.: The eapaeitance of a parallel-plate eondenser with an anisotropie 
dieleetrie eylinder in torsion between its plates. Philos. Mag., VII. Ser. 42, 428—431 
(1951). 

Pluvinage, P.: Sur Putilisation de la fonetion impropre de Dirae en theorie 
elassique des @leetrons. J. Phys. Radium 12, 31 S—32 S (1951). 

Die vereinfachte Ableitung von Ergebnissen der Elektronentheorie mit Hilfe 
der ö-Funktion ist schon lange bekannt. [Vgl. Dirac, Proc. roy. Soc. London, 
Ser. A. 167, 148—169 (1938); dies. Zbl. 23, 427]. Gerhard Höhler. 

Goldstein, Herbert: The elassieal motion of a rigid charged body in a magnetie 
field. Amer. J. Phys. 19, 100—109 (1951). 

Verf. untersucht im Rahmen der klassischen Mechanik die kreiselähnliche Be- 
wegung eines starren rotationssymmetrischen Gebildes im homogenen Magnetfeld, 
wobei angenommen wird, daß in diesem Gebilde das Verhältnis von elektrischer 
zu mechanischer Dichte überall das gleiche ist. Der Unterschied gegenüber der 
Bewegung eines gewöhnlichen Kreisels im Schwerefeld liegt darin, daß sich hier 
das wirksame Drehmoment nicht aus dem Vektorprodukt von magnetischem 
Moment und Magnetfeld berechnet, wie vielfach angenommen wird, sondern daß 
noch ein weiterer Term hinzukommt. Daher erfogt auch die gleichmäßige Präzes- 
sionsbewegung ohne überlagerte Nutation nicht genau mit der Larmor-Frequenz, 
sondern es treten zu dieser Frequenz noch weiterere Glieder hinzu, welche von der 
Magnetfeldstärke in höherer Ordnung abhängen und auch für das Auftreten des 
quadratischen Zeeman-Effektes verantwortlich sind. Fritz Sauter. 

Olsen, Haakon and Harald Wergeland: On the light from synehrotron beams. 
Norske Vid. Selsk. Forhdl. 23, Nr. 22, 91—95 (1951). 

Brazma, N. A.: Eine neue Lösung des Grundproblems der Ausbreitung elektro- 
magnetischer Erscheinungen in einem System paralleler Leiter. Doklady Akad. Nauk 
SSSR,n. Ser. 76, 41—44 (1951) [Russisch ]. 

Gegeben ist ein System von parallelen Leitern, das sich etwa in Richtung 


der x-Achse erstreckt und in seinen elektromagnetischen Eigenschaften durch die 
eigenen und gegenseitigen Fundamentalkonstanten der Leiter beschrieben ist. Die 
Aufgabe, deren Lösung vorgetragen wird, besteht darin, die zu einem beliebigen 
Zeitpunkt t > 0 in dem Abschnitt 0 <x <1 herrschende Strom- und Spannungs- 
verteilung anzugeben, wenn zur Zeit t = 0 die Spannung u(x, t) die Anfangsbedin- 
gungen u(x, 0) = O und u; (x, 0) = 0 erfüllt und für alle Zeiten die Randbedingungen 
(0,8) = u, und u(1,t) = 0 bestehen. Die Lösung dieser Aufgabe wird zurückge- 
führt auf die Lösung einer Matrizen-Differentialgleichung, nachdem Spannung und 
Strom in ihre räumlichen Fourier-Komponenten zerlegt worden sind. Der weitere 
Lösungsgang erfolgt in bekannter Weise. Herbert Buchholz. 

Jessel, Maurice: Sur les ouvertures diffringentes dans les guides e&leetriques. 
©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1546—1548 (1951). 

Roubine, Elie: Sur les ondes guid6es par des eireuits helieoidaux. C. r. Acad. 
Sci., Paris 232, 1748—1750 (1951). 3 

Wolf, E.: Light distribution near focus in an error-free diffraetion image. Proc. 
roy. Soc. London, Ser. A 204, 533—548 (1951). 

Ausgehend von den von Lommel angegebenen Formeln für die Intensitäts- 
- verteilung einer Kugelwelle in der Nachbarschaft des Brennpunktes innerhalb und 
außerhalb des von den geometrisch-optischen Randstrahlen begrenzten Bereiches 
untersucht Verf. durch Integration jener Intensitätsausdrücke in achsensenkrechten, 
der Brennpunktsebene benachbarten Ebenen, welcher Bruchteil der Gesamt- 
energie innerhalb gewisser, die optische Achse kreisförmig umgebenden Bereiche 
liegt. Er vergleicht die so erhaltenen Teilenergien mit den entsprechenden Werten, 
die sich auf Grund rein strahlengeometrischer Betrachtungen ergeben sollten, und 
stellt jeweils beide Ergebnisse — die beugungsoptisch und die strahlenoptisch ermittel- 
ten -- in graphischen Darstellungen gegenüber. Die Diskussion zeigt, daß sich mit 
wachsendem Abstand von der achsensenkrechten Ebene die einen gewissen Prozent- 
satz der Gesamtenergie entsprechenden beugungstheoretisch und strahlentheoretisch 
erhaltenen Kurven mehr und mehr angleichen. Zur Durchführung der Integration 
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og 
‚ der Intensitätsausdrücke, also des Integrals L(u, v,) = > f; I(w, v) v. dv 
Ö 


mit /(u,v) = (k A sin DS [U%(, v) + U2%(u,v)] für u <v bzw. 
I(u,v) = (k A sin Da + Vila, vo) + V2(a, 0) 
. dl - 3 2 
— 2), cos (u e— Fee 2 sin (u — —)] fÜrSUr N 


Für u 2 v leitet Verf. verschiedene Hilfsformeln im Anhang ab. Johannes Picht. 
Clemmow, P. C.: A method for the exact solution of a elass of two-dimen- 
sional diffraetion problems. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 205, 286—308 (1951). 
Um die Beugung an ebenen Objekten zu behandeln, stellt Verf. Integralglei- 
chungen für die Fourierkoeffizienten der gebeugten Welle auf (im Gegensatz zu 
den von Schwinger und anderen Autoren aufgestellten Integralgleichungen der 
Beugungstheorie, bei welchen die Erregung auf der Schirmoberfläche die gesuchte 
Funktion ist). Unter Beschränkung auf den zweidimensionalen Fall wird die ge- 
beugte Welle in ein Spektrum teils auslaufender, teils gedämpfter ebener Wellen 
entwickelt (wie dies von der Sommerfeldschen Darstellung der Hankelfunktionen 
her geläufig ist), wonach sich für die Fouriertransformierte aus den Randbedin- 
gungen an der ideal leitenden Schirmfläche ein Paar von „dualen“ Integralglei- 
chungen ergibt, von welchen die eine im Schirm, die andere in der Öffnung gilt. 
Diese Gleichungen sind die Fouriertransformierte der Schwingerschen Integral- 
gleichung, jedoch einfacher als diese und für die Behandlung der Beugung an Sy- 
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stemen paralleler ebener Schirme besser geeignet. — Verf. zeigt an dem Beispiel 
der Halbebene, zweier paralleler Halbebenen sowie einer Schar von unendlich vielen 
äquidistanten parallelen Halbebenen, wie die Integralgleichungen sich durch funk- 
tionentheoretische Methoden lösen lassen. Das Ergebnis ist ein geschlossener Aus- 
druck für die gebeugte Welle, welcher zwar für zwei und mehr Halbebenen kompli- 
ziert wird, jedoch eine numerische Auswertung zuläßt; diese wird an dem Beispiel 
zweier Halbebenen durchgeführt. — Die angegebenen Lösungen sind identisch mit 
denen, welche von Carlson und Heins (dies. Zbl. 29, 380, 31, 138, 33, 140) 
mittels der Schwingerschen Gleichung ermittelt wurden, besitzen jedoch eine Ge- 
stalt, welche für die numerische Auswertung besser geeignet ist. Walter Franz. 

Severin, Hans: Zur Theorie der Beugung elektromagnetiseher Wellen. Z. Phys. 
129, 426—-439 (1951). 

In Erweiterung der bekannten Kirchhoffschen Formel zur Beschreibung licht- 
optischer Beugungserscheinungen und der aus dieser sich ergebenden Anwendung 
auf elektromagnetische Beugungserscheinungen unter Zugrundelegung der als be- 
kannt vorausgesetzten Tangentialkomponenten & und 9 auf der Randfläche, 
deren mathematische Schwierigkeiten sich nach der von Sommerfeld angegebenen 
Methode der Greenschen Funktion beheben lassen, behandelt der Verf. die vekto- 
riellen Probleme, deren mathematische Schwierigkeiten sich in ähnlicher Weise 
mit Hilfe Greenscher Tensoren beseitigen lassen. Er betrachtet zunächst die aus 
der Lichtoptik geläufige Formel in Anwendung auf die skalare Schwingungsfunktion 
u, die bei der üblichen Anwendung voraussetzt, daß u und Ou/@n auf der Rand- 
fläche des Gebietes bekannt sind. Benutzt man statt der Einpollösung v(P,Q) = 
rpoexXp (ik rpg) eine der Greenschen Funktionen @ (P,Q) [= rlexp (-ikr) = 
rlexp(—ikr'), falls die Begrenzung des Integralgebietes eine Ebene ist], so 
ergeben sich zwei verschiedene Ausdrücke für u(P). Bei dem einen ist zur Aus- 
wertung .des Integrals nur «, im andern Fall nur du/ön auf der Randfläche des 
Gebietes als bekannt vorausgesetzt. Weiter bespricht Verf. die vektorielle Formel 
in ihrer bisherigen Form, um sodann in Verallgemeinerung dieser vektoriellen For- 
meln zunächst Formeln für den Spezialfall der Ebene, dann aber auch in Verall- 
gemeinerung auf beliebige Randflächen abzuleiten. Hierbei benötigt er — wie oben 
erwähnt — die Benutzung Greenscher Tensoren, für die die Beziehung gilt 
rot, I (P,Q) — rotp /'%) (Q, P), wo I' den durch eine Vertauschung von Zeilen 
und Spalten aus /" hervorgehenden konjugierten Tensor bedeutet. Es folgt eine 
Diskussion der Randwertformeln im Hinblick auf ihre Anwendung. Sie gestatten 
die Berechnung des Feldes in einem vorgegebenen Raum aus den Werten des Druckes 
oder der Normalschnelle bzw. aus der Tangentialkomponente des elektrischen 
oder magnetischen Feldes auf der den Raum begrenzenden Randfläche. Bei ihrer 
näherungsweisen Anwendung erfüllt die Lösung die Maxwellschen Gleichungen für 
beliebige ‚„Randwerte‘“ und reproduziert diese, wenn man mit dem Aufpunkt auf 
die Randfläche geht. Johannes Picht. 

Possel, Rene de et Colette Pouget-Michel: Sur le prineipe de Huyghens pour 
une onde 6leetromagne6tique. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1819—1821 (1951). 

Die bekannten Formeln des Huyghensschen Prinzips für elektromagnetische 
Wellen werden durch die Loveschen Potentiale (= Rotationen des Hertzschen und 
Fitzgeraldschen Vektors) ausgedrückt. Walter Franz. 

Braunbek, Werner: Zur Darstellung von Wellenfeldern. Z. Naturforsch. 6a, 
12—15 (1951). 

Zur Darstellung von Wellenfeldern werden häufig die Wellenflächen als Flächen 
konstanter Phase benutzt. Verf. untersucht die Frage, ob der mittlere Energiestrom 
zu diesen Phasenflächen orthogonal ist. Er kommt zu dem Ergebnis, daß dies der 
Fall ist, wenn es sich um skalare Wellenfelder handelt, daß es dagegen bei elektro- 
magnetischen Wellenfeldern nur für spezielle Klassen von Problemen zutrifft. Im 
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allgemeinen besitzt der mittlere Energiestrom überhaupt keine Orthogonalflächen. 
Bei einem elektromagnetischen Wellenfeld haben wir es nicht mit einer skalaren 
Ortsfunktion zu tun, sondern mindestens mit vier, wenn man an das skalare und an 
das Vektorpotential denkt, oder mit sechs, wenn man an die Komponenten von 
& und 9 denkt. Im allgemeinen gehört zu jeder Größe eine eigene Schar von Phasen- 
flächen, von denen keine als primär anzusprechen ist, aus der sich die übrigen ab- 
leiten lassen. Es gibt indessen Klassen von elektromagnetischen Wellenfeldern, 
in denen orthogonale Flächen des mittleren Energiestromes existieren, die sich dann 
als Phasenflächen einer der verschiedenen Wellenfunktionen erweisen. Diese 
Wellenfunktion ist in derartigen Fällen vor den übrigen besonders ausgezeichnet. 
Johannes Picht. 

Lengyel, Bela A.: A note on reflection and transmission. J. appl. Phys. 22, 
263—264 (1951). 

Die Größen, die die Wellenausbreitung durch eine Trennungsfläche zweier 
Medien oder durch eine Durchlässigkeitslinie, die Hindernisse enthält, charakteri- 
sieren, sind die beiden Reflexionskoeffizienten r, und r, und die beiden 'Trans- 
missionskoeffizienten t, und t,. In der Arbeit wird gezeigt, daß für irgendeine 
verlustlose Diskontinuität rn —|r,|, Dargt; =argt, und arg, Fargı, 
2argt, = 4% ist. Diese Beziehungen werden angewandt auf die Berechnung der 
Reflexionen von dielektrischen Schichten und Metall-Platten-Medien, wobei die 
letzten durch die Tatsache ausgezeichnet sind, daß argt, +0 ist. Die Unter- 
suchungen werden durchgeführt unter Benutzung der Streuungsmatrix von 
J. Schwinger. Johannes Picht. 

Lengyel, Bela A.: Refleetion and transmission at the surface of metal-plate 
media. J. appl. Phys. 22, 265—270 (1951). 

Als „Parallel-Platten‘“ oder ‚„Metall-Platten-Medium‘ wird eine Anordnung dünner Metall- 
bleche in einem anderen Medium definiert, die einen gegenseitigen Abstand d und eine Dicke ft, ° 
also ein „‚Plattenspatium“ (entsprechend definiert wie ‚‚Gitterkonstante“‘) d’ =d-t besitzen, 
wobei im allgemeinen £<“ d angenommen wird. Diese Platten sind — gewissermaßen treppen- 
förmig — gegeneinander verschoben, so daß ihre Kanten in einer Ebene liegen, die mit der Ebene 
der Metallbleche einen Winkel « bildet. Der Winkel der Normalen dieser Begrenzungsfläche 
gegen die Ebene der Platten ist also e = n/?— a. Auf diese Begrenzungsfläche fällt eine elektro- 
magnetische Welle derart, daß der elektrische Vektor senkrecht zur Einfallsebens und parallel 
zu den Metall-Platten liegt. Es sollen die Phasen und Energiebeziehungen an der Oberfläche 
der Platten bestimmt werden. Verf. bezieht sich auf Arbeiten von Carlson und Heins (dies. 
Zbl. 29, 380, 31, 138), die Ausdrücke für Reflexions und Transmissionskoeffizienten erhalten, 
gültig, wenn die einfallende Strahlung gewissen Beschränkungen unterworfen ist. Wesentlichste 
Kinschränkung: Größe des Einfallswinkels kleiner als ein kritischer Wert, der durch das Ver- 
hältnis A/d (gleich Wellenlänge zu Plattenabstand) bestimmt ist. Wird der kritische Wert über- 
schritten, so wirken die Platten als Beugungsgitter, es treten also gebeugte Strahlenbündel auf. 
Verf. untersucht die Verhältnisse, wenn auch gebeugte Strahlenbündel vorhanden sind, wobei 
er voraussetzt, daß nur Beugungsmaxima —- 1. Ordnung auftreten. Der Brechungsindex der als 
„Platten-Medium‘“ bezeichneten Anordnung wird mit n = [1 — (4/24)? angegeben. Nach 
kurzer Behandlung der Theorie der Strahlen in der Ebene maximalen Zwanges (Kinfallsebene | 
Plattenebene) unter Bezugnahme auf die erwähnten Arbeiten von Carlson und Heins wirddie - 
Bestimmung des Reflexionskoeffizienten näher untersucht. Es werden numerische Resultate der 
Anwendung der erhaltenen Formel für den Spezialfall angegeben, daß der Winkel der Flächen- 
normale gegen die Plattenebene gleich Null ist. Desgleichen wird die Theorie für den Fall durchge- 
führt, daß die Strahlen in einer beliebigen Ebene einfallen, wobei wieder der elektrische Vektor 
parallel zu den Platten schwingt. Dieser Fall läßt sich auf den von Carlson und Heins behandel- 
ten zurückführen, Anschließend werden experimentelle Untersuchungen beschrieben, deren Meß- 
ergebnisse nit den theoretisch erhaltenen Werten verglichen werden und im wesentlichen mit 
ihnen Übereinstimmung zeigen. Als Anhang folgt eine Diskussion der transzendenten Gleichung 
08 pP — cog—(\. Johannes Picht. 

$ Artmann, Kurt: Breehung und Reflexion einer seitlich begrenzten (Lieht-) 
W elle an der ebenen Trennfläche zweier Medien in Nähe des Grenzwinkels der Total- 
reflexion. Ann. der Physik, VI. F. 8, 270—284 (1951). 
R Verf. betrachtet eine ebene Welle, die aus dem optisch dichteren Medium auf die ebene 
Trennungsfläche gegen das optisch dünnere Medium unter einem Winkel 9 gegen die Trennungs- 
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‚fläche fällt und parallel bzw. senkrecht zur Einfallsehene linear polarisiert ist, so daß es sich 
um ein zweidimensionales Problem handelt. Nach mathematischer Darstellung der seitlich 
unbegrenzten durch die gleichfalls als seitlich unbegrenzt angenommene Trennungsebene hin- 
durchgegangenen ebenen Welle wird unter Berücksichtigung der Tatsache, daß eine seitlich 
begrenzte ebene Welle durch Überlagerung seitlich unbegrenzter ebener Wellen verschiedener 
‚Richtung dargestellt werden kann, der mathematische Ausdruck für die ins optisch dichtere 
Medium übergehende seitlich begrenzte Welle gegeben. Für die einfallende Welle wird an der 
seitlichen Begrenzung nach dem von Ülemens Schäfer durchgeführten Ansatz innerhalb eines 
gewissen Bereiches ein Abfall der Amplitude auf Q vorausgesetzt. Bei dem sich unter dieser 
Voraussetzung ergebenden Doppelintegral für die hindurchgehende Welle wird die eine Inte- 
gration über die Koordinaten & der Schnittlinie von Einfallsebene des Lichtes und Trennungs- 
‚ebene beider Medien von — oo bis + oo erstreckt, die andere Integration über die etwas verschie- 
denen Richtungen der ebenen Wellen. Diese Integration wird in einer komplexen Ebene längs 
der reellen Achse durchgeführt, deren Nullpunkt durch einen kleinen Halbkreis, der sich in die 
untere Halbebene erstreckt, ausgeschlossen wird, da an dieser Stelle der Integrand unstetig 
wird. Verf. gibt eine allgemeine Diskussion des Integralausdrucks, der sich näherungsweise mit 
der Form des Sommerfeldschen Beugungsintegrals vergleichen läßt. Fine Diskussion der End- 
‘formel für die Durchgangswelle zeigt, daß eine Flankenwelle auftritt bzw. auftreten kann, die 
in gewissem Zusammenhang mit der v. Schmidtschen Kopfwelle steht. Auch auf den Spezial- 
fall, daß der Einfallswinkel # gleich dem Grenzwinkel der Totalreflexion ist, geht Verf. kurz 
ein. Er behandelt weiter die reflektierte Welle im Gebiet der Totalreilexion bei höherer Anzahl 
von Reflexionen. Verf. definiert hier eine ‚Quasiversetzung‘‘ der reflektierten seitlich begrenzten 
ebenen Welle, die er noch näher diskutiert. — Ref. möchte noch darauf hinweisen, daß er 1926 
das”Problem der Spiegelung und Brechung beliebiger optischer Strahlenbündel endlicher 
Öffnung an festen sowie an mit konstanter Geschwindigkeit bewegten ebenen Flächen in voller 
Allgemeinheit behandelt hat [Z. Phys. 39, 933—945; 40, 521—529 (1926)], wobei für die seitliche 
Begrenzung nicht ein an sich unbestimmter Intensitätsabfall angenommen wurde, sondern die 
seitliche Begrenzung durch eine Blende vorausgesetzt wurde. Diese längst zurückliegenden 
Arbeiten sind den Verff., die das Problem jetzt erneut behandeln, vermutlich unbekannt. 
Johannes Picht. 

Artmann, Kurt: Zur Reflexion einer seitlich begrenzten Lichtwelle am dünne- 

ren Medium in einigem Abstand vom Grenzwinkel der Totalreflexion. Ann. der 
Eehysik, VI.F. 8, 285—290 (1951). 

Im Anschluß an eine Arbeit von Cl. Schäfer und C.v.Fragstein [Ann. 
der Physik, VI. F.6, 39 (1949)] zeigt Verf., daß der von 1 auf 0 an der seitlichen 
Begrenzung des Strahlenbündels abklingende Amplitudenverlauf quer zur Fort- 
pflanzungsrichtung nicht durch eine reelle, sondern durch eine komplexe Funktion 
dargestellt werden muß, da sonst die Wellengleichung nicht erfüllt werden kann. 
Weiter wird gezeigt, daß die von Schäfer und v. Fragstein erhaltenen Ergebnisse 
nur bei Totalreflexion nicht absorbierender Medien aufrechterhalten werden können, 
während sie in allen übrigen Fällen wesentlich abzuändern sind. Johannes Picht. 

Eekart, Gottfried: La propagation d’ondes &leetromagn6tiques dans des eouches 
de faible höterogeneite. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 1294—1296 (1951). 

Abeles, Florin: Deux theoremes relatifs & la propagation des ondes dans les 
milieux stratifies. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1415—1417 (1951). 

Bennett, F. D.: Optimum source size for the Mach-Zehnder interferometer. 
J.appl. Phys. 22, 184—190 (1951). 

Frage: Wie groß kann die Lichtquelle bei einer Interferenzeinrichtung sein, ohne daß die 
von ihren verschiedenen Punkten herrührenden Erscheinungen einander stören? Über Licht- 
quelle und Interferenzvorrichtung werden möglichst einfache Annahmen gemacht. Die Licht- 
quelle sei eben, sie werde durch eine dünne Linse der Brennweite f ins Unendliche abgebildet. 

" Die Vorrichtung bestehe aus 4 unendlich dünnen Tafeln an den Ecken eines Parallelogramms 
1234. Die Tafeln (1) und (4) sind halbdurchlässig, (2) und (3) sind Spiegel. (1) teilt jedes von 
einem Punkte der Lichtquelle herkommende Bündel in zwei Teile; das von der Mitte kommende 
Bündel soll geradewegs der Seite (13) entlang, gespiegelt (12) entlang verlaufen, beide durch 
die Spiegel entlang (34) und (24) nach 4 geworfen werden. Die Normalen (n,), (nz), (n,) sind 
parallel und liegen in der „waagerechten“ Ebene 1234, eine Interferenzerscheinung entsteht, 
wenn die Normale (n,) gegen (n,) um einen kleinen Winkel «/2 gedreht ist. Die Interferenz- 
erscheinungen von verschiedenen Punkten der Lichtquelle überdecken einander und können 
sich verstärken oder stören. Geht man im Felde von einem Punkte in der Richtung senkrecht 
zu (n,) und (n,) [vektoriell in der Richtung (n, x n,)], so ändert sich für ein bestimmtes Bündel 
die Phasendifferenz nicht, (n,xn,) bestimmt also die Richtung der Streifen; und wenn die 


& 


photographische Platte (n,xn,) enthält, ist die Streifung ER) parallel; senkrecht, wenn 
n, in der waagerechten Ebene gedreht wird; waagerecht, wenn n, um die Richtung n, in der 
senkrechten Ebene gedreht ist. Die Phasendifferenz braucht nur in der Ebene (n, n,) untersucht 
zu werden. Ist x der Abstand eines Punktes dieser Ebene von der Mitte von n,, so ergibt sich 
für die Phasendifferenz eines Parallelstrahlenbündels: d = 2xsin$ecosg. Hier ist @ der 
Winkel, den die Richtung des Bündels mit einer Richtung p bildet, die in der Ebene (n,n,)- 
liegt, aber mit & den Winkel 90 — e/2 bildet, auf der photographischen Platte beinahe senkrecht 
steht. Für verschiedene Punkte der Lichtquelle ist d verschieden; damit die Interferenzerschei- 
nung bis x hin genügend scharf sei, muß, wenn d, der Wert für das mittlere Bündel ist, (d.— d) 
<K% sein. K ist eine kleine Größe, außer über sie ist noch über x, d. h. über die Zahl N der 
verlangten Streifen eine Annahme zu machen. Die Erscheinung ist noch abhängig von dem 
spitzen Paralleloegrammwinkel 2. Allgemein gibt die Forderung als Grenze der Lichtquelle in 
ihrer Ebene zwei Kegelschnitte. Die allgemeine Gleichung wird abgeleitet, und einige Sonder- 
fälle der senkrechten und waagerechten Streifen werden behandelt. Als Beispiel sei angeführt: 
Für senkrechte Streifen und zweckmäßige Wahl von 6 usf., f = 8Zoll kommt als zulässiger 
Durchmesser für K=!/ı N = 100 heraus !/, Zoll. H. Boegehold. 


Köhler, H. und 6. Pradel: Eine neue Interpolationsmethode zur Ermittlung 
der gesamten Zerstreuungsfigur zentrierter optischer Systeme mit unendlich fernem 
Bild. Z. angew. Math. Mech. 31, 47—53 (1951). 

Um die Zerstreuungsfigur bei optischen Instrumenten mit ausreichender Ge- 
nauigkeit zu bestimmen, genügt nicht immer die Rechnung im Hauptschnitt; die 
Durchrechnung windschiefer Strahlen ist umständlich. Bis zu den Gliedern 5. Ord- 
nung genaue Ergebnisse liefert die vorliegende Arbeit, die von der Eikonalentwick- 
lung ausgeht. Für einen festen Dingpunkt gibt diese Entwicklung bis zur 6. Ordnung 
9 Koeffizienten, von denen einer bei unendlich fernem Bilde die Hauptstrahlneigung 
w, die anderen die Abweichungen w, — w und a, bestimmen und zwar in Abhängig- 
keit von den Koordinaten in der Austrittspupille. Berechnet man zu einer Reihe 
von Komastrahlen den meridionalen und den sagittalen Bildpunkt, so sind auch diese 


durch die erwähnten Koeffizienten bestimmt; die Form der Gleichungen zeigt aber, 


daß man mindestens 3 sagittale Bildpunkte nötig hat, um aus ihnen die Koeffizienten 
zu erhalten. Als Beispiele werden die Formeln abgeleitet, die zu benutzen sind, 
wenn man 1 Hauptstrahl und 4 Komastrahlen, zum Hauptstrahl beide Bildpunkte, 
für zwei Komastrahlen den sagittalen Bildpunkt benutzt. Die Benutzer der Arbeit 
seien auf einen Druckfehler aufmerksam gemacht, S.51 Mitte heißt es für @ im 
Zähler: yA — öx, für H aber x x — P A. — Die Koordinaten in der Austrittspupille 
werden nach einem Näherungsverfahren bestimmt, das M. Herzberger [J. opt. 
Soc. America 23, 395—406 (1939); dies. Zbl. 22, 91] angegeben hat, doch wird 
hinzugefügt, daß es nicht immer ausreichend genau sei. Zum Schlusse wird be- 
merkt, daß die erreichte Annäherung besser sei, als wenn man die Koordinaten 
der Eintrittspupille in die Abweichungsgleiehungen einführt. H. Boegehold. 


Borel, Emile: Sur P’emploi des coordonnees de la droite pour P’&tude des radia- 


tions. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 1329—1331 (1951). 

Der Verf. leitet einige Grundgesetze der Strahlung ab. Eine Gerade ist gegeben 
durch zwei Gleichungen = a2+9p,y=bz--gq. In der Liniengeometrie sind 
a, b, p, g die Koordinaten der Geraden; das Element dw = nn 

a2 
Transformationen invariant. Eine Strahlung wird gekennzeichnet durch die Be- 
wegung einer Energie E dt dw, homogen heißt sie, wenn E für alle Geraden des 
betrachteten Liniensystems (begrenzte Mannigfaltigkeit 4. Ordnung) denselben 
Wert hat. Für diese Art Strahlung werden zwei Gesetze abgeleitet: 1. Wenn eine 
homogene Strahlung eine ebene Fläche vom Inhalt s durchschneidet, so geht in 
der Zeiteinheit die Energie e = Es hindurch. .2. Wenn eine homogene Strahlung 


durch einen Körper vom Volumen V geht, so ist die Gesamtenergie im Innern 
edge. Hi a ne ve 
WW - V, wo ce die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist. H. Boegehold. 
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® e Mahl, Hans und Erich Gölz: Elektronenmikroskopie. (Die kleinen Studien- 
bücher Bd. 58.) Leipzig: VEB Bibliographisches Institut 1951. 1788. Kart. DM 5,80. 
Verff. geben auf dem engen Raum von 184 Seiten eine klare, allgemeinverständ- 
liche Darstellung der Grundlagen, des Geräteaufbaus und der Arbeitsmethoden der 
- Elektronenmikroskopie. Obwohl es sich in erster Linie an Fachwissenschaftler 
wendet, die sich als Nichtphysiker des Elektronenmikroskops zur Bearbeitung spezi- 
eller Probleme ihres Fachgebietes bedienen, führt es doch überall mit großem di- 
daktischem Geschick an den Kern der Sache heran (wenn auch naturgemäß quanti- 
tative, mathematische Betrachtungen und technisches Detail beiseite bleiben mußten). 
H. Mahl, der selbst das erste elektrostatische Gerät geschaffen hat und wesentliche 
Beiträge zur Präparationstechnik beigesteuert hat, kann so mit seinem Mitarbeiter 
E. Gölz überall aus dem Vollen schöpfen und Erkenntnisse aus erster Hand ver- 
mitteln. In übersichtlicher Gliederung werden zunächst die elektronenoptischen 
Grundlagen gebracht, anschließend allgemeiner Aufbau und Eigenschaften der ver- 
schiedenen Elektronenmikroskope dargestellt, weiter spezielle Konstruktionsteile 
und Zusatzeinrichtungen besprochen und schließlich die Arbeitsmethoden und der 
praktische Einsatz des Übermikroskops behandelt. Mit einem kurzen Ausblick auf 
die Weiterentwicklung der Übermikroskopie schließt das ausgezeichnete, mit in- 
stpuktiven Bildern ausgestattete, kleine Buch. - Walter Glaser. 

Glaser, W.: The refraetive index of eleetron opties and its eonneetion with 

the Routhian funetion. Proc. phys. Soc., Sect. B 64, 114—118 (1951). 
Der Brechungsindex der Elektronenoptik läßt sich bekanntlich aus dem Hamil- 
 tonschen Prinzip ableiten, da ja das Fermatsche Prinzip auf das Hamiltonsche zu- 
rückführbar ist. Von Ehrenberg und Siday (dies. Zbl. 32, 233) war gegen eine 
entsprechende, von W. Glaser [Z. Physik 80, 451 (1933), dies. Zbl. 6, 279] durch- 
geführte Ableitung bemerkt, daß die Ableitung nicht korrekt sei, obwohl sie zu 
richtigen Resultaten führt. Verf. widerspricht dieser Auffassung. Er bemerkt, daß 
— wie z. B. Nordheim und Fues im Handbuch der Physik von Geiger und Scheel 
(Bd. V,S.3, Berlin 1927) gezeigt haben — der Übergang vom Hamiltonschen Prinzip, 
das zeitabhängig ist, zum Maupertuisschen Prinzip der kleinsten Wirkung und zum 
Fermatschen Prinzip nicht einfach in der Weise vollzogen werden kann, daß man 
L/v durch den Brechungsindex ersetzt. Verf. hat dies auch nicht getan, sondern 
zu L/v noch den Term E/v» hinzugefügt, wie es notwendig ist, um das Variations- 


prinzip Ö f Ldt = 0 mittels des Energieintegrals zu reduzieren. Er zeigt noch 
einmal, daß seine Ableitung — wenn man die Hinzufügung von HE berücksichtigt — 
immer zu dem richtigen Ergebnis führen muß. Der kürzeste Weg, die Richtigkeit 
der von ihm benutzten Methode zu beweisen und gleichzeitig zu verallgemeinern, 
ist die Benutzung der bekannten Routhschen Bewegungsgleichung und ihrer 
Anwendung auf zyklische Systeme. Verf. führt dies im einzelnen durch. Er wendet 
sodann das erhaltene Resultat auf zwei Fälle an: 1. auf die Ableitung des Brechungs- 
index eines beliebigen elektromagnetischen Feldes, 2. auf die Bestimmung des 
isotropen Brechungsindex eines axial-symmetrischen Feldes. Dies zeigt, daß die 
Methode des Verf. verallgemeinerungsfähig ist. Johannes Picht. 

Grivet, P.: Les speetrographes £ & Ientilles &leetroniques. (Theorie unifide des 
types elassiques: un nouvel appareil.) II. J. Phys. Radium 12, 1—14 (1951). 

Im ersten Teil dieser Arbeit [J. Phys. Radium 11, 582—595 (1950)] wurde eine ein- 
heitliche Theorie dritter Ordnung der auf der Linsenwirkung beruhenden ß-Spektro- 
graphen gegeben. Um den Gültigkeitsbereich dieser allgemeinen Theorie zu prüfen, 
- werden zunächst ihre Resultate mit den strengen Ergebnissen des Spektrographen mit 
homogenem Feld (lange Spule) verglichen. Es zeigt sich befriedigende Übereinstim- 
mung bis zu Aperturen von 40°. Im weiteren werden die Spektrographen mit kurzer 
Einzelspule und der mit zwei kurzen Spulen in den Anordnungen von K. Siegbahn 
und Slätis quantitativ behandelt, indem die vom Ref. für das Glockenteld berechneten 
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optischen Kenngrößen auf diese Fälle angewendet werden. Es zeigt sich gute Über- 
einstimmung mit den experimentellen Ergebnissen. Schließlich wird die Einführung 
einer weiteren kreisförmigen Auswahlblende zur Verbesserung des Auflösungs- 
vermögens des Spektrographen von Siegbahn und Slätis diskutiert. 

Walter Glaser. 

Wegmann, L.: Zur Frage der Abbildung von Atomabständen im Elektronen- 
mikroskop. Helvet. phys. Acta 24, 65—71 (1951). 

Die Abbildung eines Atomgitters soll nach Ansicht des Verf. dadurch möglich 
sein, daß man nach dem Objekt den primären Strahl sowie alle diffraktierten 
„Strahlen“ mit Ausnahme derjenigen mit einem bestimmten Beugungswinkel & 
ausblendet und dieses restliche Strahlenbündel allein zur Abbildung benützt. Auf 
diese Weise sei für den Öffnungsfehler allein die kleine von diesem engen Bündel 
beaufschlagte Zone der (unkorrigierten) Linse maßgebend, während der ‚„Beugungs- 
fehler‘ allein durch den großen „Beugungswinkel &‘“ bedingt sei und daher klein 


bleiben soll. (Da hier nur ein Beugungsbündel bloß einer bestimmten Ordnung 
zur Abbildung benützt wird, scheint dem Ref., daß dies nach den bekannten Dif- 
fraktionsversuchen von Abbe und den damit verbundenen Ideen zur Bild- 


entstehung nur zu einem leeren, strukturlosen „Bild“ führen kann. Um ein struktu- 
riertes Bild d.h. so etwas wie einen Atomabstand zu erhalten, müssen ja wenigstens 
zwei Beugungsbündel verschiedener Ordnung zur Interferenz gebracht werden. 
Anm. d. Ref.) Walter Glaser. 

Himpan, Joseph: Elektronenoptische Theorie der Ablenkung eines ausgedehn- 
ten elektronenoptischen Bildes mittels gekreuzter elektrischer Ablenksysteme. Ann. 
der Physik, VI. F. 8, 405—422 (1951). 

Von G. Wendt und dem Ref. wurde gezeigt, daß die Resultate der Arbeit 
von J. Picht und J. Himpan [Ann. der Physik, V.S. 39, 409—435 (1941); dies. 
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Zbl. 26, 37] als Sonderfälle in einer Arbeit des Ref. [Z. Phys. 111, 357—372 (1938); | 


dies. Zbl. 21, 73] enthalten sind, wenn man diese auf das rein elektrische Ablenkfeld. 
unter Vernachlässigung des Streufeldes spezialisiert. Von G. Wendt wurde weiter 
gezeigt, daß die Ergebnisse einer Arbeit von J. Picht [Ann. der Physik, V.F. 43 
(1943)] mit denjenigen der Arbeit von G. Wendt [Z. Phys. 118, 993 (1942)] über- 


einstimmen. Hierbei muß man allerdings bei konsequenter Rechnung gewisse 


Glieder in der Arbeit von J. Picht und J. Himpan streichen, da das verwendete 
Störungsverfahren nur für kleine Strahlneigung und kleinen Strahlabstand gilt. 
In der vorliegenden Arbeit schließt sich Verf. den Anschauungen von G. Wendt und 
dem Ref. an und wiederholt im wesentlichen deren Resultate. Walter Glaser. 

Gabor, D.: Eleetron-optieal systems with helical axis. Proc. phys. Soc., 
Sect. B 64, 244—255 (1951). 

Verf. betrachtet die Abbildung erster Ordnung durch ein Elektronenstrahl- 
bündel, dessen Hauptstrahl im elektrostatischen Feld eine Schraubenlinie darstellt. 
Es handelt sich also um eine Spezialisierung der Untersuchungen von M. Cotte 
und G. Wendt, denen als Hauptstrahl eine beliebige Elektronenbahn zugrunde 
gelegt wird. Die „kleinen Schwingungen‘ um die Schraubenlinie werden betrachtet, 
und es wird untersucht, wann beide Perioden kommensurabel sind, also eine „stigma- 
tische“ Abbildung zustande kommt. Ferner wird die Bedingung dafür aufgestellt, 
daß kein lateraler chromatischer Fehler auftritt. Ein spezielles, elektrostatisches 
Feld, das die verlangten Forderungen erfüllt, wird berechnet. Schließlich wird. 
der Fall, daß die Elektronen in das elektrostatische Feld zwischen zwei koachsialen 
Zylindern nicht wie sonst senkrecht, sondern geneigt zur Achse eingeschossen 
werden, diskutiert und auf seine Bedeutung für den Geschwindigkeitsspektro- 
graphen hingewiesen. Walter Glaser. 

Spear, W. E.: Investigation of eleetron optieal properties of an eleetrostatie 
focusing system. Proc. phys. Soc., Sect. B 64, 233—243 (1951) 
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Für ein spezielles elektronenoptisches Immersionssystem, das für eine Röntgen- 
‚röhre mit Punktfokus entwickelt worden ist, wird zunächst für vereinfachte geo- 
metrische Verhältnisse und Randbedingungen die Potentialverteilung nach dem 
Liebmannschen Maschenverfahren (Relaxation Method) berechnet. In Kathoden- 
nähe wird das Potential in bekannter Weise durch einen parabolischen Verlauf 
angenähert und die entsprechenden Elektronenbahnen bestimmt. Im anschlie- 
Benden Gebiet, wo die Achsenneigung der Bahnen bereits als klein vorausgesetzt 
werden kann, wird die Differentialgleichung der achsennahen Elektronenbahnen 
numerisch integriert. Mit diesen Bahnen wird die Lage des Kathodenbildes, die 
Vergrößerung und die Überkreuzungsstelle bestimmt und für die drei Emissions- 
winkel 6°, 18° und 42° in Schaubildern wiedergegeben. Der ‚Crossover‘ stimmt 
in dem betrachteten Fall nicht mit dem ‚‚engsten Querschnitt‘ überein. Wenn die 
äußere Elektrode auf Kathodenpotential liegt, wird ein verkleinertes Bild des 
emittierenden Glühdrahtes nahe hinter der Kathode erzeugt. Die „Überkreuzungs- 
stelle‘ liegt dagegen in der Nähe der Kathode. Die Übereinstimmung von Rechnung 
und gemessenen Werten ist befriedigend. Walter Glaser. 

Regenstreif, Edouard: Sur la theorie de la Ientille &leetrostatique ind&pendante 
a eleetrode eentrale Epaisse. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 604—606 (1951). 

” Regenstreif, Edouard: Sur les proprietes optiques de la lentille &leetrostatique 
independante & &leetrode eentral Epaisse. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 710—-712 (1951). 

Bertein, F.: Sur les proprietes gen6rales des lentilles &leetroniques faibles. La 
premiere approximation. J. Phys. Radium 12, 595—601 (1951). 

Der Einfluß eines schwachen, auf einen kleinen Wirkungsbereich beschränkten 
elektrischen oder magnetischen Zusatzfeldes auf die Richtung von Elektronen- 
bahnen wird untersucht. Walter Glaser. 

Sturrock, Peter: Formules nouvelles pour les aberrations du troisiöme ordre 
des lentilles magnötiques. ©. r. Acad. Sci., Paris 233, 146—147 (1951). 

Die Formeln für die Bildfehlerkoeffizienten dritter Ordnung werden in einer 
anderen Gestalt aufgeschrieben, die dem Verf. zur numerischen Berechnung ge- 
eigneter erscheint als die übliche, aus der sie durch einfache partielle Integration 
gewonnen werden können. Walter Glaser. 

Moussa, Andre et Joseph Lafouriere: Sur les expressions analytiques du 
potential-veeteur d’un champ magne6tique & sym6trie de r&volution. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 233, 139—141 (1951). 

Die Reihendarstellung eines rotationssymmetrischen Magnetfeldes nach der 
achsialen Koordinate wird angegeben, wenn der Verlauf der Zirkularkomponente 
A, (r, 0) des Vektorpotentiales in der Ebene 2 = 0 vorgegeben ist. Walter Glaser. 


Quantentheorie: 


Cottrell, T.L. and $. Paterson: The virial theorem in quantum mechanies. 
Philos. Mag., VII. Ser. 42, 391—395 (1951). 

Verff. zeigen die Gültigkeit des quantenmechanischen Virialtheorems für Sy- 
‘ steme unter Einwirkung von Potentialen mit unendlichen Unstetigkeiten, ins- 
besondere für in einen Kasten eingeschlossene Teilchen. Dabei benutzen sie zwei 
Methoden, deren eine sich an Slater [J. chem. Phys. 1, 867 (1933)], die andere an 
Uhlenbeck und Riddell [J. chem. Phys. 18; 1066 (1950)] anlehnt. Abschließend 
wird eine Bemerkung von Green [J. chem. Phys. 18, 1123 (1950)] richtiggestellt. 

Wolfram Urich. 

Cazin, Michel: Sur les systömes qui admettent une integrale premiere quadra- 
tique distinete de celle-de l’önergie. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 688—690 (1951). 

L’A., considerant en m&canique ondulatoire un corpuscule assujetti a demeurer 
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dans un plan fixe et soumis ä un potentiel scalaire, determine les potentiels V (x,y) 
pour lesquels il existe une integrale premiere quadratique par rapport aux moments 
conjugu6s et distinete de l’energie. Dans le cas ou le potentiel est de type cou- 
lombien, on montre que ce potentiel est er&& soit par des charges r&parties sur une 
droite perpendieulaire au plan, soit par deux charges fixes du plan. 
Gerard Petiau. > 
Faure, Robert: Integrale premiere du premier ordre en theorie de Dirac. Neces- 
sit6 de Pop6rateur 9/01 dans les intögrales premieres dependant du temps. Forme de 
’op6rateur integrale premiere. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 1469—1471 (1951). 
L’A. &nonce (sans d&monstration) une condition pour l’existence dans la theorie 
de l’&quation d’ondes relativiste de l’&lectron de Dirac d’une integrale premiere 
du premier ordre dependant du temps. Gerard Petiau. 
| Dirac, P. A. M.: The hamiltonian form of field dynamies. Canadian J. Math. 
3, 1—23 (1951). 
Die vom Verf. entwickelte verallgemeinerte Hamiltonsche Mechanik (dies. Zbl. 
36, 141) wird auf die Felddynamik angewandt, um einen Lorentz-invarianten quanti- 
sierbaren Formalismus zu erhalten. Die Hamiltonfunktion wird nicht als Funktion 
der Zeit betrachtet, sondern auf einer beliebigen raumartigen Fläche im Raum-Zeit- 
Kontinuum, welche durch ihre Parameterdarstellung gegeben wird, in Abhängigkeit 
von einer neuen unabhängigen Veränderlichen r, welche im Hamiltonschen Formalis- 


mus die Zeit vertritt. Die Freiheitsgrade der Fläche (nämlich die vier Koordinaten 


auf der Fläche als Funktionen der Parameter) werden als zusätzliche dynamische 
- Variable zu den Feldgrößen hinzugenommen. Es sind dann nicht mehr alle Ge- 
schwindigkeiten dynamisch bestimmt, statt dessen treten Nebenbedingungen zwi- 
schen den Variablen und Impulsen auf. Diese werden so transformiert, daß sie 
untereinander verschwindende Poissonsche Klammern bilden, und können dann 
beim Übergang zur Quantentheorie widerspruchsfrei durch je eine Schrödinger- 
gleichung ersetzt werden. — Als Beispiele werden das skalare und vektorielle Meson 
sowie das Maxwellsche Feld behandelt. Walter Franz. 
Costa de Beauregard, Olivier: Döveloppement d’une theorie de Marcel Riesz. 
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Forme covariante de la fonetion de distribution de Pimpulsion-Energie de P’&leetron 


libre. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 804—806 (1951). 

L’A. completant les rösultats d’une theorie de M. Riesz (Actes 10° Congr. 
Math. Scandinaves 1946, p. 138—144) gen6ralise les resultats de la theorie des ondes 
planes et de la reprösentation des solutions de l’&quation d’ondes par des intögrales 
de Fourier pour l’electron de Dirac en l’absence de potentiel exterieur, en definis- 
sant les valeurs propres et fonctions propres du quadrivecteur &nergie-impulsion 
sur une hypersurface du genre espace queleonque. On obtient notamment une 
nouvelle solution pour le probleme de Cauchy relatif A l’sleetron libre. La validite 


generale des formules obtenues permet de completer la theorie de la diffraction- ; 
hachage d’une onde e&leetronique exposde precedemment par l’A. (ce Zbl. 40, 130). _ 


Gerard Petiau. 

Costa de Beauregard, Olivier: De6finition nouvelle de Phermitieitö du quadri- 
operateur —(h/2r i) ö*. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 214—216 (1951). 

En utilisant une propriete du groupe des translations de l’espace-temps et en 
faisant appel au critere des fonctions caracteristiques de Bochner, PA. precise 
la definition et ameliore la d&monstration donnde anterieurement [C. r. Acad. Sei., 
Paris 225, 626 (1947) et ce Zbl. 39, 230] pour l’hermitieite de l’op6rateur 
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defini en theorie de l’&lectron de Dirac. L’extension au cas des particules de spin 
multiple de 1/2 qui s’effectue facilement introduit des difficultes d’interpretation 
liees & l’existence d’une densite de pr6ösence non definie positive. Gerard Petiau. 
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Costa de Beauregard, Olivier: Comparaison des speetres des op6rateurs H, et 
— (h/2zı) (0/01). C. r. Acad. Sci., Paris 232, 308—310 (1951). 

L’A. examine les conditions dans lesquelles les resultats qu’il a etablis pre- 
cedemment (C. r. Acad. Sei., Paris 225, 626 (1947)] permettent le developpement 
du formalisme quantique non superquantifie, sous forme covariante. Dans le cas 
ou P’hamiltonien depend du temps, la comparaison des spectres des deux op6rateurs 


H, et — (h/4x i) [&] = — (h/4m i) (dt — &) 


s’effectue au moyen des variations des fonctions caracteristiques correspondantes. 
On montre alors: 1° que les spectres de la variation entre t, et t, de l’Energie totale 
sont identiques pour les deux operateurs consideres si l’intervalle de temps 
At =t,—t, devient infiniment grand; 2° que, si At est fini, toutes les raies du 
spectre de variation pour A, (qui sont discretes et fines dans le cas d’un speetre 
ponetuel de A,) deviennent larges avec l’operateur (— h/4 mi) [d,] conformement 
A la quatrieme relation d’incertitude. Gerard Petiau. 

Costa de Beauregard, Olivier: Variation de la fonetion de distribution du 
quadri-op6rateur (—h/2z i) 0% dans une transition. Equivalence entre notre theorie 
et la theorie du positon de Feynman. C.r. Acad. Sci., Paris 232, 927—929 (1951). 

„’Stueckelberg, E. €. @.: Relativistie quantum theory for finite time intervals. 
Phys. Review, II. Ser. 81, 130—133 (1951). 

Bei der invarianten Störungsrechnung unter Benutzung der S-Matrix bestimmt 
man Übergangswahrscheinlichkeiten zwischen Zeiten t, > — oo und »— + 00. Bei 
analoger Berechnung von Übergangswahrscheinlichkeiten zwischen endlichen Zeiten 
f1. t, treten zusätzliche Divergenzen auf, sofern £, und t, genau festgelegt sind. Verf. 
gibt eine Verallgemeinerung des Formalismus an, so daß die Zeitpunkte der Mes- 
sung nicht scharf definiert sind, sondern durch Wahrscheinlichkeitsamplituden 
f(t,) und f,(t,) gegeben sind. Dies wird angewendet auf die e-Wahrscheinlichkeit 
für die Emission eines Photons durch ein freies Elektron zwischen tt, undt= ig. 
Es ergibt sich hierfür ein endlicher Wert. Die Energie soll durch den Meßprozeß 
geliefert werden. Im Anfangs- und Endzustand werden die Felder, wie bei der 
Störungsrechnung üblich, als entkoppelt betrachtet. Nach Ansicht des Ref. führt 
dies zu den bei endlichen Zeitintervallen neu auftretenden Divergenzen. 

Harry Lehmann. 

Peaslee, D. €.: Infinite integrals in quantum eleetrodynamies. Phys. Review, 
II. Ser. 81, 107—109 (1951). 

Verf. schlägt vor, die bei quantenelektrodynamischen Rechnungen auftreten- 
den divergenten Integrale möglichst weitgehend so zu behandeln, als ob sie kon- 
vergierten. Dadurch sollen eindeutige Ergebnisse erzielt werden. Dies wird an 
einigen Beispielen ausgeführt und in einem Fall gezeigt, daß diese Vorschrift dem 
Regularisierungsverfahren von Pauli-Villars (dies. Zbl. 37, 125) äquivalent ist. 

Harry Lehmann. 

Roberts, K. V.: Remarks on relativistie quantum mechanies. Phys. Review, 
41. Ser..81,.158—159 (1951). 

Die zwei früheren Veröffentlichungen des Verf. (dies Zbl. 37, 126) über eine all- 

“ gemeine Formulierung von klassischen und quantisierten Feldtheorien nach dem 
Schema von Weiss [Proe. roy. Soc. London, A 169, 102—119 (1938) ; dies. Zbl. 19, 430] 
enthielten Fehler und Unvollständigkeiten, die inzwischen behoben worden sind. 
Insbesondere erweist sich die Parametrisierung der Flächen als unwesentlich. Unter 
Hinweis auf eine nachfolgende ausführliche Darstellung wird hier ein Abriß der 
Ergebnisse gegeben. Diese stimmen mit denen der üblichen Formulierung der 
Theorie überein. M. R. Schafroth. 

Parzen, G.: Radiative processes in the presence of heavy nuelei. Phys. Review, 
II. Ser. 81, 808—814 (1951). 
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In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 40, 130) hat, Verf. gezeigt, daß bei der re- 
lativistischen Berechnung von Streuprozessen die Bornsche Näherung auch bei 
hohen Energien schlecht sein kann. Er versucht nun eine Berechnung der Wir- 
kungsquerschnitte für Bremsstrahlung und Paarerzeugung ohne die Bornsche Nähe- 
rung, indem er sie durch die bekannten exakten Wirkungsquerschnitte für elastische 
Streuung von Elektronen und Positronen im Coulombfeld ausdrückt und eine 
Näherung für die Wellenfunktion bei hohen Energien benutzt. Ein Vergleich mit 
der Bethe-Heitler-Formel (W. Heitler, Quantum theory of radiation, London 
1944, 8.164) zeigt größere Unterschiede bei großen Winkeln, hingegen ist der 
integrale Wirkungsquerschnitt nur wenig verändert. Gerhard Höhler. 

Chisholm, I. 8. R.: Caleulation of matrix elements. Phys. Review, II. Ser. 
82, 448 (1951). 

Bemerkungen zur Auswertung von Feynman-Dysonschen Graphen |[vgl. dies. 
Zbl. 32, 237, 33, 142, 37, 124, 38, 133]. Gerhard Höhler. 

Coester, F.: On the evaluation of the S-matrix. Phys. Review, II. Ser. 91, 
455—456 (1951). 

Im Anschluß an das Verfahren von Wick (dies. Zbl. 40, 130) zur Auswertung 
der Dysonschen S-Matrix berechnet Verf. die Anzahl von äquivalenten Termen S(®, 
welche durch Vertauschung von Integrationsvariablen auf einen einzigen reduziert 
werden können. Gerhard Höhler. 

Neweomb, W. A. and F. Rohrlich: On the Lamb shift for spinless eleetrons. 
Phys. Review, II. Ser. 81, 282—283 (1951). 

Hansson, L. and H. E. V. Häkansson: A remark on the caleulation of the 
Lamb shift. Ark. Fys. 2, Nr. 43, 459—460 (1951). 

Thirring, Walter: Zum Kopplungsschema der Mesonen. Z. Naturforsch. 6a 
(1951). 

Verf. zeigt, daß ein in der Mesontheorie vorgeschlagenes Schema der Kopplung 
aller Fermi-Teilchen mit gleicher Kopplungskonstanten nicht den experimentellen 
Befund vonrw — u unds—e Zerfall liefert. Vgl. L. I. Schiff (dies. Zbl. 33, 236). 

Harry Lehmann. 

‚MeConnell, J.: Diverging integrals in the self-charge problem. Phys. Review, 
II. Ser. 81, 275. (1951). 

Es wird gezeigt, daß man den im Fall eines Spinorfeldes auftretenden diver- 
genten Term der Vakuumpolarisation gegen die entsprechenden Terme für Vektor- 
felder kompensieren kann, sofern man im letzten Falle die auftretenden Integrale 
als Hauptwerte betrachtet. Für das Vektorfeld ist jedoch ein weiterer divergenter 
Term vorhanden, der sich nicht kompensieren läßt. Harry Lehmann. 

Matthews, P. T.: Renormalization of the meson-photon-nueleon interaction. 
Philos. Mag., VII. Ser. 42, 221—227 (1951). 

Unter Verwendung der Methoden von Dyson (dies. Zbl. 33, 142) untersucht 
Verf. die Kopplung zwischen Nukleonen, geladenen Mesonen vom Spin 0 (skalare 
bzw. pseudoskalare Kopplung) und dem elektromagnetischen Feld. Es wird bis 
zur vierten Ordnung in den Kopplungskonstanten gezeigt, daß alle divergenten 
Terme sich durch Renormierung von Ladung und Masse sowie Einführung einer 
direkten Kopplung zwischen den Mesonen beseitigen lassen. Harry Lehmann. 

Matthews, P. T.: Renormalization of neutral mesons in three field problems. 
Phys. Review, II. Ser. 81, 936—939 (1951). 

Verf. erweitert die im vorstehenden Ref. betrachteten Felder durch Hinzu- 
fügung von neutralen skalaren bzw. pseudoskalaren Mesonen. Die Ergebnisse 
bleiben erhalten, sofern man weitere direkte Kopplungsterme zwischen den Mesonen 
einführt. Weiterhin werden Regularisierungsverfahren am Beispiel des Meson- 
zerfalls diskutiert. Harry Lehmann. 


Peaslee, D. C.: Boson current correetions to second order. Phys. Review, 
Ar. Ser. 81, 94—106 (1951). 

Es id die Kopplung von geladenen skalaren und vektoriellen Teilchen mit 

dem elektromagnetischen Feld untersucht. Verf. benutzt hierzu den Formalismus 
der ß-Matrizen und berechnet in der Wechselwirkungsdarstellung nach der Methode 
von Scehwinger die Korrekturen zweiter Ordnung zum Stromoperator. Es zeigt 
sich, daß hierin für skalare Teilchen außer der Renormierung von Ladung und 
Masse keine Divergenzen auftreten. Für Spin 1 ergeben sich hingegen logarithmisch 
‚divergierende Korrekturen zum Dipol- und Quadrupolmoment. Nach den in- 
zwischen erschienenen Arbeiten von Källen[Ark. Fys.2,187—194(1950)]und Yang- 
Feldman (dies. Zbl. 38, 407) vereinfacht sich die Berechnung der Stromkorrek- 
turen, wenn man in der Heisenbergdarstellung bleibt. Harry Lehmann. 

Brueckner, K., R. Serber and K. Watson: The Capture of z-mesons in deute- 
rium. Phys. Review, II. Ser. 81, 575—578 (1951). 

Panofsky et al. [Physic. Rev., II. Ser. 81, 565 (1951)] beobachteten, daß 
. beim Einfang der negativen x-Mesonen durch Deuteronen zwei Prozesse konkur- 

zieren: (1) zn +D>2n, (2)m +D—>2n+y. Dabei ist der erste Prozeß in 
70% der Fälle realisiert. Nach einer Bemerkung von Ferretti ist jedoch der strah- 
lungslose Einfang aus der K-Schale für ein skalares Meson verboten. Zur weiteren 
Einengung der Alternativen wird in der vorliegenden Arbeit versucht, die Wahr- 
scheinlichkeit für den Einfang des Mesons aus den höheren Bohrschen Bahnen 
abzuschätzen. Verff. gehen dabei aus von dem Prinzip der Gleichwahrscheinlichkeit 
inverser Prozesse und von der Erfahrungstatsache der Ladungssymmetrie, so daß 
sie von den bekannten Wirkungsquerschnitten für die Prozesse (1) p+p—n*+D, 
(2)y +n—p+ m auf die Wahrscheinlichkeiten der Prozesse (1) und (2) schließen 
können. Im zweiten Fall wird der Einfluß des zusätzlichen Neutrons durch einen 
Pauschalfaktor berücksichtigt. Die Reduktion der Wirkungsquerschnitte von den 
experimentell verwirklichten Energien auf die der gebundenen Zustände erfordert 
leider noch zusätzliche Annahmen. — Verff. kommen zu dem Ergebnis, daß der 
Prozeß {1) für ein Meson in einer höheren Bohrschen Bahn um einen Faktor 20 
unwahrscheinlicher ist als der Übergang des Mesons in den Grundzustand. Anderer- 
seits erscheint ihnen das Verhältnis 7:3 für die Wahrscheinlichkeiten der Prozesse 
(1) und (2) erklärbar, wenn der Übergang (1) vom Grundzustand aus erlaubt ist 
(pseudoskalares Meson). R. Haag. 

Peshkin, Murray: Seattering and absorption of sealar and pseudoscalar mesons 
by nueleons. Phys. Review, II. Ser. 81, 425—429 (1951). 

Mit Hilfe des Feynmanschen Formalismus wird gezeigt, daß die theoretischen 
Streuquerschnitte für z-Mesonen an Nukleonen in allen Energiebereichen sehr 
stark (qualitativ) abhängen von: skalarem oder pseudo-skalarem Charakter des 
Mesonfeldes, Kopplungstyp, Anteil neutraler Mesonen an der Mischung. — Verf. 
rechnet dabei mit schwacher Kopplung bis zur 2. Ordnung in 9%. 

Bernhard Ilschner. 

Kwal, Bernard: Les methodes eovariantes de mecanique analytique en theorie 
generale des ehamps, lineaires ou non. J. Phys. Radium 12, 534—542 (1951). 

i Es werden in kovarianter Weise klassische Feldtheorien studiert, deren Feld- 
gleichungen sich aus einem Variationsprinzip mit beliebiger skalarer Lagrange- 
funktion ableiten lassen. Die Feldgrößen haben beliebigen (Spinor- oder Tensor-) 
Transformationscharakter. Ein äußeres elektromagnetisches Feld ist ebenfalls ein- 
geschlossen. Es wird gezeigt, daß alle kovarianten Methoden der analytischen 
Mechanik Wort für Wort übertragen werden können: man kann die Feldgleichungen 
in Hamiltonscher Form schreiben, eine Hamilton-Jacobische Formulierung des 
Problems geben, und Integralinvarianten aufstellen. Aus der Eichinvarianz folgt 
überdies in üblicher Weise ein der Kontinuitätsgleichung genügender Stromdichte- 


216 £ j | 


ausdruck, ein Energie-Impulstensor wird ebenfalls definiert. (Da dieser offenbar 
im allgemeinen nicht symmetrisch ist, ist die Gültigkeit des Drehimpulssatzes 
allerdings nicht ohne weiteres sichergestellt; dieser Punkt wäre wohl einer weiteren 
Diskussion bedürftig.) — Die ganze Betrachtung setzt nirgends Linearität der 
Feldgleichungen voraus. Man hat deshalb formal zwischen intensiven und exten- 
siven Feldern zu unterscheiden; doch existiert eine Reziprozitätstransformation, 
durch die das Problem in symmetrischer Weise aus einer Formulierung in den exten- 
siven in eine Formulierung in den intensiven Feldern und umgekehrt übergeführt 
werden kann. — Eine Quantisierung der Theorie wird nicht versucht. 
M. R. Schafroth. 

Guy, Roland: Existenee des solutions de P’&quation op6ratorielle d’&volution. 
©. r. Acad. Sci., Paris 233, 288—290 (1951). 

Verf. überträgt auf eine von Visconti (dies. Zbl. 37, 125) angegebene Operator- 
gleichung Methoden aus der Theorie der Integralgleichungen. Gerhard Höhler. 

Viseonti, Antoine: Sur la theorie du champ soustraetif de Louis de Broglie 
et la fonetion d’interaetion de R. P. Feynman. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 217—219 
(1951). 

On &erit sous forme invariante certaines formules de la theorie du champ soustractif. On 
montre qu’on pourrait remplacer l’hypothöse de coupure des frequences hautes de R. P. Feyn- 
man par celle du champ soustractif, mais, qu’entre les deux theories subsiste une difference 
fondamentale. (Zusammenfassung des Autors.) 

Visconti, Antoine: Remarques sur quelques points de la theorie de R. P. Feyn- 
man. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 697—699 (1951). 

Ergänzungen zu früheren Noten des Verf. (dies. Zbl. 37, 125, 280, 2. Referat, 
39, 228 und vorsteh. Referat). Gerhard Höhler. 

Broglie, Louis de: Schema lagrangien de la theorie du ehamp soustraetif. C. r. 
Acad. Sci., Paris 232, 1296—1272 (1951). 

Es wird ein Lagrange-Schema für die früher vom Verf. (dies. Zbl. 38, 133) be- 
trachtete Theorie des elektromagnetischen Feldes angegeben. Aus der Lagrange- 
Funktion wird ein divergenzfreier Tensor (nicht symmetrisch) bestimmt. Die 
Frage negativer Energien wird nicht diskutiert. Vgl. Bopp (dies. Zbl. 24, 143) 
und Podolsky-Schwed [Reviews modern Phys. 20, 40 (1948)]. Harry Lehmann. 

Slansky, Serge: Champ soustraetif et energie propre de Peleetron. ©.r. Acad. 
Sci., Paris 232, 1191—1193 (1951). 

Bemerkungen zur statischen Selbstenergie des Elektrons in der Theorie des 
subtraktiven Feldes. (Vgl. vorsteh. Ref.) Harry Lehmann. 

Broglie, Louis de: Sur la possibilite d’une strueture eomplexe des partieules 
de spin different de 1/2. J. Phys. Radium 12, 509—516 (1951). 

Verf. greift seine bis zum Jahr 1933 zurückreichenden Überlegungen über eine 
Zusammensetzung der Teilchen vom Spin 1 und darüber aus elementaren Spin- 
„Partikeln wieder auf unter dem Eindruck neuerer Untersuchungen von Frenkel 
und von Fermi und Yang. Ausführliche Rechnungen von Tonnelat (s. folg. Ref.) 
zeigen, daß nach Abtrennung der Schwerpunktsbewegung die ‚innere Bewegung“ 
eines 2-Teilchen-Systems dadurch berücksichtigt werden kann, daß dem Schwer- 
punkt der Spin des Gesamtsystems zugeschrieben wird. F. L. Bauer. 

Tonnelat, Maria-Antoimette: Etude du systeme form6 par la r&union de deux 
eorpuseules de Dirae. J. Phys. Radium 12, 516-520 (1951). 

Ausführliche explizite Rechnungen zum Zweikörperproblem von Diracteilchen 
ohne Berücksichtigung des gruppentheoretischen Hintergrundes. Verf. erhält die 
bekannten Singulett- und Triplett-Lösungen. Die Schwierigkeiten des relativistischen 
Problems, wo die Feldenergie die Definition des Schwerpunktes bedenklich macht, 
sind nicht berührt. F. L. Bauer. 

Hepner, W. A.: A canonical transformation in the theory of partieles of arbi- 
trary spin. Phys. Review, IT. Ser. 81, 290—291 (1951). 
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Les equations exprimant l’invariance de l’&quation d’ondes du premier ordre 
et celles exprimant les relations de commutation entre les composantes du spin 
sont resolues en introduisant une transformation canonique S. On dömontre 
simplement au moyen de cette transformation l’hypothese sur la forme t,, — 
ei (Buß — Pr ßu) de l’operateur de spin relativiste, considöree par H. J. Bhabha 
[Reviews modern Phys. 17, 200 (1945)] dans un memoire sur la theorie des parti- 
cules de spin queleconque. La forme simple de la transformation S permet d’ameliorer 
la deduetion des relations de commutation des ß ainsi que celle des solutions de 
l’equation d’ondes. Gerard Petiau. 

Eden, R. J.: The hamiltonian dynamies of non-holonomie systems. Proc. roy. 

Soc. London, Ser. A 205, 564—583 (1951). 

Verf. entwickelt einen Formalismus, um die Bewegungsgleichungen eines 
nichtholonomen Systems mittels Poissonscher Klammern auszudrücken. Da die 
Koordinaten und Impulse jedoch kein System unabhängiger kanonischer Variabler 
darstellen, werden zur Aufstellung der Klammern ‚lokal freie“ Koordinaten und 
Impulse herangezogen, welche einem freien System entsprechen, welches momentan 
dieselbe Lage und dieselben Geschwindigkeiten hat wie das betrachtete nicht- 
holonome. — Als Hamiltonsche Wirkungsfunktion ergibt sich eine ‚„‚unbestimmte‘‘ 
oder „nicht-integrable Funktion‘, für welche die Reihenfolge der zweifachen Dif- 
ferentiation nicht vertauschbar ist. Walter Franz. 

Eden, R. J.: The quantum mechanies of non-holonomie systems. Proc. roy. 
Soc. London, Ser. A 205, 583—595 (1951). 

Fußend auf der Formulierung der nichtholonomen Mechanik mittels Poisson - 
scher Klammern (s. vorsteh. Referat) untersucht Verf. nichtholonome Wechsel- 
wirkungen, welche sich grundlegend von den üblicherweise angenommenen holo- 
nomen unterscheiden. Die nichtholonomen Bedingungen führen zu Schrödinger- 
funktionen mit einer „nicht-integrablen Phase“ oder ‚„Quasiphase‘“, wodurch 
die Wellenfunktion unbestimmt wird; jedoch bleibt die physikalische Formulierung 
eindeutig. — Die klassische Eigenschaft nichtholonomer Systeme, daß nicht jede 
beliebige Koordinatenlage erreichbar ist, überträgt sich in die Quantentheorie 
dadurch, daß die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in den klassisch nicht erreichbaren 
Gebieten verschwindet. Walter Franz. 

Weyssenhoff, Jan: Relativistieally invariant homogeneous eanonical formalism 
with higher derivatives. Acta phys. Polon. 10, 305—305 (1951). 

Für ein Variationsproblem öf L (x,, dx,[dn, d?x,/drr?) dn = 0, das invariant 
gegen beliebige Transformationen des (willkürlichen) Parameters x ist, wird der 
Übergang zum kanonischen Formalismus angegeben. Variationsprobleme mit 
höheren Zeitableitungen sind in jüngerer Zeit mehrfach diskutiert worden im Hin- 
bliek auf die Spintheorie der Elementarteilchen. Eine Anwendung der vorliegenden 
Note auf diesen Problemkreis wird angekündigt. R. Haag. 

Alfsen, Erik: Schema lagrangien de la theorie de P’eleetron de Flint. €. r. 
Acad. Sci., Paris 232, 699—701 (1951). 

Les fonctions d’ondes y, et yg de la theorie de l’6lectron de Dirae etant rem- 
plaeees dans l’espace & eing dimensions de Kaluza par (1/ß) (Oys/ox?) et (1/P*) 
(Os /dx°) avec ß = 2mim,c/h, la fonetion de Lagrange est ramende a une forme 


bilineaire qui n’est plus fonetion que des Oy,/oxt et Ayz/ox, (mv = 1,2,3, 4,5). 
On definit un tenseur du second ordre T# par 
oL Dre 
Te = —- a u a PER 
Va, Woa,v 


La fonction de Lagrange &tant celle de la theorie de l’6leetron de Dirac, ce tenseur 
correspond au tenseur R# introduit par Flint [Proc. roy. Soc. London A 185, 21 
(1946)]. Gerard Petiau. 
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Eliezer, €. Jayaratnam: Wave equation of the -eleetron. Nature 16%, 78—79 
2951 ; 
a schlägt eine Modifikation der Dirac-Gleichung vor, die einer Multipol- 
Wechselwirkung des Elektrons mit dem Felde Rechnung trägt, und hofft dadurch 
ein ausgedehntes Teilchen als Überlagerung von punktförmigen Multipolen aller 
Ordnungen darzustellen. Harry Lehmann. 

Auluek, F. €. and L. 8. Kothari: A note on Riesz potential. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 47, 436—442 (1951). 

Verff. verallgemeinern die Wentzel-Potentiale [Z. Phys. 86, 479 (1933), dies. 
Zbl. 8, 38] in ähnlicher Weise wie Riesz und Fremberg [Proc. roy. Soc. London, 
Ser. A 188, 18 (1946)] die gewöhnlichen Maxwellschen Potentiale verallgemeinert 
haben. Sie berechnen in Anlehnung an Dirac die Poissonklammer der Potentiale 
und führen die Elimination des longitudinalen Feldes durch. Gerhard Höhler. 

Rosen, Nathan: Partiele spin and rotation. Phys. Review, II. Ser. 82, 621—624 
(1951). : 

Es wird gezeigt, daß die Drehimpulsoperatoren des Kugelkreisels Eigenfunk- 
tionen auch zu halbzahligen Figenwerten besitzen. Zum Gesamtdrehimpuls 7 
existieren (27 -+- 1)? Eigenfunktionen, die nach den simultanen Eigenwerten der 
Drehimpulskomponenten um die raumfeste und die körperfeste Z-Achse klassi- 
fiziert werden können. Zur Beschreibung des Spins lassen sich somit (in nicht- 
relativistischer Näherung) an Stelle der Pauli-Matrizen auch Differentialoperatoren 
in den Kreiselkoordinaten verwenden. Die Matrixschreibweise ergibt sich dann 
durch Abseparation der Kreiseleigenfunktionen. Speziell führt ein Kugelmodell des 
Elektrons mit einem dem Drehimpuls proportionalen magnetischen Moment zur 
Pauli-Gleichung. Zu denselben Ergebnissen gelangten auch F. Bopp und 
R. Haag in einer kürzlich erschienenen Arbeit (Z. Naturforsch. 5a, 644—653 (1950)]. 

x R. Haag. 

Cole, H. J. D.: The theoretieal behaviour of a magnetic monopole in a Wilson 
eloud chamber. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 196—206 (1951). 

Verf. untersucht, wir sich freie Magnetpole, deren Existenz u.a. von Dirac 
(dies. Zbl. 34, 276) diskutiert worden ist, in einer Nebelkammer verhalten würden. 
In klassischer Näherung werden Ausdrücke für den Energieverlust und das Ioni- 
sationsvermögen hergeleitet; analog wie von Bohr (1913—15) für elektrische Teil- 
chen. Die Unterschiede zwischen Magnetpolen und elektrischen Ladungen werden 
diskutiert. Harry Lehmann. 

Jastrow, Robert: On the nueleon-nucleon interaetion. Phys. Review, II. Ser. 
81, 165—170 (1951). 

Verf. behandelt das Problem einer ladungsunabhängigen Darstellung der bei 
hohen Energien gemessenen Nukleonen-Wechselwirkung. Es wird im wesentlichen 
ein statisches anziehendes Potential angenommen, das jedoch im Inneren eine 
singuläre Abstoßung aufweist („harter Kern“). Es gelingt ein einigermaßen be- 
friedigender Anschluß an Messungen von Segre u.a., abgesehen von günstigen 
Auswirkungen auf den Absättigungscharakter der Kräfte. Verf. weist auf wahr- 
scheinliche Bedeutung nichtstatischer Effekte bei hohen Energien hin. — Vgl. zum 
selben Problem Vorschläge von Case und Pais (dies. Zbl. 39, 236).sowie Christian 
und Noyes, Phys. Review, II. Ser. 79, 85—95 (1950). Allen gemeinsam ist die 
Annahme einer starken Singularität bei kleinen Abständen der wechselwirkenden 
Nukleonen. Bernhard Ilschner. 

Troeseh, A. und M. Verde: Neutron-Deuteron Streuung bei niedrigen Energien. 
Helvet. phys. Acta 24, 39—48 (1951). | 

Zur Bestimmung des Austauschcharakters der Nukleonen-Wechselwirkung wird 
neuerdings vorteilhaft die (n, d)-Streuung hinzugezogen. Diesbezügliche Experi- 
mente bei 2,5, 3,3 und 14 MeV weisen starke Rückwärtsstreuung auf. Ergebnisse 
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dt senden Rechnungen für symmetrische und neutrale Mesontheorien bei 
beliebigen Austauschtypen zeigen qualitative Übereinstimmung hiermit (besonders 
ausgeprägt für neutrale Theorie). Die sehr umfangreiche numerische Rechnung 
wird von Verif. im Grenzfall sehr kleiner Neutronen-Einfallsenergien (geringe P- 
Streuung) vereinfacht, indem ö, durch ein Näherungsverfahren ermittelt und nur 
die Streuphase ö, der S-Welle ie berechnet wird. Dazu wird eine Entwicklung 
von kctg öy ee Koeffizientenbestimmung mit Hilfe eines Variationsver- 
fahrens [vgl. M. Verde, Helvet. phys. Acta 22, 339 (1949)]. Bernhard Ilschner. 

Breit, @. and M. €. Yovits: Internal exeitation and apparent range of nuelear 
forces in scattering experiments. Phys. Review, II. Ser. 81, 416—424 (1951). 

Verff. erläutern ihre Ansicht, daß man die übliche Beschreibung von Nukleonen- 
Wechselwirkungs-Experimenten mit Hilfe von „long-tailed‘“‘ Potentialen durch 
Hinzunahme weiterer Gesichtspunkte verbessern müsse. Als Hinweis auf eine solche 
Erweiterung betrachten sie die Diskrepanz zwischen empirischer Mesonenmasse und 
P-P-Streuradius und führen (bei kleinen Abständen verwirklichte) innere Anregungs- 
zustände des Nukleons ein, ähnlich wie sie sich feldtheoretisch bei starker Kopp- 
lung ergeben. Es wird gezeigt, daß bei nur einem Anregungsniveau bei 275 me? der 
Streuradius so veringert werden kann, daß sich eine Korrektur der hieraus mittels 
der Yukawa-Relation erschlossenen Mesonmasse um ca. 9% ergibt; angesichts 
denkbarer anderer Modifikationen hat dieser Wert nur qualitative Bedeutung. — 
Hinweis auf mögliche Elimination der mesischen Selbstenergie, wenn man fordert, 
daß das Nukleon nur in angeregtem Zustand Mesonen erzeugen kann. 

Bernhard Ilschner. 

Bhatia, A. B. and T. S. Sankaran: On the scattering of polarised neutrons ER 
protons. Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 33, 1—10 (1951). 

Die Untersuchung der renune von en Neutronen und der damit 
verbundenen Depolarisation des Neutronenstrahls gibt die Möglichkeit, gewisse 
Aussagen über die Neutron-Proton-Wechselwirkung zu machen. Es werden Formeln 
für den Polarisationsfaktor der gestreuten Neutronen auch für den Fall von Nicht- 
Zentralkräften angegeben. H. Volz. 

Hulthen, Lamek and K.V. Laurikainen: Approximate Eigensolutions of 
(d>D/dx?) + [a + b(e=*/x)] © = 0. Reviews modern Phys. 23, 1—9 (1951). 

Verff. wenden die Variationsmethode auf den Grundzustand und auf die höheren 
Zustände an und geben dann noch asymptotische Entwicklungen für große Eigen- 
werte. Die Bedeutung der Rechnungen für das Deuteronproblem wird in dieser 


Arbeit nicht diskutiert. Gerhard Höhler. 
Adams IH, Edward N.: On the tritium ne and the anomalous magnetie moment 
of the triton. Phys. Review, II. Ser. 81, 7 (1951). 


Das magnetische Moment des ek = um 0,2 Kernmagnetonen größer als 
das ardache Moment des Protons. Um dieses zu verstehen, sind in zurück- 
liegenden Arbeiten mehrere Ansätze entwickelt worden. Diese sollen eingeschränkt 
werden. Dazu kann nach A. Bohr [Phys. Rev., II. Ser. 73, 1109 (1948)] die HFS 
des H3 dienen, wobei zu beachten ist, daß das Elektron das Proton und nicht den 
Kernschwerpunkt ummkreist. Der Berechnung der HFS liegen drei verschiedene 
Ansätze zugrunde, die bei der Erklärung des anomalen magnetischen Moments 
herangezogen worden waren. Es stellt sich jedoch heraus, daß der gesamte Effekt 
innerhalb der Fehlergrenzen der heutigen HFS-Messungen liegt, und daß selbst 
bei verfeinerter Meßtechnik keine Entscheidung der angestrebten Art gefällt werden 
kann, da sich bei jeder der Theorien ungefähr die gleiche Größe des Effekts er- 
rechnet. K.-H. Höcker. 

Hu, Tsi-Ming and Kung-Ngou Hsu: Binding energy of the triton. Proc. roy. 
Soc. London, Ser. A 204, 476—488 (1951). 

Es wird untersucht, ob die Bindungsenergie des Tritons neben den Deuteron- 
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daten geeignet ist, einen zweckmäßigen Prüfstein für :halb empirische Ansätze für 
die Kernkräfte abzugeben. Als Potential wird der Ansatz von Rarita und 
Schwinger benutzt, also im wesentlichen eine Tensorkraft. Die Radialabhängig- 
keit wird durch e*’/r beschrieben. Als Ergebnis zeigt sich, daß die Bindungs- 
energie des Tritons mit den Potentialkonstanten, die die Deuteroneigenschaften 
richtig beschreiben, auch richtig wiedergegeben wird. Andererseits aber verhindert 
die langsame Konvergenz des Verfahrens praktisch, daß die Bindungsenergie des 
Tritons an die Spitze von Untersuchungen zur Festlegung phänomenologischer 
Potentiale gestellt werden kann. K.-H. Höcker. 


Irving, J.: The binding energies of three- and four-partiele nuelei. Philos. Mag., 
VII. Ser. 42, 338—350 (1951). 

Verf. benutzt zur Lösung des alten Problems für das Triton die Wellenfunktion 

y— const. exp {a (ri, + ri + rZa)!} re + rs + r23}” 

(r;, — Abstand des Teilchens ö vom Teilchen k). Für das x-Teilchen entsprechend. 
- Die mathematische Durchrechnung wird dadurch einfach. Die Konstanten x und n 
werden durch Annäherung an die empirischen Daten des 2-Teilchensystems bestimmt. 
Die Bindungsenergie des He? wird dann zu groß. Damit ist dasselbe Ergebnis wie 
in allen früheren Arbeiten, die keine Tensorkräfte benützen, hergeleitet. Der Ge- 
winn liegt in dem relativ kleinen Aufwand. Als Potential wurden Zentralkräfte mit 
einem Austausch von Spin, Ladung und Ort und eine Radialabhängiskeit gemäß 
er und e-/r benutzt. K.-H. Höcker. 


Saar, Erwin: Modellversuche zum Tröpfehenmodell des Atomkerns. Ann. der 
Physik, VI. FE. 8, 253-269 (1951). 

In verschiedenen Arbeiten haben Bohr, Wheeler und Flügge das Tröpfchen- 
modell des Atomkernes bzw. zur Beschreibung der Kernspaltung und der Kern- 
Anregungszustände herangezogen. Verf. sucht diese Vorstellungen experimentell 
mit Hilfe von Seifenblasen und Flüssigkeitstropfen zu verifizieren. Im ersten Teil 
der Arbeit wird an Hand der Methoden von Flügge eine Berechnung der Eigen- 
frequenzen von Seifenblasen in Abhängigkeit von Oberflächenspannung, Radius, 
Dichte und Dicke der Seifenhaut gegeben. Die allgemeine Formel umfaßt gleich - 
zeitig die Verhältnisse des Flüssigkeitstropfens. Außerdem berücksichtigt Verf. den 
Einfluß der Oberflächenladung und Zähigkeit auf die Frequenz. Im experimentellen 
Teil ist die Anregung der Blasen und Tropfen mit Hilfe elektrischer Wechselspan- 
nung beschrieben. Es zeigt sich, daß bei vorgegebener Generatorfrequenz zwei ver- 
schiedene Anregungsarten der Kugeln möglich sind, die zu Schwingungen mit drei 
unterschiedlichen Frequenzen Anlaß geben. Die Prüfung der Frequenzformel in 
Abhängigkeit von den einzelnen Parametern zeigt bis auf den Spannungseinfluß 
Übereinstimmung mit den theoretischen Erwartungen. Auch die Bohr-Wheelersche 
Theorie der Kernspaltung wird qualitativ durch die experimentellen Ergebnisse 
bestätigt. rünter Ecker. 

Kynch, G. J.: A note on exchange magnetie moments. Phys. Review, IT. Ser. 
81, 1060—1061 (1951). 

Austauschkräfte bedeuten Austauschströme. Die Forderungen, denen der 
mathematische Ansatz dieser Ströme unterliegt, werden angegeben. Mit dem Strom 
ist ein magnetisches Moment verbunden. Strom und magnetisches Moment erhalten 
durch Fourier-Transformation eine zweekmäßige Form. K.-H. Höcker. 

Bohr, Aage: Nuclear magnetie moments and atomie hyperfine strueture. Phys. 

review, II. Ser. 81, 331—335 (1951). E 

Die Arbeit knüpft an frühere Überlegungen an (Bohr und Weisskopf, dies. 
zbl. 37, 284). Vereinfachend wird angenommen, der Kern sei durch Terme von 
Einzelnukleonen, die sich in einem asymmetrischen Kerninnern bewegen, beschreib- 
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bar. So ergibt sich ein Kernmodell, das die kürzlich gemessenen Hyperfeinstruktur- 
anomalien bei K3? und K# richtig wiedergibt und auch hinsichtlich Rb®5 und Rb9 
mit der experimentellen Erfahrung befriedigend übereinstimmt. Erwin Kreyßig. 

Bohr, Aage: On the quantization of angular momenta in heavy nuclei. Phys. 
Review, 11. Ser. 81, 134—138 (1951). 

Der Versuch, die magnetischen Momente und die Quadrupolmomente der 
Atomkerne in einem Einzelteilchenmodell zu deuten, wird auf den Fall erweitert, 
daß der „„Kernrumpf‘‘ von der Kugelsymmetrie abweicht. Man hat dann das Bahn- 
moment des Einzelteilchens in bezug auf die bevorzugte Kernachse zu quanteln. 
Je nach dem Kopplungstypus ergeben sich verschiedene Kurven für den Zusammen- 
hang zwischen Kerndrehimpuls und magnetischem Moment, so daß es erklärlich 
scheint, daß die empirischen Werte nicht exakt auf der ‚Schmidtschen Geraden“ 
liegen. Es scheint die Regel zu gelten, daß von Kernen, die sich nur um 2 Neutronen 
unterscheiden und den gleichen Drehimpuls haben, derjenige mit dem kleinsten 
Quadrupolmoment das dem reinen Einteilchenfall nächstliegende magnetische 
Moment hat. H. Volz. 

Taimi, Igal: On the spin of the nuelear ground state in the jj-coupling scheme. 
Phys. Review, II. Ser. 82, 101—102 (1951). 

Jahn, H. A.: Theoretieal studies in nuelear structure. II. Nuclear d?, d? and 
d* configurations. Fraetional parentage coeffieients and central force matrix ele- 
ments. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 205, 192—237 (1951). 

(Teil I s. dies. Zbl. 39, 236). Verf. berechnet die Energiematrix für die durch 
Auffüllung der Schale gekennzeichneten Zustände. Es wird L-S-Kopplung als 
zutreffend angenommen. Als Potential dient 

Dada, Hm, Dep, 
Das Verfahren gründet sich auf Racah [Phys. Review, II, Ser. 62 (1942), 63 (1943) 
u. 76, 1352—1365 (1949)]. K.-H. Höcker. 

Swiatecki, W. J.: Theoretieal studies in nuclear structure. II. Radial inte- 
grals for the nuclear s, p and d shells. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 205, 238—246 
(1951) 

Die Berechnung der Energieniveaus (s. vorsteh. Ref.) führt auf Integrale, die 
das Wechselwirkungspotential und die radiale Wellenfunktion enthalten. Für das 
letzte werden die Eigenfunktionen des Oszillators genommen, für das erste Gauß- 
und Yukawa-Potential. K.-H. Höcker. 

Gunther-Mohr, 6. R., S. Geschwind and €. H. Townes: Polarisation of the 
nueleus by electrie fields. Phys. Review, 1I. Ser. 81, 289—290 (1951). 

Das Verhältnis der Quadrupolmomente von C1®® und CO] in CH,Cl scheint 
ein wenig von dem in GeH,Cl verschieden zu sein. Nach Diskussion und Verwerfen 
verschiedener anderer Möglichkeiten führen Verff. den Unterschied zurück auf 
Polarisationen der Cl-Kerne in den molekularen elektrischen Feldern. 

Bernhard Kockel. 

Touschek, B.: Quadruple moments and the nuelear shell model. Philos. Mag., 
VII. Ser. 42, 312—316 (1951). 

Gardner, J. W.: Directional eorrelation between suecessive internal-conversion 
eleetrons. II. Proc. phys. Soc., Sect. A 64, 238—249 (1951). 

Bei der Aussendung von 2 Umwandlungselektronen (conversion-eleetrons) in- 
folge eines kaskadenartigen Kernüberganges hat man im Hinblick auf die Erhaltung 
des Drehimpulses mit Richtungsbeziehungen zwischen den beiden Elektronen zu 
rechnen, welche von den Drehimpulsen der Kernzustände und der emittierten 
Elektronen abhängen. In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 35, 276) hat Verf. diese 
Beziehung für den Fall rein elektrischer Multipolübergänge erfaßt. In den vorlie- 
genden Untersuchungen werden die entsprechenden Betrachtungen für rein ma- 


EN: | | A RR 


gnetische Multipolstrahlungen und für gemischte Übergänge durchgeführt. Dabei 
liegen die folgenden drei Voraussetzungen zugrunde. Die Präzessionsfrequenz des. 
Kernes in dem vorhandenen äußeren Feld muß groß sein gegenüber der Lebens- 
dauer des Zwischenzustandes. Der Drehimpuls aller Hüllenelektronen, außer den 
Umwandlungselektronen bleibt unverändert. Der Ausgangszustand der emittierten 
Elektronen ist ein s-Zustand, und ihre kinetische Energie nach der Aussendung 
ist erheblich kleiner als ihre Ruhenergie. Unter diesen Voraussetzungen läßt sich 
die Riehtungsbeziehung I (9) zwischen beiden Elektronen allgemein als gewogene 
Summe von Ausdrücken / (6,) darstellen, die sich an Hand von Symmetriebe- 
trachtungen bestimmen lassen und in eine für die praktische Rechnung besonders. 
zweckmäßige Form entwickelt werden können. Die Gewichtsfaktoren enthalten im 
wesentlichen die Matrixelemente der möglichen Elektronenübergänge, die mit Hilfe 
der klassischen Theorie berechnet werden müssen. Günter Ecker. 


Cook, €. Sharp: The eapture of orbital eleetrons by nuelei (k-capture). Amer. 
J. Phys. 19, 37—47 (1951). 


Flowers, B. H. and F. Mandl: Photodisintegration of the alphapartiele and the 
inverse processes. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 206, 131—144 (1951). 

Die Wirkungsquerschnitte für die Zertrümmerung des «x-Teilchens durch 
y-Quanten gemäß j 


He +y—He’+n, Heuseyz- HM. -79, He+y—2H?2 


werden in 1. störungstheoretischer Näherung berechnet. Die beiden ersten Wirkungs- 
querschnitte liegen um 10-?”cm?, der letzte um 10?’ cm?. Aus diesen Werten 
werden die Wirkungsquerschnitte für die umgekehrten Prozesse berechnet. Man 
findet, daß 1. die Ausbeute an y-Strahlen bei der Reaktion H3? (p, y) He? mit zu- 
nehmender Energie (bis zu einigen MeV) zunehmen sollte, 2. der (n y)-Prozeß an 
He? für thermische Neutronen vernachlässigbar ist, 3. 2 H? mit einer um 10>% 
kleineren Wahrscheinlichkeit als He? und H! unter Strahlungsemission zu He? 
zusammengefügt werden können. K.H. Höcker. 


Hole, N.: The determination of the decay eenstant of a radioactive source. 
I, IH, II. Norske Vid. Selsk. Forhdl. 23, Nr. 8, 30—33; Nr. 9, 34—37; Nr. 17, 62 
r —65 (1951). 

I: Die Bestimmung der Zerfallskonstanten eines radioaktiven Stoffes wird 
unter der Voraussetzung beschrieben, daß eine Quelle vorliegt, die nur einen aktiven 
Bestandteil enthält. Die Zahl m aller radioaktiven Übergänge im Zeitintervall T 
sei gemessen. Interpretiert man diese Messung als m unabhängige Beobachtungen 
der Zeit, so läßt sich an Hand einfacher Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen eine 
Beziehung für den Näherungswert x der Zerfallskonstanten herleiten. Da in diese 
Gleichung die Summe der unbekannten Zeitbeobachtungen eingeht, erhält man 
für x eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, deren Bestimmung sich durch eine ge- 
eignete Substitution auf ein bekanntes Problem der Wahrscheinlichkeitstheorie 
zurückführen läßt. — II: Wie in I ist auch hier eine Quelle mit nur einem akti- 
vierten Bestandteil vorausgesetzt. Dagegen wird die Beobachtung so angenommen, 
daß die Zahl der radioaktiven Übergänge in r-Messungen jeweils für ein Zeitintervall 
der Dauer T/r bestimmt wird. Interpretiert man analog zu I diese Messung als 
eine gestufte Beobachtung der zeitlichen Variabeln, so läßt sich die Wahrschein- 
lichkeit für ein bestimmtes Meßergebnis ermitteln. Die Bestimmung des wahr- 
scheinlichsten Wertes liefert eine Beziehung für den Näherungswert x der Zerfalls- 
konstanten, die wiederum eine Verteilungsfunktion für x bestimmt. Die Ermittlung 
dieser Verteilungsfunktion läßt sich auf ein bekanntes Problem der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung (Problem von Moivre) zurückführen. — III: Die in IT und I 
ermittelten Beziehungen zur Bestimmung der Zerfallskonstanten basieren auf der 


Berechnung der größten Wahrscheinlichkeit. Für praktische Zwecke ist es wesent- 
lich, die Streuung der so bestimmten Zerfallskonstanten festzulegen. Nach einer 
kurzen Skizzierung des in I und II behandelten Rechnungsganges wird das mittlere 
Quadrat der Abweichung für beide Beobachtungsarten bestimmt. In einer ab- 
schließenden Bemerkung wird gezeigt, daß die Voraussetzung der Registrierung 
aller radioaktiven Übergänge für die Untersuchungen nicht wesentlich ist. 
Günter Ecker. 

Martin, D. 6. E.: Numerieal evaluation of the Fermi beta-distribution funetion. 
Phys. Review, II. Ser. 81, 280C—281 (1951). 

Mei, J. Y.: A note on the ealeulation of the Fermi funetion in the theory of 
beta-decay. Phys. Review, II. Ser. 81, 287—288 (1951). 

Moszowski, 8. A.: A rapid method of claeulating log (ft) values for -tran- 
sitions. Phys. Review, II. Ser. 82, 35—37 (1951). 

Davidson jr., Jack P.: The first forbidden shape factor and the f,t produets 
for the beta-decay. Phys. Review, II. Ser. 82, 48—51 (1951). 
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” French, A. P.: Matrix elements for oetupole radiative transitions. Philos. Mag., 
VII. Ser. 42, 263—266 (1951). 

L’A. en vue d’analyser les rösultats d’experiences r&centes sur la correlation 
angulaire entre &mission de particules et de rayonnement y [C. A. Barnes, A.P. 
French, S. Devons, Nature, London 166, 145 (1950)] s’est propos& de completer 
les formules generales de Fierz (ce Zbl. 33, 428) pour les transitions entre &tats de 
moment angulaire total j, j + Aj avec mission de rayonnement d’ordre multi- 
polaire 2’ valables seulement pour Aj= --1, Aj=-+(l—1) en caleulant les 
elements de matrice relatifs aux transitions eleetriques octupolaires pour toutes 
les valeurs possibles de Aj. Par une extension de la möthode appliquee par Condon 
et Shortley au probleme des transitions quadrupolaires, l’el&ement de matrice du 
moment octupolaire est ramene ä& une forme simple. On en deduit l’expression du 
champ e&lectrique pour les differents valeurs de Am et les valeurs des el&ments de 
matrice de tous les types possibles de transitions eleetrique octupolaires qui sont 
rassemblees dans un tableau. Gerard Petiau. 

Kockel, B. und H. Wagenbreth: Zur Dublettaufspaltung von Alkalitermen. 
Ann. der Physik, VI. F. 9, 1—5 (1951). 

Vroelant, Claude: M&ihode de ealeul approche en orbitales moleeulaires. Ü. r. 
Acad. Sci., Paris 232, 635—637 (1951). 

Bei der Berechnung der z-Elektronenenergie nach der LCAO-Methode hat man 

die Summe der %k kleinsten Wurzeln einer Säkulargleichung zu bilden, wobei k 
physikalisch im allgemeinen die Anzahl der doppelt besetzten moleeular orbitals 
bedeutet. Häufig sind die den besetzten orbitals entsprechenden Energien negativ, 
die anderen positiv, so daß sich das mathematische Problem ergibt, aus einer Säkular- 
gleiehung mit positiven und negativen Wurzeln die Summe der negativen zu be- 
rechnen. Sie läßt sich schreiben 4 (X w, — 2 |w,|) (die Summation erstreckt sich 
über alle Wurzeln w,). Da für nicht zu große Intervalle der Absolutbetrag einer 
Variablen durch eine Linearkombination aus ihrem Logarithmus und einigen klein- 
sten geraden Potenzen gut angenähert werden kann, ist obige Gleichung mit diesem 
rad von Näherung auf dem Umweg über die symmetrischen Funktionen der Wur- 
zeln durch die Koeffizienten der Gleichung darstellbar. Verf. deutet noch ein ähn- 
liches Verfahren zur Berechnung der Summe an und stellt eine Notiz über Anwen- 
dungen seiner Methode auf spezielle Beispiele in Aussicht. Ernst Ruch. 

Coulson, €. A. and Juliane Jacobs: Eleetronie levels in simple conjugated 
systems. II. Butadiene. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 206, 287—296 (1951). 


Coulson, ©. A., D. P. Craig and Juliane Jacobs: Eleetronie levels in simple 
conjugated systems. IH. The signifieance of configuration interaetion. Proc. roy. 
Soc. London, Ser. A 206, 297—308 (1951). 

Torkington, P.: The non-planar vibrations of some substituted ethylenes and 
related compounds. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 206, 17—39 (1951). 


Wasserrab, Theodor: Die Neutralgaserwärmung der Niederdruckgasentladung. 
Z. Phys. 129, 190—201 (1951). 


In den meisten Untersuchungen über die Erwärmung des Gases in einem von einer homo- 
genen positiven Säule erfüllten Entladungsrohr wird angenommen, daß dafür die Gesamtverluste 
verantwortlich zu machen sind; nur Sommermeyer hat sich mit dieser Frage gründlicher 
beschäftigt und gezeigt, daß die direkte Gaserwärmung nur von einem Bruchteil der Gesamt- 
verluste, nämlich von den elastischen Stoßverlusten der Elektronen, herrührt, und bei tieferen 
Drucken sogar der größte Teil der Gesamtverluste als Rekombinations- und Strahlungsenergie 
an die Rohrwand geht. Die Gastemperatur und ihre Verteilung über den Querschnitt eines 
kreiszylindrischen Rohres berechnet sich für die Volumverluste aus der Wärmeleitgleichung, 
die schon eine nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung ist, wenn das Wärmeleit- 
vermögen des Gases proportional der Temperatur angesetzt wird. Sie enthält die Verteilung 
der Wärmequellen O(r) und läßt sich nach einem Verfahren von Kamke allgemein lösen. 
(Spezieller Fall, daß @ die Bessel-Funktion erster Art ist.) Angenommen ist dabei konstante 
Gasdichte; berücksichtigt man jedoch, daß die Gasdichte von r abhängt, so lautet die Gleichung 
für die Temperaturverteilung 


me (7 d2T Ei TaT ir 5) +eT7Q(r)=0. 
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Es ist dies allerdings nur die eine von zwei simultanen Differentialgleichungen (vgl. W. Funk, 
Diss. Greifswald 1938), aber Verf. zeigt an dem Beispiel der ebenen Säule, daß man in erster 
Näherung so rechnen kann, als ob die Gasdichte konstant wäre. Die Arbeit enthält auch noch 
einige physikalische Überlegungen über den nichtstationären Fall (zeitlichen Temperaturverlauf 
nach dem Einschalten bzw. Ausschalten) und über die Dampfströmungen in. einer Entladung. 
Rudolf Seeliger. 

Sehlüter, Arnulf: Dynamik des Plasmas. I. Plasma mit Neutralgas. Z. Natur- 
forsch. 6a, 73—78 (1951). 

In Teil I (dies. Zbl. 36, 281) hatte sich Verf. beschäftigt mit so hoch ionisierten 
Gasen, daß die Wirkung des Neutralgases vernachlässigt werden konnte; im vor- 
liegenden Teil II (der ohne Kenntnis von Teil I verständlich ist) werden nun Plasmen 
untersucht, für die jene Voraussetzung nicht mehr zutrifft, also vornehmlich terrest- 
rische und Gasentladungsplasmen. Aus den Impulsbilanzen erhält der Verf. (unter 
gewissen, die physikalische Sachlage übrigens kaum einschränkenden, vereinfachen- 
den Voraussetzungen) ein System von drei Gleichungen, die sich durch eine alge- 
braische Umformung und die Einführung geschickt gewählter Größen in physikalisch 
übersichtliche Formen bringen lassen. Die erste dieser Gleichungen stellt die ge- 
samte Impulsbilanz dar, die zweite ist der Ausdruck für die ambipolare Diffusion, 
und die dritte entspricht dem Ohmschen Gesetz. (Sie sind spezielle Formen all- 
gemeinster Relationen, die Chapman und Cowling in ihrem — dem Ref. z. Z. 
nicht zugänglichen — Buch ‚‚The mathematical theory of non-uniform gases“‘ 1939 
angegeben haben.) Damit ist es gelungen, eine sehr umfassende Basis für die Plasma- 
dynamik zu gewinnen, von der aus nun spezielle Probleme bearbeitet und mit 
exakter begrifflicher Klarheit die physikalische Situation jeweils übersehen werden 
kann. Die Ausführungen des Verf. über den zylindersymmetrischen Fall und über 
die Glimmentladung mit Eigenmagnetfeld zeigen bereits die Vorteile der hier an- 
gegebenen Behandlungsweise. Eine Wiedergabe von Einzelheiten ist in Kürze nicht 
möglich ; rein mathematisch enthält die (physikalisch bedeutsame) Arbeit nichts von 
besonderem Interesse. Rudolf Seeliger. 


MaeDonald, D. K. €C.: Transit-time phenomena in eleetron streams. II. The 


eleetron-ion plasma and beam fluetuations. Philos. Mag., VII. Ser. 42, 515-522 
(1951). 
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Thonemann, P. €. and W.T. Cowhig: The role of the self magnetic field in 
high current gas discharges. Proc. phys. Soe., Sect. B 64, 345—354 (1951). 

Der Grundgedanke der hier vorgelegten Theorie stromstarker Bogensäulen, in denen das 
Eigenmagnetfeld eine maßgebende Rolle spielt, ist der, für die radiale Verteilung der Elektronen- 
dichte in dem Ansatz nach dem Boltzmannprinzip n — n, exp | 77 (Vr-+ Fo)! das Potential 
V„ des elektrischen Querfeldes zu ergänzen durch ein ‚‚magnetisches“ Potential V„, das eingeführt 


RT: 
wird alsV „= f H wdr, wo H das azimutale Magnetfeld und w die longitudinale Wanderungsge- 


Ö 
schwindigkeit der Elektronen ist. Wenn V„ dominiert, handelt essich dann also um die Gleichungen 
r e iR ” 4 7 r 
Nn—NyEXP kr a7) Ba): Mn J ET 2 hl newrdr. 

Die Lösung läßt sich ohne bemerkenswerte mathematische Schwierigkeiten geben. Sie wird 
quantitativ diskutiert und mit dem Ergebnis von Messungen verglichen. Es ergeben sich auch 

einige interessante physikalische Folgerungen, auf die zum Schluß hingewiesen wird. 


Rudolf Seeliger. 
Schmitz, Georg und Wolfgang Hecker: Zur numerischen Berechnung von 


Temperaturverteilungen in wandstabilisierten Bogenentladungen. Z. Phys. 129, 
104—107 (1951). 

Brochard, Jean: Etudes sur les raies interdites et sur le champ interionique 
dans les tubes & decharges. Ann. de Physique, XII. Ser. 6, 108—170 (1951). 

Leslie, D. €. M.: Collision broadening at mierowave frequeneies. Philos. Mag., 
VI. Ser. 42, 37—55 (1951). “ 

Die Verbreiterung und Verschiebung von Spektrallinien im Zentimeterwellen- 
gebiet durch Stoßdämpfung wird für niedrige Drucke, d.h. Zweierstöße, quanten- 
mechanisch berechnet. Als wesentliches Hilfsmittel wird die Bewegungsgleichung 
für die v. Neumannsche Dichtematrix benützt. Die Theorie schließt sich an eine 
Arbeit von P. W. Anderson (dies. Zbl. 33, 331) an, versucht aber deren spezielle 
Annahmen zu vermeiden. A. Unsöld. 

Margenau, Henry: Statistical theory of pressure broadening. Phys. Review, 
II. Ser. 82, 156—158 (1958). 

Die statistische Theorie der Druckverbreiterung von Spektrallinien wird für 
Störungspotentiale der Form V —r"” unter Berücksichtigung der Mitwirkung 
vieler Teilchen (großer Druck) nach der statischen Methode von Markoff durch- 
gerechnet, ähnlich wie es für die Verbreitung der Wasserstofflinien durch störende 
Ionen bzw. Elektronen schon Holtsmark getan hatte. Für m = 3 (Verbreiterung 
durch Dipole) ergibt sich eine Dispersionsverteilung. A. Unsöld. 

Lennard-Jones, Sir John and J. A. Pople: Molecular association in liquids. I. 
Moleeular assoeiation due to lone-pair eleetrons. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 
205, 155—-162 (1951). 

Ausgehend von der Bemerkung, daß einsame Elektronenpaare als besonders 
aktive Zentren bei der Bildung von Molekülassoziationen anzusehen sind, wird eine 
Theorie der Assoziation in Flüssigkeiten in Aussicht gestellt. Eine eingehende 
Diskussion der einsamen Flektronenpaare des Wassermoleküls und im Vergleich 
dazu derjenigen des N,-Moleküls lassen die Wirksamkeit der ersteren wie die Un- 
wirksamkeit der letzteren erkennen und zeigen, daß in der Lennard-Jonesschen 
Theorie die Mittel zu einer quantitativen Behandlung von Problemen der vor- 
genommenen Art bereitstehen. Verff. weisen darauf hin, daß eine Theorie für zwei 
wesentlich verschiedene Fälle erstellt werden muß, entsprechend dem Umstand, 
daß es Flüssigkeiten mit Bildung von Einzelaggregaten und solche gibt, die als 
zusammengebrochenes Gitter angesehen werden dürfen. In einem letzten Ab- 
schnitt werden die experimentellen Befunde zusammengestellt und die Gründe an- 
gegeben, die das Wasser als zur zweiten Kategorie gehörig erkennen lassen. 

Ernst Ruch. 


Zentralblatt für Mathematik. 42. 15 


226 


Pople, J. A.: Molecular association in liquids. 11. A theory of the structure. 
of water. Proc. rov. Soc. London, Ser. A 205, 163—178 (1951). 

In Fortsetzung qualitativer Überlegung in der vorangehenden Arbeit wird hier 
eine quantitative Fassung der Struktur des flüssigen Wassers gegeben. Als wesent- 
lich neuen Gesichtspunkt seiner Theorie betont Verf. die Grundannahme, daß jedes 
Wassermolekül im Mittel von vier Nachbarmolekülen umgeben ist, für diese Nachbar- 
moleküle aber die Wirkung untereinander und der Einfluß der übrigen Umgebung 
sich herausmittelt. Man hat also, um den flüssigen Zustand zu beherrschen, die 
Verbiegungsenergie der Valenzbindungen für eine Statistik zu verwenden. Die 
Reichweite der ordnenden Bindungskräfte ist indirekt den Resultaten der Röntgen- 
untersuchung zu entnehmen, die die Besetzungsdichte um ein willkürlich gewähltes 
Molekül als eine Aufeinanderfolge von konzentrischen Schalen wachsender Ver- 
waschenheit erkennen läßt. Verf. setzt die Verteilungsfunktion als eine Summe von 
solehen an, die nur erste, zweite, dritte, allgemein ö-te Nachbarn enthalten, und kann 
mit einer plausibel angenommenen analytischen Form der Maxima (Gaußsche Ver- 
teilung) die willkürlich gehaltenen Parameter bestimmen. Es wird verständlich, wie 
durch Verbiegen einer von einem herausgegriffenen Bezugsmolekül ausgehenden 
Kette der Abstand des i-ten Monoküls kleiner ist, also im festen Zustand, wo 
diese Ketten in ihrer relativen Lage fixiert sind. Man versteht demnach, daß 
Verf. mit seiner Theorie den anomalen Ausdehnungskoeffizienten beim Schmelzen 
erklären kann. Weiter wird die Dielektrizitätskonstante berechnet und in ihrer 
Temperaturabhängigkeit mit der Erfahrung in brauchbarer Übereinstimmung ge- 
funden. Ein Versuch, ausgehend von den Modellen, die die quantentheoretische 
Behandlung des Wassermoleküls liefert, die empirischen Daten zu bestätigen und 
damit also vom einzelnen Molekül her das Verhalten der ganzen Flüssigkeit teil- 
weise zu verstehen, gelingt. Ernst Ruch. 

Levine, S.: On the interaetion of eolloidal partieles. IV. General mathematical 
theory for two identical partieles. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 217—229 (1951). 

Durch Fortführung von Überlegungen von Verwey und Overbeek wird eine 
Theorie der Wechselwirkung zweier geladener identischer Kolloidteilchen beliebiger 
Gestalt in Elektrolyten entwickelt. Die Coulombsche Wechselwirkung der Ionen 
in der Lösung und die Oberflächenadsorption von Ionen an den Kolloidteilchen 
werden von vornherein in Rechnung gesetzt. Mittels der Methoden der statistischen 
Mechanik wird ein Ausdruck für die freie Energie der elektrischen Doppelschicht 
abgeleitet. H. Behrens. 

Levine, S.: On the interaetion of colloidal partieles. V. Nature of repulsion 
between particles in dilute sols. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 230—242 (1951). 

Es wird gezeigt, daß die Berücksichtigung der Wechselwirkung der Ionen im 
Dispersionsmedium zu einem Abstoßungsglied in dem Ausdruck für die Wechsel- 
wirkung der Teilchen führt; das Abstoßungsglied ist für verdünnte Lösung bei 
großer Entfernung der Teilchen größer als die Anziehung infolge London -van der 
Waalsscher Kräfte. H. Behrens. 

Temperley, H. N. V.: On the veloeity of second sound in liquid helium I. 
Philos. Mag., VII. Ser. 42, 74—81 (1951). 

Das Verhältnis des normalen zum supraliquiden Flüssigkeitsanteil in He II 
kann nach zwei Methoden berechnet werden ; die eine wurde von London (Berech- 
nung der Zahl der Teilchen im tiefsten Energieniveau), die andere von Landau 
[J. Phys., Acad. Sei. USSR 5, 71 (1941)] angegeben. Beide Methoden liefern für 
ideale Bose-Einstein- und Fermi-Dirac-Gase die gleichen, für nicht ideale Gase ver- 
schiedene Ergebnisse. Der Vergleich mit der Erfahrung [Messung der Geschwindig- 
ee... 
A (B ht sunst ) ndaus. Verf. schließt daraus, in den 
Theorien vom Londonschen Typ müsse angenommen werden, daß außer den Teil- 
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chen im tiefsten Energieniveau auch noch andere zur supraliquiden Phase beitragen. 
 — Abschließend werden zwei Varianten der Landauschen Theorie miteinander ver- 
glichen. Wolfram Urich. 

Massignon, Daniel: Sur I’hydrodynamique quantique de P’helium aux tres 
‚basses temp6ratures. I. La condensation de Bose-Einstein. ©. r. Acad. Sci., Paris 
232, 1336—1338 (1951). 

In der Note wird an einigen Beispielen untersucht, wie die B.-R.-Kondensation 
eines idealen Gases von der Form des Gasgefäßes abhängt. Eine Anwendung auf 
die vom Verf. vorgeschlagene Theorie des He II [Cr. Acad. Seci., Paris 228, 1280—1282, 
1331—-1333 (1949)] soll in einer späteren Note gegeben werden. Wolfram Urich. 

Rushbrooke, @. S. and H. I. Seoins: Born and Green’s theory of imperfeet gases. 
Nature 167, 366—367 (1951). 

Leibfried, @.: Zur atomistischen Theorie der Elastizität. Z. Phys. 129, 307— 
316 (1951). 

Es wird eine neue Herleitung der Grundgleichungen der Elastizitätstheorie und 
der elastischen Konstanten aus der Bornschen Gittertheorie (unter Voraussetzung 
reiner Zentralkräfte und kleiner Verschiebungen aus den Gleichgewichtslagen) 
angegeben, die gewisse Nachteile der üblichen Ableitungen vermeidet. Dabei wird 
der von der Quantentheorie der Wellenfelder her vertraute Weg über die Lagrange- 
Funktion beschritten, die sich zunächst als Summe über die einzelnen Gitterbau- 
steine ergibt und dann durch Einführung eines mit dem Ort langsam veränderlichen 
Verschiebungsfeldes s,(r) näherungsweise als Integral über den Raum darstellen 
läßt. Als Euler-Lagrangesche Differentialgleichungen des Lagrangeschen Vari- 
ationsprinzips ergeben sich die Bewegungsgleichungen der Elastizitätstheorie. Die 
Rechnung wird sowohl für primitive Gitter als auch für Gitter mit Basis durch- 
geführt. Alfred Seeger. 

Eshelby, J. D., F. €. Frank and F. R.N. Nabarro: The equilibrium of linear 
arrays of dislocations. Philos. Mag., VII. Ser. 42, 351—364 (1951). 

Es werden in elastizitätstheoretischer Näherung die Gleichgewichtslagen 


x; @=1,...,n) von n gleichnamigen parallelen geraden Versetzungslinien er- 
mittelt, welche alle in derselben Gleitebene liegen und unter der Wirkung des Span- 
nungsfeldes fixierter Versetzungen an den Stellen &, (x =n-+1,...,v) sowie 


einer zusätzlichen Schubspannung P(x) stehen. Dieses Problem ist äquivalent mit 
dem folgenden: Man bestimme die Funktion q (n, x) so, daß sie an den Stellen 
% (x =n+1,...,v) Pole aufweist, an den zu bestimmenden Stellen 2,6 = 1,..., n) 
dagegen regulär verläuft und daß die Differentialgleichung f’(x) +2 P (x) - f(x) 
+ g(n, x) -f(xz) = 0 Polynome f(x) mit lauter reellen und verschiedenen Null- 
stellen x, @=1,...,n) als Lösungen hat. Dann gibt f’(x)/f(x) die von den’ be- 
weglichen Versetzungen in der Gleitebene hervorgerufene Schubspannung an. Die 
Stabilitätsverhältnisse werden allgemein untersucht und es werden die folgenden 
Beispiele besprochen: 1. n Versetzungen sind auf ein endliches Intervall beschränkt. 
f(x) ist proportional der Ableitung des (n — 1)-ten Legendreschen Polynoms. 
2. n freie Versetzungen stehen unter der Wirkung einer Schubspannung P= const-x. 
f(x) ist durch das n-te Hermitesche Polynom bestimmt. 3. (n — 1) freie Versetzungen 
werden durch eine konstante Schubspannung gegen eine feste Versetzung gedrückt. 
f(x) ist durch die Ableitung des n-ten Laguerreschen Polynoms bestimmt. In diesem 
Fall wird das asymptotische Verhalten für n — oo untersucht und mit dem Span- 
nungsfeld eines unendlich dünnen Spalts verglichen. 4. Es wirkt eine konstante 
Schubspannung, zwei Versetzungen sind festgehalten. Diese Lösung wird nicht 
näher diskutiert. Alfred Seeger. 

Bishop, J. F. W. and R. Hill: A theory of the plastie distortion of a poly- 
erystalline aggregate under combined stresses. Philos. Mag., VII. Ser. 42, 414—427 
(1951). 
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Ziel der Arbeit ist es, den Zusammenhang zwischen den makroskopischen 
Spannungen und Deformationen in einem vielkristallinen Körper aus den Eigen- 
schaften seiner einzelnen Kristallite (Körner) zu berechnen, wobei über die An- 
sätze von Taylorund Kochendörfer hinausgehend die gegenseitige Beeinflussung 
der Körner längs der Korngrenzen genau berücksichtigt werden soll. Zu diesem 
Zweck wird gezeigt, daß sich die Prinzipien der technologischen Mechanik, welche 
den Vielkristall als einen homogenen (nicht notwendig isotropen) Körper auffaßt, 
aus den Verformungsgesetzen für die Einkristalle ableiten lassen. Diese sind ins- 
besondere die Existenz eines plastischen Potentials, bzw. geometrisch interpretiert _ 
die Existenz einer Fließfläche im 6-dimensionalen Raum der Spannungskomponenten 
und das Prinzip der maximalen Arbeit, das besagt, daß die bei einer kleinen Zu- 
nahme der Deformationen bei dem wirklichen Spannungszustand geleistete Arbeit 
größer ist als bei einem beliebigen andern Spannungszustand. Die genaue Form der 
Fließfläche aufzustellen stellt eine schwierige Aufgabe dar. Es werden daher, von 
einem besonderen Spannungszustand und einem besonderen Deformationszustand 
ausgehend, zwei Flächen angegeben, zwischen denen die Fließfläche verläuft, so 
daß sich ein qualitatives Bild des Verlaufs derselben gewinnen läßt. Der Einfluß 
des Bauschingereffekts (Abhängigkeit der Fließfläche von der Spannungsrichtung, 
allgemein von der Vorgeschichte der Verformung) wird diskutiert. Für Einkristalle 
führt das Prinzip der maximalen Arbeit zu dem von Taylor benutzten, aber nicht 
unmittelbar bewiesenen Prinzip, daß beim Gleiten diejenige Kombination von 5 
Gleitsystemen ausgewählt wird, für welche die Summe der Abgleitungen den ge- 
ringsten Wert besitzt. Wenn die Verfestigung nicht in allen Systemen dieselbe ist, 
so lautet die Fassung etwas anders. Albert Kochendörfer. 

Leigh, R. S.: A caleulation of the elastie eonstants of aluminium. Philos. 
Mag., VII. Ser. 42, 139—155 (1951). 

Anlaß zur Untersuchung gab einerseits die Tatsache, daß die elastischen Kon- 
stanten von Aluminium nahezu isotrop sind, andererseits der Befund von Jones 
[Physiea 15, 13 (1949)], daß wegen ‘der großen Abstände der Ionenrümpfe in Al 
der Beitrag nichteoulombscher Ionenwechselwirkung zu den elastischen Konstanten 
vernachlässigbar ist. Da diese somit nicht in der Lage ist, die von der coulombschen 
Wechselwirkung der Ionen und Elektronen herrührende starke Anisotropie der 
elastischen Konstanten zu kompensieren, untersucht Verf., welchen Einfluß bei 
Schub 1. die Verschiebung der Energieflächen mit dem reziproken Gitter und 2. 
die Verlagerung der Valenzelektronen in nunmehr energetisch günstigere Zustände 
hat. Über die Gestalt der Energieflächen werden plausible Annahmen gemacht. 
Unter der Voraussetzung, daß sowohl die hexagonalen wie die quadratischen Flä- 
chen der 1. Brillouinsehen Zone von der Fläche der Fermienergie überragt werden, 
gelingt es, die verfügbaren Parameter den beobachteten elastischen Konstanten 
sowie den Daten über die Breite des weichen Röntgenemissionsspektrums und die 
spezifische Wärme der Elektronen anzupassen. Den empirischen Tatsachen kann 
auch Rechnung getragen werden, wenn sich unter den quadratischen Flächen der 
1. Brillouinschen Zone eine geringe Zahl von Löchern befindet; dagegen ist zur 
Erklärung der Tatsachen durch Löcher in den Ecken der ersten Zone (statt durch 
Überlappen der Elektronen über die quadratischen Flächen) erforderlich, daß 
inindestens 0,3 Löcher pro Atom vorhanden sind. Die Veränderung der elastischen 
Konstanten mit der Valenzelektronenkonzentration wird für die verschiedenen 
Besetzungsverhältnisse diskutiert. Da bei Zimmertemperatur andere Metalle ohne 
Phasenumwandlung in Al nur wenig löslich sind, liegt hierüber noch kein empiri- 
sches Material vor. Alfred Seeger. 

Nabarro, F. R. N.: The law of constant resolved shear stress in erystal plasti- 
city. Philos. Mag., VII. Ser. 42, 213—214 (1951). 
Nach einem Satz von Colonnetti [Atti Reale Accad. Lincei, Roma, V. S. 24, 


u - rn = 
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404-408 (1915)] ist die Arbeit, die bei der Bildung einer geschlossenen Versetzungs- 


schleife mit dem Burgersvektor b von den äußeren Kräften (Spannungstensor B) 
geleistet wird, elastizitätstheoretisch durch 


w= SS (6: (Baf)) 


gegeben. Das Integral ist über die Oberflächenelemente df einer in die Versetzungs- 
schleife eingelagerten Fläche zu erstrecken. Daraus ergibt sich in einfacher Weise 
das von Peach und Koehler (dies. Zbl. 39, 233) abgeleitete Resultat, daß die 
Kraft ds aufein Element ds der Versetzungslinie d3 = [(Bb) X ds] ist. Es werden 
nichtkonservative Versetzungsbewegungen (Erzeugung von Zwischengitteratomen 
und Gitterlücken) und konservative Bewegungen (ohne Volumänderung; hydro- 
statischer Druck leistet bei Bewegung der Versetzung keine Arbeit) unterschieden. 
Bei reinen Schraubenversetzungen ist die Bewegung stets konservativ, bei Stufen- 
versetzungen nur dann, wenn die Verschiebung in der Gleitebene liegt. Wenn eine 
Versetzungsschleife ganz in der Gleitebene gelegen ist, so ergibt sich bei homogenem 
Spannungszustand eine für alle Versetzungselemente gleich große Kraft, die in 
der Gleitebene senkrecht zum Versetzungselement wirkt (Schmidsches Schubspan- 
nungsgesetz). Alfred Seeger. 

Foreman, A. J., M. A. Jawson and J. K. Wood: Faetors controlling disloea- 
tion widths. Proc. phys. Soc., Sect. A 64, 156—163 (1951). 


Bei den bisher ausgeführten Rechnungen über Versetzungsstrukturen bei 
Kristallen wurde die Kraft zwischen zwei tangential verschobenen Gitterebenen 
durch eine einfache sin-Funktion mit der Periode des Gitters approximiert. Die 
Gitterstörungen sind dann im. wesentlichen innerhalb weniger Gitterkonstanten 
konzentriert. Verff. benutzen einen anderen Ansatz mit einem freien Parameter. 
Der sin-Ansatz wird durch einen speziellen Wert des Parameters mit erfaßt. Dieser 
Ansatz wird mit den entsprechenden experimentellen Kraftgesetzen des Braggschen 
Seifenblasenmodells verglichen. Man hat hier die Möglichkeit, das Kraftgesetz in 
verhältnismäßig weiten Grenzen zu ändern. Für einen dem Seifenblasenmodell 
angepaßten Wert ergeben sich wesentlich größere Versetzungslängen, die Gitter- 
störung ist auf einen größeren Bereich verschmiert; daher werden auch die Kräfte, 
die eine Versetzung gerade noch in Bewegung setzen können, kleiner. 

Günther Leibfried. 

Fues, E. und E. H. Wagner: Zur Streifenstruktur der Kossel-Möllenstedtschen 
Elektroneninterferenzen mit konvergentem Bündel. I. Z. Naturforsch. 6a, 1—12 
(1951). 

Anschließend an frühere Arbeiten von E. Fues [Ann. der Physik, V. Ser. 
43, 538 (1943) und dies. Zbl. 31, 233] wird die dynamische Theorie der Elektronen- 
interferenzen auf Interferenzen angewandt, die durch Verkopplung von mehr als 
zwei starken Strahlen entstehen. An Hand der Fuesschen Ausbreitungsfläche werden 
die physikalischen Vorgänge anschaulich diskutiert. Für das n-Strahlproblem 
stellen Verff. die Pendellösung in der Näherung auf, in der sie sich zusammensetzen 
läßt aus 2- und 3-Strahlfällen, welche für die Streifenstruktur der Aufnahmen je- 
weils in gewissen Bereichen maßgebend sind. Diese Zusammensetzung ist nur in 
der Umgebung von einzelnen Punkten unzulässig. — Der Dreistrahlfall tritt in 
zwei charakteristischen Formen auf: 1. der schon früher diskutierten Umweg- 
anregung (E. Fues l.c.), bei welcher die beiden Sekundärstrahlen durch Braggsche 
Reflexion, Primär- und Sekundärstrahlen dagegen nur schwach miteinander ver- 
koppelt sind, und 2. der Doppelanregung. Bei Doppelanregung geht einer der 
Sekundärstrahlen aus dem Primärstrahl durch Braggsche Reflexion hervor. Dadurch 
wird die Intensität des Primärstrahls für diese Einfallsrichtungen so verändert, 
daß sich davon eine Rückwirkung in dem schwach angekoppelten zweiten (interessie- 
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renden) Sekundärstrahl ergibt. Doppelanregung und Umweganregung sind also 
zueinander in dem Sinne komplementär, daß sie durch Vertauschung von Primär- 
und interessierendem Sekundärstrahl ineinander übergehen. Alfred Seeger. 

Fues, E. und E. H. Wagner: Zur Streifenstruktur der Kossel-Möllenstedtsehen 
Elektroneninterferenzen mit konvergentem Bündel. I. Z. Naturforsch., Tübingen 
6a, 79—84 (1951). 

Anknüpfend an die vorsteh. referierte Arbeit werden deren Ergebnisse in eine 
Form gebracht, die eine unmittelbare Anwendung auf die Kossel-Möllenstedtschen 
Beugungsaufnahmen erlaubt. Sowohl Umweganregungen als auch Doppelanre- 
gungen geben Anlaß zu den auf den Aufnahmen beobachteten Streifenverbiegungen. 
Das Ausmaß dieser Verbiegungen ändert sich sprunghaft für gewisse Werte eines 
Parameters, der nur von den Strukturamplituden und der Dieke der durchstrahlten 
Kristallschicht abhängt. Alfred Seeger. 

Taylor, ©. A. and H. Lipson: Optical methods in erystal-strueture determina- 
tion. Nature 167, 809—810 (1951). 

Kloudek, ©. V.: Struetural analysis by distribution of deformation. Quart. 
appl. Math. 9, 77—88 (1951). 

Heide, Hans Gunther: Zum Lorentzfaktor für Drehkristallverfahren. Ann. der 
Physik, VI.F. 8, 240—245 (1951). 

Der normalerweise für unendlich scharfe Punkte des reziproken Gitters be- 
rechnete Lorentzfaktor bei Drehkristallaufnahmen wird für Reflexe, die auf dem 
Nullmeridian liegen (Streurichtungen in der Ebene von Primärstrahl und Dreh- 
achse) unendlich. Berücksichtigt man die endliche Ausdehnung der reziproken 
Gitterpunkte gemäß der v. Laueschen Interferenzfunktion für endliche kohärente 
Streubereiche, so ergibt sich ein Lorentzfaktor, der für diese Streurichtungen end- 
lich bleibt, im übrigen mit dem bisher berechneten Faktor praktisch übereinstimmt. 
Die bei der Berechnung einzusetzende Größe der kohärenten Bereiche (Teilchen- 
größe) kann im Einzelfall aus der Breite der Reflexe ermittelt werden. Die Be- 
rechnung wird auch für den Fall durchgeführt, daß Primärstrahl und Drehachse einen 
beliebigen Winkel miteinander einschließen. Albert Kochendörfer. 

MeLachlan jr., Dan: The determination of erystal structures from X-ray data 
without a knowledge of the phases of the Fourier eoeffieients. Proc. nat. Acad. Sci. 
USA 37, 115—124 (1951). 

Es ist u. U. möglich, durch Addition bzw. Multiplikation zweier Patterson- 
funktionen eine Funktion zu erhalten, welche wesentliche Züge der Fouriersynthese 
wiedergibt. Die Summe einer Pattersonstruktur P(u) und einer translatierten 
Pattersonstruktur P(u + Ax,,) wird (im eindimensionalen Fall) gleich 


[0,0] 
2 5 |P,? [cos2chu+ cos2rnkh(u+A x,)] 
R=V0 
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mit (Far = 2 |F,?ecosmhAx,,. Wird daher eine Pattersonsynthese ausgeführt 
und ein Maximum, das (Ax Ay Az),, entspricht, als Translation gewählt, so müssen 
die experimentellen |#,,,?-Werte mit 2cosn(hAx,+kAy, + 14z,) mul- 
tipliziert werden, um einen Satz neuer Strukturamplituden (F,xı)ar zu erhalten, 
mit denen hierauf in normaler Weise eine Fouriersynthese ausgeführt werden kann, 
ohne daß die Phasen der F,,, bekannt zu sein brauchen. — Das Produkt zweier 
Pattersonstrukturen wird gleich 
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mit (Ar4w)e = |F)® und |Py%ez2=i" As, Diese Summation schließt mehr 
Terme ein und wird zweckmäßigerweise mit speziellen Rechenmaschinen ausgeführt. 
— Bei der Addition treten sowohl koinzidierende wie nicht-koinzidierende Maxima 
auf; bei der Multiplikation fehlen letztere. Werner Nowacki. 
Hartman, Philip and Aurel Wintner: On the maxima of the Patterson funetions. 
Phys. Review, II. Ser. 81, 271—273 (1951). 
Verff. berechnen für zwei vorgegebene eindimensionale Dichtefunktionen 


o (x) der Periode a die Pattersonfunktion P(X) = 2: if 0o(2) -0(2+ X)dz exakt 
N) 


und zeigen an Hand dieser Gegenbeispiele, daß das sog. Pattersonsche Prinzip 
(wonach bei stetigem o(z) mit N Maxima an den Stellen x,,..,ay n 0<z2<a 
die Pattersonfunktion P(X) Maxima nur an den Stellen X=x2,— x, +ka 
1 sm n<sN; k=0,+1, +2...) besitzen kann) nicht allgemein gültig sein 
kann. Zur Erklärung des empirischen Erfolgs der Pattersonschen Regel fehlt somit 
eine exakte mathematische, nichtempirische Grundlage. Alfred Seeger. 

Taylor, William J.: Diffuse X-ray seattering by disordered binary alloys. 
Phys. Review, II. Ser. 82, 279—280 (1951). 

» Binäre Substitutionsmischkristalle zeigen in Abhängigkeit von der Nahordnung diffuse 
teflexe. Ihre Intensität (zusammen mit derjenigen der Überstrukturlinien infolge der Fern- 
ordnung) ist von Mc. Gillavry und Strijk [Physica 11, 369 (1947)] berechnet worden. Verf. 
gibt in der vorliegenden kurzen Mitteilung ein Berechnungsverfahren an, in dem sich die Nah- 
ordnungsparameter in ziemlich direkter Weise aus den Besetzungswahrscheinlichkeiten der 
Gitterplätze ergeben. Die Intensität wird im Anschluß an Zachariasen (Theory of X-Ray 
Diffraetion in Crystals. New York 1945) berechnet. Die Meßergebnisse von Cowley. (J. appl. 
Phys. 21, 24 (1950)] und ihre Interpretation durch diesen Verf. werden an Hand der vorliegenden _ 
Ergebnisse kurz diskutiert. Albert Kochendörfer. 

Klein, Martin J.: On order parameters. Amer. J. Phys. 19, 153—158 (1951). 

Fournet, Gerard: Theorie des modifications ordre-desordre dans les alliages 
binaires. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 155—157 (1951). “ 

Der Ordnungsgrad s für Fernordnung wird im Anschluß an eine Theorie von 
Y von [Cahiers de Physique 28, 1 (1945)] für binäre Legierungen (Atomarten A 
und B) des kubisch-raumzentrierten Systems betrachtet. Es sei W,,‚(r) die Wechsel- 
wirkungsenergie, wenn die Atomarten i und 7 Gitterplätze im Abstand r einnehmen 
und W(r) = Wıalr) + Waelr) -—2 Was(r). Verf. zieht nächste Nachbarn 
(7 3 v3 a) und übernächste Nachbarn (r = r, == a) in Betracht. Die Kurve 
s = s(T/T,) hängt nur von x = W(r,)/W (r,) ab und ist für x = 1/3 in viel besserer 
Übereinstimmung mit Experimenten von Chipman und Warren [J. appl. Phys. 
21.696 (1950)] als in der Betheschen Theorie (x = 0). x = 1/3 entspricht einem 
r 7,6-Gesetz für W(r). Damit findet Verf. für die spezifische Wärme dicht unterhalb 


der kritischen Temperatur (T,) Cr, , = 5.5 R, während obengenannte Experimente 
Cr,,=5;,1 R und die Theorie von Bethe C'y, , = 1,78 R ergeben. 


Alfred Seeger. 

Visvanathan, 8.: Thermal expansion at low temperatures. Phys. Review, II. Ser. 
81, 626—627 (1951). 

Bei der Ableitung der Grüneisenschen Beziehung zwischen der thermischen Ausdehnung 
und der spezifischen Wärme bei konstantem Volumen pro Grammatom (', eines isotropen Fest- 
körpers wird üblicherweise nur die auf Grund der Debyeschen Theorie errechnete spezifische 
Wärme (C',), berücksichtigt, nicht dagegen der von den Leitfähigkeitselektronen herrührende 
Anteil (O,),. Bei Berücksichtigung beider Anteile lautet die Grüneisensche Beziehung 

3% V d(In 9 : d(ln u) - 
een) 
4 d(In V) din @ (w)] 
Dabei ist & der lineare isobare Ausdehnungskoeffizient, y die isotherme Volumkompressibilität, 
6 die Debyesche charakteristische Temperatur, V das Volumen, jı die Fermienergie (thermo- 
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dynamisches Potential) und G(e) = y g(e) de, wobei g(e) die Dichte der Klektronenzustände 
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pro Volumeneinheit als Funktion der Energie » bedeutet. — Der Einfluß der Leitfähigkeits- 


elektronen auf die thermische Ausdehnung bei tiefen Temperaturen ist besonders stark in den 
Übergangsmetallen wegen deren großen Elektronenanteile der spezifischen Wärmen. Nach den 
C',-Messungen an x-Eisen von Keesom und Kurrelmeyer [Physica 6, 364 (1939)] ist er bei 
diesem Metall unterhalb von 15° K von Bedeutung. Alfred Seeger. 

Herring, Conyers: Some theorems on the free energies of crystal surfaces. 
Phys. Review, II. Ser. 82, 87—93 (1951). 

Obwohl die Oberflächenenergie y nur bei kleinen Kristallen oder kleinen Unregelmäßig- 
keiten (z. B. bei thermischen Ätzfiguren) so hervortritt, daß sie für die Gleichgewichtsform maß- 
gebend ist, so kann sie bei großen Kristallen doch für Einzelheiten der Oberflächenstruktur 
maßgebend sein. Verf. berechnet auf der Grundlage der Wulffschen Konstruktion die freie 
Energie für die einer ebenen Oberfläche, die nicht Gleichgewichtsfläche zu sein braucht, benach- 
barten dachförmig gewellten Oberflächen. Es ergibt sich, daß diese in der Umgebung eines 
Punktes kleiner ist als die der ebenen Oberfläche, wenn die Tangentialkugel an letztere, die 
gleichzeitig durch den Wulffschen Bezugspunkt geht, ganz im Innern der Energiefläche y = y(r) 
verläuft (r Abstand vom Bezugspunkt). Die Diskussion der möglichen Formen dieser Fläche 
führt zu einer Systematik der möglichen Gleichgewichtsformen der kristallinen und nicht- 
kristallinen anisotropen Stoffe. Bei Kristallen sind die einspringenden Ecken der Energiefläche 
mit Minima von y kennzeichnend, die im allgemeinen, aber nicht notwendig immer, zu scharfen 
Kanten Anlaß geben. Auch ausschließlich ebenflächige Begrenzungen, die bisher allein in Betracht 
gezogen worden sind, brauchen nicht unbedingt aufzutreten, sie können durch gekrümmte 
Bereiche miteinander verbunden sein. Der Einfluß der Abhängigkeit von y von der Oberflächen- 
krümmung auf die erhaltenen Ergebnisse wird diskutiert. In den praktisch vorliegenden Fällen 
ist er nicht wesentlich, bei gewissen theoretischen Konstruktionen kann er bedeutend werden. 
Die Annahme einer paarweisen Wechselwirkung der Atome führt auf eine Wulffsche Konstruk- 
tion mit bestimmten Singularitäten, so daß die Folgerungen durch kleine Änderungen in den 
Annahmen wesentlich abgeändert werden können. Albert Kochendörfer. 

Slater, J. C.: A simplifieation of the Hartree-Fock method. Phys. Review, 
II. Ser. 81, 385—390 (1951). 

Verf. zeigt, daß die Hartree-Fockschen Gleichungen nach einer einfachen Um- 
formung folgende Interpretation zulassen: jede Gleichung ist Schrödingergleichung 
für ein Teilchen, das sich im Potential der Kerne und aller Elektronen (berechnet 
aus e|y,?), vermindert um das Potential einer „‚Austauschladungsdichte‘‘, bewegt. 
Diese ergibt, über den Raum integriert, den Betrag einer Elektronenladung; sie kor- 
rigiert nur den Anteil der Ladungsdichte, der von Elektronen herrührt, deren Spin 
parallel zum Spin des gerade betrachteten Teilchens ist, und ist nur in dessen Um- 
gebung merklich. — Verf. macht plausibel und demonstriert an einem Beispiel, daß 
es in guter Näherung möglich ist, eine mittlere Verteilung der Austauschladung 
anzugeben. Alle Elektronen bewegen sich dann im gleichen Potentialfeld, so daß 
sich die Hartree-Fockschen Gleichungen stark vereinfachen. Darüber hinaus wird 
vorgeschlagen, die mittlere Austauschladung noch weiter zu vereinfachen, indem 
man den Wert für ein Gas freier Elektronen einsetzt. Der numerische Aufwand ist 
geringer als bei Hartree, das Ergebnis sollte viel besser sein. Rechnungen für Cu+ 
sind im Gange. Abschließend weist Verf. auf die Bedeutung des Verfahrens für 
Moleküle und feste Körper hin. In der Bändertheorie wird ja vorausgesetzt, daß 


sich alle Elektronen im gleichen Potential bewegen. |Vgl. Slater, Phys. Review. 


II. Ser. 82, 538—541 (1951).]. Gerhard Höhler. 

Hoffmann, T. A. and A. Könya: Some investigations in the field of the theory 
of solids. I. Linear chain of similar atoms. Acta phys. Acad. Sei. Hungar. 1, 5—35 
und russische Zusammenfassg. 35 (1951). 

Verif. behandeln eine lineare Kette gleicher Atome mit je einem Valenzelektron 
als Riesenmolekül. Als Wellenfunktionen werden lineare Kombinationen der un- 
gestörten Eigenfunktionen der Valenzelektronen der einzelnen Atome angesetzt. 
Die Coulombsche Wechselwirkung der Valenzelektronen sowie die gegenseitige 
Beeinflussung nicht benachbarter Atome werden vernachlässigt. Aus dem atomaren 
Energieniveau der Valenzelektronen entsteht ein Energieband, in welchem die 
Zustandsdichte an den Rändern stark zunimmt; beim Nullpunkt der Temperatur 
ist es genau zur Hälfte besetzt. Die Eigenfunktionen werden berechnet, und schließ- 
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lich das Oberflächen-Dipolmoment eines aus solchen linearen Ketten zusammen- 
gesetzten dreidimensionalen Kristalls bestimmt, welches die Austrittsarbeit der 
Elektronen verringert, und zwar stärker, als bei einem wirklichen dreidimensionalen 
(nicht aus linearen Ketten zusammengesetzten) Kristall anzunehmen ist. 

Walter Franz. 

Benson, 6. €. and @. Wyllie: A quantum mechanical treatment of the lithium 
fluoride erystal. Proc. phys. Soc., Sect. A 64, 276-282 (1951). 

Um Gitterkonstante, Kohäsionsenergie und a des LiF-Kristalls zu berechnen, 
untersuchen die Verff. die Wechselwirkung zwischen den 2p-Elektronen des F=-Ions und den 
sechs nächsten Lit-Ionen (zu welchen die Coulombsche Wechselwirkung der übrigen Ionen hinzu- 
gefügt wird). Die Lit*-Ionen werden als positive Punktladungen angesetzt. Nimmt man für das 
F-Ion die Hartree-Funktionen des freien Ions, dann ergibt sich annehmbare Übereinstimmung 

' mit der Erfahrung. Werden jedoch die F7-29»-Eigenfunktionen nach Coulson und Duncanson 
zu den Li+-1s-Elektronen orthogonalisiert, dann wird die Übereinstimmung mit der Erfahrung 
zerstört. Dies wird von den Verff. dahin gedeutet, daß die (ohne Austausch berechneten) Hartree- 
Funktionen von F” zu weit ausgedehnt sind (und daher durch den Orthogonalisierungs-Prozeß 
zu stark modifiziert werden). Dafür spricht auch, daß sich die diamagnetische Suszeptibilität 
des freien F” mittels der Hartree-Funktionen zweimal zu groß ergibt. Verff. verändern daher 
den radialen Maßstab der Hartree-Funktionen so. daß sich der richtige Diamagnetismus ergibt. 
führen damit die Orthogonalisierung durch, und erhalten dann die Kristalldaten in sehr guter 
Übereinstimmung mit der Erfahrung. Walter Franz. 


* Holm, Ragnar: The electrie tunnel effeet across thin insulator films in eon- 
tacts. J. appl. Phys. 22, 569—574 (1951). 

Die Leitfähigkeit dünner Isolierschichten infolge Tunneleffekt wird für mittlere 
Feldstärken berechnet, um die bestehenden Rechnungen für starke und schwache 
Felder zu ergänzen. Behandelt werden symmetrische Metall-Metall- und Halb- 
leiter-Halbleiter-Kontakte. Der Einfluß der Bildkraft wird zunächst vernach- 
lässigt, um nachträglich durch Interpolation zwischen den Extremfällen starker 
und schwacher Felder berücksichtigt zu werden. Numerische Ergebnisse in Ab- 
hängigkeit von ‘der angelegten Spannung werden für Schichtdicken zwischen 10 
und 60 Ä graphisch angegeben. Walter Franz. 

Landsberg, P.T., R. W. Mackay and A.D. MeRonald: The parameters of 
simple exeess semieonduetors. Proc. phys. Soc., Sect. A 64, 476—480 (1951). 

sraphische Darstellung von Funktionen, die in der Halbleitertheorie auf- 
treten. Für die Spenderterme ist nur ein diskretes Niveau vorgesehen. 

(Gerhard Höhler. 

Makinson, R. E. B. and M. J. Buckingham: The second order photoeleetrie 
effeet at a metal surface. Proc. phys. Soc., Sect. A 64, 135—139 (1951). 

Wird eine Metalloberfläche mit Licht bestrahlt, dessen Quanten kleiner sind 
als die Austrittsarbeit der Elektronen, jedoch größer als die halbe Austrittsarbeit, 
dann können Photoelektronen durch Doppelprozesse ausgelöst werden, bei welchen 
gleichzeitig zwei Lichtquanten absorbiert werden. Die Verff. berechnen den aus 
solchen Doppelprozessen resultierenden Photostrom, welcher proportional zum 
Quadrat der einfallenden Lichtintensität ist. Der errechnete Effekt ist von solcher 
Größenordnung, daß bei den in Blitzröhren erreichten hohen Lichtintensitäten eine 
Beobachtung der Photoelektronen zweiter Ordnung möglich sein sollte, jedoch nur, 
falls es gelingt, die härteren Anteile des Lichtes (welche imstande sind, Photoelektro- 
nen in einem Absorptionsakt auszulösen) bis auf einen Bruchteil 10-° wegzufiltern. 

Walter Franz. 

Vonsovskij, 8. V. und A. B. Sokolov: Über den photoelektrischen Oberflächen- 
effekt in Ferromagnetieis. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 197—200 (1951) 
[Russisch ]. 

Zur Deutung der Versuchsergebnisse von Cardwell, nach denen der Photo- 
strom (und die Glühemission) bei Nickel eine Anomalie in der Nähe des Curiepunktes 
zeigt, wird der Photostrom bei einem Ferromagneten unter der Annahme berechnet, 
daß im Zustand spontaner Magnetisierung zur kinetischen Energie der Leitungs- 
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elektronen noch ein Zusatzglied hinzukommt, welches proportional dem Skalar- 
produkt aus dem Elektronenspin der Leitungselektronen und der spontanen Ma- 
gnetisierung der Rumpfelektronen ist. Die Durchrechnung des Problems, die in 
völliger Analogie zu der Fowlerschen Betrachtung an nichtmagnetischen Substanzen 
durchgeführt wird, ergibt in der Formel für den Photostrom ein negatives Zusatz- 
glied, welches proportional dem Quadrat der spontanen Magnetisierung anwächst. 
Man kann dieses Ergebnis, welches qualitativ mit den Resultaten von Cardwell 
übereinstimmt, auch so interpretieren, daß bei Ferromagneten am Rand des Metalls 
eine effektive Austrittsarbeit zu überwinden ist, welche sich von der im unmagneti- 
schen Zustand, d. h. oberhalb des Curie-Punktes, um ein additives, in der spontanen 
Magnetisierung quadratisches Zusatzglied unterscheidet. Fritz Sauter. 

Wohlfahrth, E. P.: Colleetive eleetron ferromagnetism: Reetangular energy 
bands. Philos. Mag., VII. Ser. 42, 374—390 (1951). 

Die Stonersche Methode, den Ferromagnetismus nach Art der Thomas-Fermi- 
Statistik durch Berücksichtigung der kinetischen Energie und der Spinwechsel- 
wirkung zu behandeln, wird hier unter der Annahme rechnerisch durchgeführt, 
daß die Energiezustände der Elektronen im Leitungsband gleichmäßig dicht liegen. 
Im Gegensatz dazu hatte seinerzeit Stoner mit einer parabolischen Dichtevertei- 
lung gerechnet. Verf. berechnet nun für verschiedene Breiten des Leitungsbandes 
formelmäßig und numerisch die spontane Magnetisierung, die Suszeptibilität ober- 
halb des Curie-Punktes und den Verlauf der spezifischen Wärmen in Abhängigkeit 
von der Temperatur. Der Vergleich mit den experimentellen Werten zeigt allerdings, 
daß die rechteckige Diehteverteilung nicht zu besseren Resultaten führt als die 
parabolische. Fritz Sauter. 

Luttinger, J. M.: A note on the ground state in antiferromagneties. Phys. 
Review, 11. Ser. 81, 1015—1018 (1951). 

Durch einen Kunstgriff wird für das Isingsche Modell der Spins in einer anti- 
ferromagnetischen Substanz der tiefste Energiezustand ermittelt für den Fall, 
daß die Wechselwirkung nicht nur der nächsten Nachbarn, sondern auch der über- 
nächsten Nachbarn im Gitter berücksichtigt wird. Der Kunstgriff besteht darin, 
daß die einzelnen Spins zunächst in ihrem Betrag nicht als fest (= 1) vorgegeben 
werden, sondern daß sie alle möglichen Werte annehmen können im Rahmen der 
wesentlich schwächeren Bedingung, daß die Summe über alle Spinquadrate gleich 
der gesamten Teilchenzahl ist. Da die Verschiebung aller Spinwerte um eine Ele- 
mentarlänge im Kristallgitter die gesamte Energie nicht ändern darf, kann man die 
Spinverteilung ähnlich wie die Bewegung der Gitterpunkte in der dynamischen 
Kristallgittertheorie als dreidimensionale Fourier-Reihe ansetzen, mit ihrer Hilfe 
die Energie-Kigenwerte bestimmen und unter Berücksichtung der oben angegebenen 
Nebenbedingung den tiefsten Eigenwert berechnen. Es zeigt sich, daß in diesem 
letzteren Fall nicht nur für das einfach-kubische Gitter, sondern auch für das kubisch- 
flächenzentrierte und das kubisch-raumzentrierte Gitter die so gefundenen Spin- 
werte im tiefsten Energiezustand stets den Betrag 1 erhalten. Fritz Sauter. 

Abragam, A. and M. H. L. Pryece: Theory of the nuelear hyperfine strueture 
of paramagnetie resonanee speetra in erystals. Proc. roy. Soc. London, Ser. A 205, 
135 —153 (195]). 

Für die Kernhyperfeinstruktur der paramagnetischen Resonanz [E. Zavoisky, 
Acad. Sci. USSR, J. Physies 9, 211 (1945) und 10, 197 (1946)] bei kristallwasser- 
haltigen Salzen wird eine Theorie entwickelt. Ausgehend vom Zustand des freien 
Ions werden durch Störungsrechnung in aufeinanderfolgenden Schritten (gemäß der 
Reihenfolge abnehmenden Einflusses bei den meisten Elementen der Eisengruppe) 
das elektrische Feld des Kristalles, die Wechselwirkung zwischen Spin- und Bahn- 
moment, die Wechselwirkung zwischen den Spins, die Kopplung mit einem äußeren 
magnetischen Feld und schließlich die Kopplung zwischen dem Kern des Ions und 
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den Elektronen ber ücksiehtigt. — Ungeachtet der umfassenderen Gültigkeit dieser 
E heorie beschränkt sich Keen nähere Erörterung auf die Salze der Dee Ti,’V 
Cr, Mn, Fe, Co, Ni und Cu, bei denen in hinreichendem Maße experimentelle Eı 
. gebnisse vorliegen. Erwin re 


Huntington, H. B.: Caleulations of surface energy for a free-eleetron metal. 
“ Phys. Review, I. Ser. 81, 1035—1039 (1951). 

Zener, e: Interaetion between the d shells in the transition metals. Phys. 
Review, II. Ser. 81, 440—444 (1951). 

An die Spitze der Untersuchung über die Elemente der vierten Spalte mit un- 
aufgefüllter d-Schale werden folgende drei Hauptsätze gestellt: 1. Die Spinwechsel- 
wirkung der Elektronen eines und desselben Atoms ist derart, daß sich die Spins 
nach Möglichkeit parallel stellen ; der dadurch entstehende möglichst große Gesamt- 
spin des einzelnen Atoms wird nicht durch die Wechselwirkung mit den Nachbar- 
atomen gestört. 2. Die Wechselwirkung zwischen den d-Elektronen benachbarter 

Atome ist derart, daß sich die Spins, unabhängig vom Abstand der Atome, nach 
Möglichkeit antiparallel stellen; demnach müßten Kristalle aus solehen Atomen 
bei Fehlen eines Einflusses der Leitungselektronen antiferromagnetisch sein. 3. Die 
Weehselwirkung zwischen den d-Elektronen und den Leitungselektronen bewirkt 
Parallelstellung ihrer Spins; daher können nur metallische Leiter Ferromagneten 
sein. Diese drei Hauptsätze werden in der Arbeit ausführlich begründet und in 
ihren Konsequenzen eingehend untersucht. Fritz Sauter. 

Giesekus, Hanswalter: Das Linienspektrum der kristallinen Salze der Seltenen 
Erden. I. Die Aufspaltung der Elektronen-Terme der Ionen der Seltenen Erden im 
Kristallfeld (Statisches Einatom-Modell), insbesondere beim Bromat-Enneahydrat. 
Ann. der Physik, VI. F. 8, 350—372 (1951). 

Die tief im Atom gelegenen 4 f-Elektronen der seltenen Erden werden im 
Kristallfeld nur wenig beeinflußt. Daher wird in der vorliegenden Arbeit die Auf- 
spaltung der Terme der unvollständigen 4 f-Schale störungstheoretisch berechnet, 
wobei in erster Näherung das Ion als frei betrachtet wird. Die Energiestörung des 
n-Elektronenproblems läßt sich auf die Matrix-Elemente des Störpotentials für das 
Ein-Elektronenproblem zurückführen; dabei kann man sich auf die Besetzungs- 
zahlen 1—7 beschränken, da Verf. zeigen kann, daß die komplementären Konfi- 
gurationen (bei welchen 1—7 Elektronen zu der vollen Schale fehlen) für (j, 7)- 
Kopplung wie für Russell-Saunders Kopplung bis aufs Vorzeiehen dieselbe Auf- 
spaltung erleiden. Die Umrechnung auf das Mehrelektronenproblem wird für die 
Terme höchster Multiplizität aller Seltenen Erden in Tabellenform angegeben. 
Anschließend wird für den Bromat-Enneahydrat-Kristall das Störpotential näherungs- 
weise berechnet, und die Aufspaltung der Elektronenterme höchster Multiplizität 
für sämtliche Seltenen Erden explizit durchgeführt. Die höchsten mittleren Auf- 
spaltungen von .60—70 em”! ergeben sich für die Enden der Reihe der Seltenen 
örden, während das in der Mitte liegende Gd aus Symmetriegründen in der be- 
trachteten Näherung keine Aufspaltung aufweist. — Das Erfahrungsmaterial ist 
nur in wenigen Fällen für einen Vergleich geeignet, doch scheint die Größenordnung 

‘ der errechneten Aufspaltung mit der Erfahrung übereinzustimmen. Walter Franz. 

Giesekus, Hanswalter: Das Linienspektrum der kristallinen Salze der Seltenen 
Erden. IH. Die Überlagerung von Sehwingungstermen bei den Ionen der Seltenen 
Erden im Kristallfeld (Dynamisches Einatom-Modell). Ann. der Physik, VI. F. 8, 
373—390 (1951). 

Während in Teil I (vorsteh. Referat) der Einfluß des elektrostatischen Gitter- 
potentials auf die Elektronenterme der Seltenen Erden berechnet wurde, behandelt 
der vorliegende zweite Teil den Einfluß der Gitterschwingungen, welcher eine Ver- 
breiterung der Linien zur Folge hat. Das Problem wird zunächst klassisch mittels 
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der Bornsehen Gittertheorie in Angriff genommen, wobei sich das empirisch be- 
kannte V T-Gesetz für die Linienbreite ergibt. Die quantentheoretische Behand- 
lung zeigt, daß sich der scharfen Linie der reinen Elektronensprünge eine schwache 


verbreiterte Komponente überlagert, welche von den Sprüngen mit gleichzeitiger | 


Anregung oder Absorption eines akustischen Gitterquants herrührt; mit zunehmen- | 
der Temperatur treten mehr und mehr auch Sprünge unter Mitwirkung mehrerer | 
Gitterquanten in Erscheinung, was im Limes hoher Temperaturen zu der klassischen 
Linienform (Gaußsche Fehlerkurve) führt. Die direkten und einquantigen Über-. | 
gänge werden näherungsweise an einem stark vereinfachten Modell (homogenes 
Kontinuum, Störpotential nur von zwei benachbarten Seltenen Erdionen herrührend) 
durchgerechnet, und weiter gezeigt, daß die Schwingungen der Hydrat-Komplexe | 
wohl noch stärker linienverbreiternd wirken als die Schwingungen der Seltenen | 
Erdionen selbst; doch läßt sich dieser Einfluß nicht quantitativ angeben. Zum | 
Vergleich mit der Erfahrung werden Messungen von D. Meyer [Ann. der Physik, 
VI.F.2, 330 (1948)] herangezogen; die gemessenen Verbreiterungen werden vom 
Verf. zum Teil auf Schwingungen der Hydrat-Komplexe zurückgeführt, zeigen 
jedoch in einzelnen Fällen die für die akustischen Übergänge errechneten Breiten 
und Intensitäten. Walter Franz. 


Fröhlich, H.: Theory of the supercondueting state: II. — Magnetie properties. | 
at the absolute zero of temperature. Proc. phys. Soc., Sect. A 64, 129—134 (1951). 

Die Bildung eines besonderen Zustandes des Systems Elektronen plus Kristall- 
gitter bei tiefen Temperaturen infolge der Wechselwirkung der Elektronen mit den 
Gitterschwingungen [Fröhlich: Proc. phys. Soc., Sect. A 63, 778 (1950)] erklärt 
auch die besonderen magnetischen Eigenschaften eines Supraleiters, wie sie in der 
phänomenologischen Theorie von London gefaßt sind. Friedrich Hund. 

Schachenmeier, R.: Zur Quantentheorie der Supraleitung. Z. Phys. 129, 1—26 
(1951). 

Aus den Wellenfunktionen der einzelnen Elektronen eines Kristalleitters, 
deren Wellenzahlen in der Nähe der Bandgrenzen liegen, werden Eigenfunktionen 
des Elektronensystems gebildet. Bei Berücksichtigung der Coulombschen Wechsel- 
wirkung ergibt sich ein stabiler Ordnungszustand. Friedrich Hund. 


Beck, Friedrich: Das elektrodynamisehe Potential in der erweiterten phäno- 
menologischen Theorie der Supraleitung. Z. Phys. 129, 246—274 (1951). 

Im Rahmen der nichtlinearen Erweiterung für die phänomenologische Theorie 
der Supraleitung wird ein allgemeiner Ausdruck für das elektrodynamische Po- 
tential eines Supraleiters aufgestellt, und es werden daraus die bereits von von Laue 
angegebenen Ausdrücke für die Kraftdichte und das Drehmoment wiedergefunden. 
Darüber hinaus wird mit Hilfe dieses Potentialausdruckes der Nachweis erbracht. 
daß die Laueschen nichtlinearen Gleichungen im stationären Fall eine eindeutige 


Lösung besitzen. Fritz Sauter. 


 Geiss, Johannes: Ergebnisse der erweiterten phänomenologischen Theorie der 
Supraleitung. Z. Phys. 129, 449—482 (1951). 

In der Arbeit werden Beispiele durchgerechnet a) zur skalaren nichtlinearen. 
b) zur linearen tensoriellen phänomenologischen Theorie der Supraleitung. A) Es 
werden verschieden Ansätze für den Zusammenhang zwischen dem Suprastrom $ 
und dem Supraimpuls & diskutiert. Dabei wird bestätigt, daß es auf die genaue 
Form dieser Beziehung nur sehr wenig ankommt. Es wird gezeigt, daß der funk- 
tionale Zusammenhang zwischen 3 und & aus Versuchen am stromdurchflossenen 
Hohlzylinder erschlossen werden kann. Als Beispiele werden behandelt: Halh- 
ebene, Platte und Draht. Die scheinbare Suszeptibilität und die Gültigkeit der 
Silbeeschen Hypothese werden für diese Fälle diskutiert. b) Unter Annahme eines 
tensoriellen Zusammenhanges zwischen 3 und & wird der stromdurchflossene. 
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resp. in einem transversalen oder longitudinalen Magnetfeld liegende Draht be- 
handelt. Eine geschlossene Lösung ist nicht möglich; es wird daher ein Störungs- 
verfahren benutzt, so daß die Anisotropie nur geringfügig ist. Heinz Koppe. 

Geiss, Johannes: Hochfrequenzwiderstand und Verzerrung eines schwachen 
Wechselstromes im Supraleiter bei Überlagerung eines starken Gleiehstromes. Ann. 

‘der Physik, VI. F. 9, 40—47 (1951). 

Die Arbeit behandelt den Skin-Effekt für die supraleitende Platte nach der nichtlinearen 
Theorie, und zwar für den Fall der Überlagerung eines schwachen Wechselstroms mit einem 
starken Gleichstrom. Ein interessanter Fffekt wird für 0A < 1 gefunden (w = Kreisfrequenz 
des Wechselstromes, o — Leitfähigkeit, A = Grenzwert der Londonschen Konstanten). In der 
linearen Londonschen Theorie bedeutet diese Bedingung, daß die Eindringtiefe der Supraströme 
viel kleiner ist, als die Eindringtiefe des normalen Skin-Effektes. Der letztere wird demnach 
von den Supraströmen weitgehend abgeschirmt. Überlagert man einen genügend starken Gleich- 
strom, dann wird die effektive Eindringtiefe der Supraströme vergrößert und infolge des Weg- 
falls der Abschirmung bekommt man schließlich wieder den Hochfrequenzwiderstand des nor- 


malen Leiters. Die Arbeit benutzt das Ohmsche Gesetz und vernachlässigt die freie Weglänge 
der Elektronen. Das Resultat kann deshalb nur qualitativ richtig sein. Heinz Koppe. 


Forrester, A. Theodore and Lothrop Mittenthal: Small angle diffraetion of 
light by a glass eube. Phys. Review, II. Ser. 81, 268—271 (1951). 

‚ Halpern und Gerjouy (dies. Zbl. 35, 284) haben nach der wellenkinematischen 
Theorie die Intensität der unter kleinem Winkel durch ein amorphes Parallelepiped 
mit von eins wenig abweichendem relativen Brechungsindex gegenüber der Um- 
gebung berechnet und gefunden, daß im Falle einer nahezu parallel zu einer Seiten- 
fläche (Abweichungen < 0,2‘) einfallenden parallelen Strahlenbündels sich als 
Volumeffekt ein in der Einfallsebene fächerartig verbreiterter gestreuter Strahl _ 
ergibt. Den experimentellen Nachweis dieses Effekts mit Licht (Na-D) versuchen 
Verff. unter Bedingungen, unter denen er deutlich beobachtbar sein müßte, wie der 
Vergleich mit dem ganz ähnlich aussehenden Beugungsbild eines rechteckigen Spaltes 
für kleine Beugungswinkel zeigt. Die Versuche an einem Glaswürfel in zahlreichen 
verschiedenen Immersionsflüssigkeiten ergaben keine Andeutung des Eiffekts. 
Verff. haben die experimentellen Bedingungen sorgfältig geprüft und glauben, daß 
die beobachtete Diskrepanz auf die Unvollkommenheit der Theorie zurückzuführen 
ist, die der Mehrfachstreuung nicht Rechnung trägt und die allmähliche Verbrei- 
terung des Strahles im Würfelinnern vernachlässigt. Es zeigt sich, daß für nahezu 
senkrecht auf eine Würfelfläche auftreffendes Licht erst dann von der Mehrfach- 
streuung abgesehen werden darf, wenn die Differenz der Lichtwege durch Glas 
und Immersionsflüssigkeit weniger als 1/10 der Wellenlänge beträgt. Fine so gute 
Übereinstimmung der Brechungsindizes im Experiment ist zweifelhaft; der Effekt 
wäre außerdem dann zu schwach, um neben dem Beugungsbild der Blende be- 
obachtet werden zu können. Alfred Seeger. 


Astronomie. Astrophysik. Geophysik. 


Haas, Johannes: Betrachtungen über die Elemente der galaktischen Bahnen 
und die Lage der Kreisgeschwindigkeit. Astron. Nachr. 279, 131—136 (1951). 

Die Keplerschen Bahnelemente eines Planeten, dessen Bahn durch einen festen 
Punkt des Gravitationsfeldes der Sonne hindurchgeht, sind, wenn man die Koordi- 
naten dieses Punktes als Konstante ansieht, lediglich Funktionen der Geschwindig- 
keitskoordinaten. Ebenso kann man die galaktischen Bahnen derjenigen Fixsterne, 
die sich in einem verhältnismäßig kleinen Bereich um die Sonne befinden, genähert 
durch Richtung und Größe der beobachteten Geschwindigkeiten darstellen, bzw. 
durch die Differenz ihrer galaktischen Geschwindigkeitskoordinaten gegen die der 
Sonne. Verf. zeichnet ein Modell, in dem die Kurven gleicher Bahnelemente in 
einem Koordinatensystem als Funktionen der (bezüglich des galaktischen Zentrums) 
radialen und tangentialen Geschwindigkeitskomponente dargestellt werden. Die 
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beobachtete Verteilung der Elemente der galaktischen Bahnen der nächsten Fix- 
sterne — Verf. studiert dies an einem Material von 230 Sternen mit Entfernungen 
bis zu 15 parsece — unterscheidet sich von der wahren durch gewisse Auswahleffekte, 
die davon herrühren, daß nur diejenigen Bahnen beobachtet werden, in denen sich 
die zugehörigen Sterne in der Nähe des festen Punktes befinden. Das Verhältnis 
des Umfanges dieses Teilkollektivs zum Gesamtkollektiv ist aber nur für Kreisbahnen 
konstant, andernfalls von den Elementen mehr oder weniger abhängig. Verf. be- 
rechnet die zur Korrektur der statistischen Ergebnisse nötigen Auswahlfaktoren 
_ und untersucht die Frage, ob es berechtigt ist, die Kreisgeschwindigkeit, die dem 
galaktischen Ort der Sonne zukommt, in den Mittelpunkt der Geschwindigkeits- 
verteilung der mäßig bewegten Sterne zu verlegen, wie es in stellarstatistischen 
Arbeiten meist üblich ist. Nach seinen Ergebnissen ist diese Frage zu bejahen. 
Karl Stumpff. 


Pecker, Charlotte: Sur le raecord d’une zone adiabatique et d’une zone radia- 
tive dans P’atmosphere des 6toiles. ©. r. Acad. Sci., Paris 232, 1065—1066 (1951). 

Es werden die Bedingungen für den Anschluß einer Zone in konvektivem 
Gleichgewicht an eine darüber liegende Zone im Strahlungsgleichgewicht mit der 
optischen Tiefe r, untersucht. Das Problem ist eindeutig determiniert. Über einer 
gegebenen konvektiven Zone gibt es stets wenigstens ein Wertesystem für die 
Parameter: optische Tiefe, Schwerebeschleunigung und Temperatur an der Grenze 
zwischen beiden Zonen. Gerd Burkhardt. 


Voigt, Hans-Heinrieh: Über die Polarisation der Strahlung in Sternatmosphären. 
Z. Astrophys. 28, 176—202 (1951). 

Es wird eine Methode entwickelt, die es erlaubt, die Polarisationsverhältnisse 
der Sternstrahlung sowohl im Kontinuum wie auch im ganzen Verlauf der Fraun- 
hoferlinien verhältnismäßig einfach zu übersehen. In erster Näherung wird nur der 
letzte Streuprozeß in der Atmosphäre als maßgebend für die Polarisation betrachtet. 
Solange die Streuung klein ist gegenüber der Absorption, also z. B. für die Flügel 
oder die kontinuierliche Strahlung der Sterne späteren Spektraltyps, erhält man 
dabei recht genaue Ergebnisse. Wird dagegen der Streukoeffizient groß, z. B. in 
der Linienmitte und im Kontinuum rein streuender Atmosphären, so bekommt 
man nur die Größenordnung. Für genauere Untersuchungen muß dann in zweiter 
Näherung die ‚„Vorpolarisation‘ durch eine Art Iterationsverfahren berücksichtigt 
werden. — Im Zusammenhang mit diesen Ergebnissen werden am Schluß der Arbeit 
noch die PolAGes Housmer net der lan Sonnenstrahlung von Lyot, 
sowie die Messungen an der Ca I-Linie 4227 von Redman diskutiert. H. Vogt. 


Sklovskij, I. 8.: Zur Frage der Dissipation der Planetenatmosphären. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 193—196 (1951) [Russisch]. Ä 

Verf. kommt zu dem Ergebnis, daß die Theorie, die den Unterschied in der 
chemischen Zusammensetzung der Erde und der Sonne (der sich hauptsächlich in 
der geringen Häufigkeit der leichten Elemente Wasserstoff, Helium, Stickstoff und 
Neon auf der Erde äußert) auf die thermische Dissipation und die chemische Aktivi- 
tät verschiedener Elemente zurückzuführen versucht, nur sehr begrenzt anwendbar 
ist. Sie kann z. B. das Eintweichen des Heliums oder irgendeiner anderen, der 
Menge nach unbedeutenden Beimischung aus der jetzigen Erdatmosphäre erklären, 
aber nicht das Entweichen eines wesentlichen Teiles des die Hauptmasse des „Ur- 
planeten“ bildenden Gases. Eine spezielle Folgerung der vom Verf. entwickelten 
Darstellungen ist auch, daß die Dissipation der Sonnen- und Sternenkorona keine 
kosmogonische Bedeutung haben kann, ein Ergebnis, zu dem vor kurzem 8. B. 
Pikel’ner [Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 72, 255 (1950)] ebenfalls gelangt ist. 


H. Vogt. 
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| Labs, D.: Untersuchungen zur inkohärenten Streuung in Krannhöteen 
2. Astrophys. 28, 150—175 (1951). 

Es wird aa die charakteristischen Größen der inkohärenten Streuung 
herauszustellen und ihre Wirkung auf den Strahlungsaustausch in den Fraunhofer- 
linien ganz allgemein zu analysieren. Da man für viele Linien das Wesentliche schon 
erfassen wird, wenn man ihren Absorptionskoeffizienten durch einen starken ‚„‚Kern‘“ 
und schwache ‚‚Flügel‘‘ schematisiert, und da in den meisten Fällen die „Fläche“ des 
Kernes groß gegen die ‚‚Fläche‘‘ des Flügels sein wird, werden unter diesen Annahmen 
zuerst die beiden Fälle reiner inkohärenter Streuung und inkohärenter Streuung plus 
wahrer Absorption betrachtet. Dann wird aber auch untersucht, welche Konse- 
quenzen es hat, wenn für stark verbreiterte Linien die zweite Annahme hinsichtlich 
des ‚‚Flächenverhältnisses‘“‘ nicht erfüllt ist. Schließlich wird noch der Fall be- 
handelt, wenn bei sehr starken Linien auch im ‚„‚Übergangsgebiet“‘ zwischen Doppler- 
kern und Dämpfungsflügel noch erhebliche Energiemengen absorbiert werden. 

H. Vogt. 

Hunger, K.: Zur Berechnung der Intensitätsverteilung in Fraunhoferlinien. II. 
Bereehnung der Gewichtsfunktionen bei vorgegebener Kirchhoff-Planck-Funktion 
mif exponentiellem Glied. Z. Astrophys. 28, 245—253 (1951). 

In der Theorie des Strahlungsgleichgewichtes treten bei der Berechnung von 
Strahlungsstrom und -intensität in Fraunhofer-Linien gewisse Gewichtsfunktionen 
auf, die sich aus der Kirchhoff-Planck-Funktion als Funktion der optischen Tiefe 
berechnen lassen. Statt des von Unsöld und Kurz [Z. Astrophys. 26, 200—205 
(1949)] benutzten Potenzreihenansatzes für letztere wird hier der Ansatz: E(r) = 
L+Bßr— Ae7*" benützt (Durchrechnung für A=0,5; «= 2; 4und 10). Die 
so erhaltenen Gewichtsfunktionen werden mit den für A= 0 gefundenen ver- 
glichen, und die Mitte-Rand-Variation der Linien für wahre Absorption nach dem 
Schuster-Schwarzschild- und dem Milne-Eddington-Modell diskutiert. Das Ex- 
ponentialglied beeinflußt die M. R.-Variation der Linien wesentlich stärker als die 
des Kontinuums. Gerd Burkhardt. 

Biermann, L.: Bemerkungen über das Rotationsgesetz in irdischen und stellaren 
Instabilitätszonen. Z. Astrophys. 28, 304—309 (1951). 

Der vom Verf. verwendete Begriff des Rotationsmomentes eines Teilchens, d.h. des 
Produkts seines Abstandes von der Rotationsachse in das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit 
ist von großer Bedeutung für die Bewegungsvorgänge auf drehenden Körpern, also für geo- 
physikalische, insbesondere meteorologische und für astrophysikalische Probleme. Da die Unter- 
suchung aus dem Max-Planck-Institut für Physik in Göttingen hervorgegangen ist, verdient 
sie besondere Beachtung. — Verf. weist im ersten Teil seiner Arbeit darauf hin, daß ungeordnete 
Konvektion auf einen Ausgleich der Winkelgeschwindigkeit, d. h. auf starre Rotation hinarbeite, 
geordnete Konvektion (großräumige, stationäre Zirkulationen) dagegen auf einen Ausgleich des 

%otationsmomentes. Ziel seiner Untersuchung ist zu zeigen, daß in Konvektionszonen mit, 
thermischer Instabilität das Rotationsgesetz zwischen diesen beiden Grenzen liegen muß, was 
ihm durch eine molekularkinetische Betrachtung gelingt. — Der zweite Teil enthält Turbulenz- 
untersuchungen. Verf. kommt zu dem Ergebnis, daß bei wesentlich thermischer Instabilität 
der Schichtung die vertikale Bewegungsrichtung stark bevorzugt ist. Ks ist die Winkelgeschwin- 
digkeit angenähert umgekehrt proportional dem Abstand von der Drehachse. Durch Einführung 
des Begriffs „Fluß des Rotationsmomentes durch den sich isotrop bewegenden Teil der Turbulenz- 
elemente pro em?“ gewinnt er noch den Satz, daß beim Überlagern der Rotationsbewegung durch 
meridionale Zirkulation im Fall stationärer Verhältnisse die Divergenz dieser Größe Null ist. — 
Der dritte Teil geht auf die Deutung atmosphärischer und astrophysikalischer Beobachtungen 
auf Grund dieser Theorie ein. — Gegen die Verwendung des Begriffs Rotationsmoment eines 
Massenteilchens eines drehenden Körpers, wie er hier definiert ist, haben E. Herrmann und 
Ref. in der Meteorolog. Z. 1894 bzw. 1942 Einspruch erhoben unter Berufung darauf, daß die 
analytische Mechanik nur über die Summe der Rotationsmomente aller Massenteilchen eines 
sich drehenden Körpers eine Aussage macht und daß sie die Winkelgeschwindigkeit als Vektor 
und nicht als Skalar, wie dies hier geschehen, definiert. B. Neis. 


Singwi, K. S. and M. K. Sundaresan: Thermal eonduetivity of dense matter. 
Proc. phys. Soc., Sect. A 64, 441—446 (1951). 
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Es wird ein allgemeiner Ausdruck für das Wärmeleitungsvermögen entarteter 
hı/3n 
Materie als Funktion des dimensionslosen Parameters 2 = ( nn) ab- 


geleitet, wobei n die Elektronenkonzentration bedeutet und die anderen Symbole 
die übliche Bedeutung haben. Dann werden die beiden Grenzfälle, nicht-relativi- 
stische Entartung und vollkommene relativistische Entartung, diskutiert. 

H. Vogt. 


Öpik, E. J.: Stellar models with variable composition. II. Sequences of models 


with energy generation proportional to the fifteenth power of temperature. Proc. 
roy. Irish Acad., Sect. A 54, Nr. 4, 49—77 (1951). 

Die Untersuchung erstreckt sich über eine Reihe von Sternmodellen, die für 
die Struktur und die Entwicklung der Hauptreihensterne, insbesondere der Sonne; 
in Betracht kommen dürften. Fünf Folgen von Modellen, bei denen die Energie- 
erzeugung pro Massen- und Zeiteinheit gleich e=EXg.T% angesetzt ist 
(X = Wasserstoffhäufigkeit, o = Dichte, 7 = Temperatur, E = eine Konstante, 
deren numerischer Wert vom Modell abhängt), für die aber die Voraussetzungen 
über die Wasserstoffverteilung im Sterninneren verschieden sind, werden durch 
numerische Integration berechnet. An Hand der Ergebnisse werden dann auch 


Schlußfolgerungen gezogen hinsichtlich der Entwicklung der Sonne. So wird z.B. | 


auf eine säkulare Zunahme der Leuchtkraft der Sonne geschlossen, und zwar soll 
die Leuchtkraft in etwa 600 Millionen Jahren ein Maximum erreichen, das sich 
auf alles Leben auf der Erde katastrophal auswirken würde. H. Vogt. 


Ginsburg, V. L.: Die kosmischen Strahlen als Quelle der galaktischen 
Radioausstrahlung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76. 377--380 (1951) 
[Russisch ]. 

Chil'mi, 6. F.: Die Evolution eines Systems von gravitierenden Körpern bei 
nicht-elastischen Zusammenstößen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 589 — 
592 (1951) [Russisch]. 

Nachdem L. E. Gurevic und A. I. Lebedinskij [Izvestija Akad Nauk SSSR, 
Ser. fiz., No. 6 (1950)] vor kurzem das Problem der Evolution eines Meteor-Staub- 
Schwarms nach den Methoden der statistischen Physik zu lösen versucht haben, 
behandelt es Verf. jetzt nach den strengen Methoden der Himmelsmechanik und 
kommt dabei zu dem Ergebnis, daß die Entstehung der Planeten mit direkter 
Rotation im Rahmen der Meteoritenkosmogonie eine notwendige Folge des Über- 
ganges von mechanischer Energie eines Meteoritenschwarms in nicht-mechanische 
Formen bei Zusammenstößen der Schwarmteilchen ist. H. Vogt. 

Aufenkamp, Don: Sur limpossibilite d’univers stationnaires elos. ©. r. Acad. 
-Sci., Paris 232, 213—214 (1951). 

Dans ce papier qui releve des methodes globales introduites en relativite par 
Lichnerowicz, l’A. envisage des univers relativistes sans constante cosmologique 
satisfaisant aux deux conditions suivantes: 1) ces univers sont stationnaires, e’est- 
a-dire admettent un groupe d’isom6trie A un parametre dont les trajectoires sont 
orientees dans le temps, 2) ces univers sont clos en ce sens que les sections d’espace 
sont des variet6s compaetes & trois dimensions. L’A. etablit l’impossibilite de tels 
en par une möthode dont le principe est dü au rapporteur [Actual. Sei. industr. 

. 833, p. 64—-66 (1939); ce Zbl. 27, 37]. Dans un univers elos, il ne peut done 


s avoir en particulier de mouvements permanents de la matiere (en l’absence de 


eonstante cosmologique). Andre Lichnerowicz. 


Schoenberg, E.: Neue Ideen zur Kosmogonie. Z. Naturforsch. 6a, 222—226 
(1951). 


Chandrasekhar, S. and Donna Elbert: Polarization of the sunlit sky. Nature 
167, 51—55 (1951). 


